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Vorwort 


Während  an  mehr  oder  weniger  ausführlichen,  elementar  gehal- 
tenen und  wesentlich  für  die  Bedür&iisse  der  Mineralogen  berechneten 
Darstellungen  der  Kristalloptik  kein  Mangel  ist,  und  andererseits  eine 
rein  theoretische  Behandlung  derselben  von  großer  Vollständigkeit  und 
Allgemeinheit  in  Voigts  ,,  Kompendium  der  theoretischen  Physik^ 
(Bd.  II,  1896)  vorliegt,  fehlt  zur  Zeit  eine  eingehendere  Darlegung 
des  gegenwärtigen  Wissens  auf  diesem  Gebiete  der  Optik  vom  physi- 
kalischen Standpunkte  mit  Berücksichtigung  der  Beobachtungsresultate 
und  mineralogischen  Anwendungen.  Denn  seit  der  vortreflFlichen  und 
detaillierten  Darstellung,  welche  Liebisch  in  seiner  Physikalischen 
Kristallographie  (Leipzig  1890)  gegeben  hat,  sind  auch  in  der  Kri- 
stalloptik sowohl  durch  experimentelle  als  durch  theoretische  For- 
schung wichtige  neue  Erkenntnisse  hinzugekommen,  namentUch  in 
bezug  auf  die  Erscheinungen  der  Absorption  und  des  optischen 
Drehungsvermögens.  Auch  ist  inzwischen  die  elektromagnetische 
Lichttheorie  so  ausgestaltet  worden,  daß  sie  auch  in  einem  Lehr- 
buche unbedenklich  zur  Begründung  der  Gesetze  der  Lichtfortpflan- 
zung in  Kristallen  herangezogen  werden  kann.  Freilich  schien  es 
mir,  um  die  Darstellung  auch  den  Kristallographen  und  Mineralogen 
leichter  zuzüglich  zu  machen,  ratsam,  die  Ableitung  aus  den  Diffe- 
rentialgleichungen nicht  an  die  Spitze  zu  stellen,  sondern  sie  erst, 
nachdem  die  Integralgesetze  der  Lichtbewegung  aus  einfachen  Be- 
obachtungstatsachen mit  Hinzunahme  naheliegender  Verallgemeine- 
rungen entwickelt  worden  sind,  in  eingeschobenen  Abschnitten  nach- 
zuholen, die  allenfalls  auch  vom  Leser  überschlagen  werden  können. 
Diese  Darstellung  der  Theorie  hat  vor  der  rein  deduktiven  zugleich 
den  Vorzug,  sich  einigermaßen  der  historischen  Entwicklung  anzu- 
schließen, sowie  die  Beziehung  zu  den  Beobachtungen  stets  hervor- 
treten zu  lassen. 

Bei  der  Besprechung  von  Beobachtungsmethoden  glaubte  ich, 
dem  Zwecke  des  Buches  gemäß,  mich  kurz  fassen  und  insbesondere 


IV  Vorwort. 

alle  tedmischen  und  mstrumentellen  Einzelheiten  beiseite  lassen  zu 
dürfen  —  um  so  mehr,  als  in  dieser  Hinsicht  z.  B.  Liebischs  Grundriß 
der  physikalischen  Kristallographie  oder  die  neue  (4.)  Auflage  von 
Groths  Physikalischer  Kristallographie  das  Wünschenswerte  bieten. 
Dagegen  haben  die  Beohskchtvingaresidtate  eingehende  Berücksichtigung 
erfahren. 

Die  von  mir  getroffene  Einteilung  des  Stoffes  in  vier  Haupt- 
abschnitte, deren  erster  allerdings  an  Länge  sehr  überwiegt,  wird 
kaum  einer  Motivierung  bedürfen.  In  der  Nomenklattir  habe  ich  mir 
einige  Abweichui^en  von  der  bisher  meist  gebräuchlichen  erlaubt,  wo 
die  letztere  mir  zu  wenig  bezeichnend  oder  gar  irreführend  erschien; 
so  habe  ich  statt  „optische  Achsen^  und  „Strahlenachsen^^  die  von 
Fl  et  eher  vorgeschlagenen  Benennungen  „Binormalen^  und  „Biradialen'' 
acceptiert  und  statt  des  Ausdruckes  „optisch  aktiv''  den  deutlicheren 
„optisch  drehend"  angewendet. 

Zu  großem  Danke  bin  ich  Herrn  Dr.  H.  Hauswaldt  verpflichtet 
für  das  liebenswürdige  Entgegenkommen,  mit  dem  er  mir  eine  Anzahl 
der  Druckstöcke  zu  seinem  unerreicht  dastehenden  photographischen 
Tafel  werk: ,  Jnterferenzerscheinungen  im  polarisierten  Licht  etc."  (Magde- 
burg 1902  und  1904)  zur  Verfügung  stellte  und  mir  so  die  Veran- 
schaulichung der  schematisch  schwer  darstellbaren  Interferenzbilder 
durch  die  auf  den  Tafeln  I — VI  wiedergegebenen  photographischen  Ab- 
bildungen ermöglichte. 

Möge  das  vorliegende  Buch  sich  den  angehenden  Physikern  und 
Kristallographen  als  brauchbarer  Leitfaden  in  dem  reichhaltigen  Ge- 
biete der  Kristalloptik  erweisen  und  vielleicht  auch  dazu  beitragen, 
das  Interesse  der  Mathematiker  —  denen  die  Kristalloptik  früher  so 
vielfache  Förderung  zu  danken  hatte  —  wieder  auf  die  hier  sich 
darbietenden  Probleme  zu  lenken! 

Heidelberg,  im  Dezember  1905. 
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Einleitung. 

Omndbegriffe  der  allgemeinea  Theorie  des  Lichts. 

In  diesem  Abschnitte  sollen  diejenigen  Begriffe  und  Sätze  der 
Wellentheorie  des  Lichtes  zusammengestellt  werden,  welche  bei  der 
Darstellung  der  Eristalloptik  zugrunde  gelegt  werden  müssen  und  An- 
wendung finden.  Wegen  der  näheren  Begründung  dieser  Sätze  muß  auf 
die  Lehrbücher  der  allgemeinen  Physik  und  diejenigen  der  theoreti- 
schen Optik  insbesondere  verwiesen  werden.  Es  sei  nur  hervorgehoben, 
daß  die  hier  zu  benutzenden  Grundlagen  unabhängig  von  jeder  Hypo- 
these über  die  Natur  des  Lichts  aus  experimentellen  Tatsachen  ab- 
geleitet sind. 

1.  Ausbreitung  des  Iiiohts.  In  einem  homogenen  Medium  pflanzt 
sieh  die  Lichtwirkung  eines  leuchtenden  Punktes  nach  allen  Rich- 
tungen mit  endlicher  Geschwindigkeit  fort,  welche  in  solchen  Ent- 
fernungen vom  leuchtenden  Punkte,  die  der  Beobachtung  zugänglich 
sind,  von  dieser  Entfernung  unabhängig  und  für  Licht  von  bestimmter 
Spektralfarbe  (Schwingungsdauer)  nur  eine  Funktion  der  Richtung  ist. 
Li  isotropen  Medien  ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  natürlich  in 
allen  Richtungen  gleich;  im  leeren  Räume  ist  sie  auch  von  der  Farbe 
unabhängig  und  beträgt  3  •  10^^  ,  und  praktisch  kann  man  für  die 
meisten  Zwecke  diesen  Wert  auch  als  für  den  Luftraum  gültig  an- 
sehen. Wir  werden  aber  der  kürzeren  Schreibweise  halber  diesen 
Wert  als  Einheit  nehmen,  was  darauf  hinauskommt,  daß  wir  als  Zeit- 
einheit j  •  10"^®  See.  statt  1  See.  wählen.  Der  absolute  „Brechungs- 
indei"  ist  dann  der  reziproke  Wert  der  Lichtgeschwindigkeit. 

2.  Wellenfläohe.  Strahlen  und  ebene  Wellen.  Der  geome- 
trische Ort  aller  Punkte,  in  welchen  nach  einer  bestimmten  Zeit  t  die 
von  einem  leuchtenden  Punkte  ausgehende  homogene  Lichtwirkung 
eingetroffen  ist,  heißt  die  WeUenfläche  oder  Strdhlenfläche.     Dieselbe 
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ist  in  isotropen  Medien  und  in  den  (nicht  optisch  drehenden)  Kristallen 
des  regulären  Systems  eine  Kugel,  in  den  übrigen  Kristallen  eine 
zweischalige,  zentrisch  symmetrische  geschlossene  Fläche.  Alle  den 
verschiedenen  Werten  von  t  entsprechenden  Wellenflächen  sind  ähn- 
lich und  ähnlich  gelegen,  und  ihre  absoluten  Dimensionen  mit  t  pro- 
portional. Es  genügt  daher,  die  Fläche  für  einen  speziellen  Wert 
von  t  zu  kennen.  Wir  wählen  den  oben  als  Zeiteinheit  festgesetzten 
und  verstehen  somit  unter  der  Wellenfläche  oder  Strahlenfläche 
schlechtweg  die  diesem  Werte  entsprechende;  die  Wellenfläche  im 
leeren  Raum  ist  dann  die  Kugel  vom  Radius  1  cm,  in  einem  isotropen 
Medium,  dessen  Brechungsindex  n  ist,  diejenige  vom  Radius  -  • 

Die  Lichtwirkung  (Energie),  welche  ein  bestimmtes  unendlich 
kleines  Element  der  Wellenfläche  erreicht,  hat  sich  längs  des  ihm  zu- 
gehörigen Radiusvektors  dorthin  fortgepflanzt  (wie  die  geradlinige 
Ausbreitung  des  Lichts  durch  eine  kleine  Öffnung  in  undurchsichtigem 
Schirme  zeigt);  daher  haben  die  Radien vektoren  (OS)  der  Wellen- 
fläche die  Bedeutung  der  Lichtstrahlen,  und  dies  ist  der  Grund  für 
deren  andere  Benennung  „Sirahlenfläche^',  welcher  wir  in  den  späteren 
Entwicklungen  den  Vorzug  geben  werden.^)  Schneidet  man  aus  einer 
Wellenfläche  mittels  undurchsichtiger  Schirme  ein  unendlich  kleines 
Stück  heraus,  welches  als  ein  Element  der  Tangentialebene  angesehen 
werden  kann,  so  verschiebt  sich  dasselbe  im  Zeitelement  dt  parallel 
mit  sich  selbst  in  der  Richtung  des  zugehörigen  Strahles  um  sdt] 
die   Tangentialebene,   der   es   angehört,    ist   dabei    um    eine   Strecke 

^     QQ'  ^  qdt  längs  ihrer  Normale  —  der  WeUen- 

normale  —  fortgerückt,  welche  die  Projektion 

I        des    Strahlenelements    SS'^^sdt    auf   die    im 

^   ^    allgemeinen  mit  dem   Strahl  nicht   zusammen- 

1        fallende    Richtung    dieser    Normale    ist    (siehe 

'l^,    Fig.  1).  Die  so  deflnierte  Fortpflanzungsgeschwin- 

i        digkeit  OQ^  q  einerTangentialebene  der  Wel- 

I        lenfläche     heißt     die     Normalengeschtiindigkeity 

/      \    '        s  die  StrahlengeschwindigJceit. 

pj    j  Ist  nun  der   leuchtende   Punkt   unendlich 

weit  entfernt,  so  sind  auch  endliehe  Stücke  der 

Wellenfläche  eften;  man  spricht  dann  von  ebetien  Wellen.     Solche  sind 

1)  Die  Bezeichnung  „Wellenfläche"  ist  von  manchen  Autoren,  z.  B.  Clebsch, 
für  die  Normalenfläche  (cf.  S.  8)  angewendet  worden  und  kann  daher  eher  zu 
Verwechslungen  Anlaß  geben.  Bei  englischen  Autoren  wird  die  Strahlenfläche 
nach  Hamilton  „surface  of  ray  velocities" 'genannt. 
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experimentell  auch  dadurch  realisierbar^  daß  man  die  von  einem  im 
Endlichen  liegenden  leuchtenden  Punkt  ausgehenden  Strahlen  mittels 
Linsen  oder  Hohlspiegeln  parallel  macht. 

Sieht  man  nun  bei  einer  ebenen  Welle  von  ihrer  Begrenzung  ab, 
so  ist  der  Beobachtung  direkt  zugänglich  nur  die  Oeschwindigkeit 
ihrer  Verschiebung  in  der  Richtung  ihrer  Normale,  also  die  Normalen- 
geschwindigkeit Q]  und  da  man  bei  den  meisten  Messungsmethoden 
mit  parallelstrahligem  Licht  operiert,  so  ist  letztere  von  größerer 
praktischer  Bedeutung  als  die  Strahlengeschwindigkeit  s.  Trägt  man 
auf  jeder  durch  den  Mittelpunkt  der  Strahlenfläche  gelegten  Richtung 
die  ihr  entsprechenden  Werte  von  q  auf,  so  erhält  man  eine  ge- 
schlossene, zentrische,  in  nicht  regulären  Kristallen  ebenfalls  zwei- 
sdialige  Oberfläche,  welche  WeUennormalenfläche  oder  kurz  NormcUenr 
fläche  genannt  wird.  (Surface  of  wave  velocities  bei  Hamilton,  surface 
des  vitesses  normales  bei  Senarmont.)  Dieselbe  kann  auch  definiert 
werden  als  der  Ort  der  Fußpunkte  der  vom  Zentrum  der  Strahlen- 
fläche auf  alle  ihre  Tangentialebenen  gefällten  Senkrechten,  also  als 
die  Fußpunktfläche  der  Sirahlenfläche, 

Umgekehrt  kann  die  Strahlen-  oder  Wellenfläche  aufgefaßt  werden 
als  die  Enveloppe  aller  ebenen  Wellen,  welche  zur  Zeit  ^ »  0  durch 
ihren  Mittelpunkt  hindurchgegangen  sind.  In  isotropen  Medien  ist 
die  Normalenfläche  mit  der  Wellenfläche  identisch,  da  die  Fußpunkt- 
fläche einer  Kugel  diese  selbst  ist 

3.  HnygeiiBSOlies  Frinsip.  Man  kann  die  Wellenfläche  für  irgend 
einen  Moment  statt  direkt  vom  leuchtenden  Punkt  auch  aus  derjenigen 
in  einem  beliebigen  früheren  Moment  f  ableiten,  indem  man  die 
Punkte  der  früheren  Wellenfläche  selbst  als  leuchtende  Punkte  be- 
trachtet und  zu  den  von  ihnen  in  der  Zeit  t^f  ausgesandten  Wellen 
die  Enveloppe  konstruiert.  (In  allen  anderen  Punkten,  außer  denen 
der  Enveloppe,  vernichten  sich  nämlich  die  Elementarwellen  durch 
Interferenz.)  —  Die  Punkte,  die  man  als  sekundäre  leuchtende  Punkte 
betrachtet,  brauchen  aber  nicht  selbst  einer  Wellenfläche  anzugehören, 
sondern  können  eine  beliebige  stetige  Fläche  erfüllen,  deren  Punkte 
nacheinander,  jedoch  alle  vor  dem  Zeitpunkte  ^,  von  der  Welle  ge- 
ti'offen  werden;  auch  dann  ist  die  Welle  zur  Zeit  t  die  Enveloppe 
aller  von  jenen  Zwischenpunkten  fortgepflanzten  Elementarwellen.  In 
dieser  Form  dient  das  Huygenssche  Prinzip  insbesondere  zur  Ablei- 
tung der  geometrischen  Gesetze  der  Reflexion  und  Brechung  ebener 
Wellen  an  der  ebenen  Grenzfläche  zweier  verschiedener  Medien,  indem 
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die  Punkte   dieser  Grenzfläcke   als    liehtaussendende   Zwischenp unkte 
gewählt  werden.*) 

Es  falle  z.  B.  in  der  Richtung  JO  eine  ebene  Welle  auf  die 
ebene  Grenzfläche  GG  zweier  yerschiedener  Medien;  der  Durchschnitt 
der  einfallenden  Wellenebene  mit  der  Einfallsebene  (der  Ebene  der 
Zeichnung   in  Fig.  2)   sei   in  irgend   einem   Moment   OH^,   in  einem 

um    die    Zeiteinheit 
->^o  ,Ttr  späteren  DW^'.  Kon- 

struiert man  nun  um 
den  Punkt  0  als  Mit- 
telpunkt die  Wellen- 
flächen I^,  Z  der  bei 
den  Medien,  und  legt 
man  durch  die  Ge- 
rade, deren  Spur  in 
der  Figur  der  Punkt 
D  ist,  die  Tangen- 
tialebenen an  diese 
Flächen,  so  berühren 
dieselben  gleichzeitig 
alle  Wellenflächen, 
welche  während  der 
betrachteten  Zeiteinheit  von  den  sämtlichen  Zwischenpunkten  (z.  B.  P) 
zwischen  0  und  D  ausgesandt  worden  sind,  da  diese  Flächen  alle  ähn- 
lich und  ähnlich  gelegen  sind  und  ihre  Dimensionen  sich  zu  denen  von 
JP,  Z  yerhalten  wie  DP  zu  DO.  Demnach  sind  die  so  konstruierten 
Tangentialebenen  DS^,  DS^  und  DS^^,  DS^^  die  gebrochenen  und  re- 
flektierten Wellenebenen,  welche  nach  Ablauf  der  Zeiteinheit  aus  0  W 
hervorgegangen  sind;  man  erhält  deren  im  allgemeinen  je  istiei  (also 
„doppelte  Brechung*^),  wenn  die  Wellenfläche  eine  zweischalige  Fläche 
ist.  Die  von  0  auf  jene  Tangentialebenen  gefällten  Senkrechten  ON^^. 
OiVg^  und  OJVj,  ON^  sind  die  reflektierten  und  gebrochenen  Wellen- 
normalen, die  nach  deren  Berührungspunkten  mit  Z^  und  Z  gezogenen 
Radien  OS^^,  OSg®  und  OSj,  OS^  die  reflektierten  und  gebrochenen 
Strahlen.     Letztere  mußten   in  Fig.  2  so  dargestellt  werden,   als  ob 


Fig.  2. 


/ 


1)  Auf  die  strenge  Formulierung,  die  man  dem  Huygensschen  Prinzip  geben 
mufi,  um  sowohl  die  Intensität  als  die  Phase  der  Lichtschwingungen  richtig 
daraus  ableiten  zu  können,  brauchen  wir  hier  nicht  einzugehen.  (Yergl.  darüber 
z.  B.  W.  Voigt,  Kompendium  d.  theoret.  Physik  (18ü6)  V,  Kap.  4.  P.  Drude, 
Lehrbuch  der  Optik,  Kap.  III,  S.  158  ff.) 


/ 
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sie  in  der  Ein&llsebeoe  lägen;  sie  tun  dies  aber  im  allgemeinen  nicht, 
sondern  nur  in  dem  besonderen  Falle,  daß  die  Einfallsebene  eine 
Symmetrieebene  der  betreffenden  Schale  der  Wellenfläche  ist.  — 

4.  LiohtvektoT.  Die  Lichtwirkung  beruht  auf  dem  periodischen 
Wechsel  einer  gerichteten  oder  Vektorgröße,  welche  für  ebene  Wellen 
in  isotropen  Medien  jedenfalls  parallel  zur  Wellenehene  („transversal") 
liegt^  wie  aus  den  unten  zu  erwähnenden  Beobachtungen  von  Fresnel 
und  Ärago  zu  schließen  ist.  In  homogenem  (d.  h.  einfarbigem)  Licht 
führt  dieser  Lichtvektor  einfach  harmonische  (d.  h.  Sinus-)  Schwingungen 
aus,  deren  Schwingungsdauer  T  charakteristisch  ist  für  die  Farhe  des 
homogenen  Lichtes.  Die  Wellenlänge  X,  d.  h.  der  Abstand  zweier  in 
gleicher  Phase  befindlicher  Wellenebenen,  ist  gleich  der  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit der  letzteren  (//)  multipliziert  mit  der  Schwin- 
gungsdauer: 

(1)  X^q.T. 

In  ponderabelen  Medien  ist  q  eine  Funktion  von  T,  worauf  die  Er- 
scheinung der  Dispersion  beruht. 

Die  Intensität  des  Lichtes  ist  dem  Mittelwert  des  Quadrates  des 
Lichtvektors  proportional  zu  setzen. 

Über  die  Natur  des  Lichtvektors  brauchen  wir  vorerst  keinerlei 
Annahme  zu  machen.  Nach  derjenigen  Lichttheorie,  die  beim  gegen- 
wärtigen Stande  der  Wissenschaft  die  befriedigendste  Erklärung  der 
optischen  Erscheinungen  liefert,  sind  die  Licht  wellen  elektroniagnetisehe 
Wellen,  und  in  diesen  pflanzen  sich  zweierlei  Vektorschwingungen 
fort,  die  in  isotropen  Medien  beide  transversal  und  zueinander  senk- 
recht sind:  die  elektrische  und  die  mi^etische  Feldstärke.  Mit  den- 
selben sind  aber  noch  zwei  andere  Vektoren  verknüpft,  welche  sich 
in  isotropen  Medien  zwar  nur  durch  ihre  Größe,  in  kristallinischen 
Medien  aber  auch  durch  ihre  Richtung  von  den  erstgenannten  unter- 
scheiden: die  elektrische  bez.  magnetische  Verschiebung  oder  In- 
duktion. ^) 

5.  Natürliches  und  polarisiertes  Lioht.  SehwingnngBriohtiing. 
In  den  Lichtwellen,  welche  ein  selbstleuchtender  Punkt  in  einem  iso- 
tropen Medium  aussendet,  wechselt  der  Lichtvektor  seine  Bichtung 
sehr  oft  in  unregelmäßiger  Weise  innerhalb  solcher  Zeiten,  die  klein 
sind  gegen  die  Dauer  von  Lichteindrücken,  die  das  Auge  noch  ge- 
trennt unterscheiden  kann.     (Natürliches  Licht.) 

1)  Wie  wir  später  sehen  werden,  können  allerdings  die  beiden  magnetüchen 
Vektoren  in  Lichtwellen  praktisch  immer  als  identisch  angesehen  werden. 
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Durch  Reflexion  und  Brechung  (sowie  durch  Absorption  in  ge* 
wissen  Kristallen)  kann  das  natürliche  Licht  aber  in  der  Weise  modi- 
fiziert werden^  daß  der  Schwingungszustand^  d.  h.  die  Bahnkurve^ 
welche  der  Endpunkt  einer  von  einem  Punkte  aus  aufgetragenen,  den 
Lichtvoktor  repräsentierenden  Strecke  beschreibt,  zeitlich  unverändert 
bleibt.  Solches  Licht  heißt  polarisiert,  und  zwar  geradlinig  polari- 
siert, wenn  der  Lichtvektor  mit  konstanter  Richtung  schwingt, 
elliptisch  polarisiert  in  dem  allgemeinsten  (durch  Superposition  zweier 
geradliniger  Schwingungen  von  gleicher  Periode  entstehenden)  Fall, 
daß  der  Endpunkt  des  Lichtvektors  eine  Ellipse  beschreibt.  Gerad- 
linig polarisiertes  Licht  wird  u.  a.  erhalten,  wenn  natürliches  Licht 
an  der  Grenze  zweier  verschiedener  durchsichtiger  isotroper  Medien 
unter  einem  bestimmten  Winkel  reflektiert  wird;  man  nennt  dann  die 
Reflexionsebene  der  Lichtstrahlen  deren  Polarisationsebene.  Der  Licht- 
vektor kann  nach  Symmetrie  nur  entweder  parallel  oder  senkrecht  zu 
der  so  definierten  Polarisationsebene  sein;  welcher  von  beiden  Fällen 
zutriffb,  ist  ohne  Hinzunahme  einer  Hypothese  nicht  mit  Sicherheit 
zu  entscheiden.  Nach  der  elektromagnetischen  Lichttheorie  würde 
die  elektrische  Verscfiiebung  (oder  Induktion)  senkrecht,  die  magnetische 
parallel  zur  Polarisationsebene  sein  (vei^l.  I,  Kap.  m).  Da  es  nun 
aus  gewissen,  später  —  bei  Besprechung  der  elektromagnetischen 
Theorie  —  zu  erwähnenden  Gründen  wahrscheinlich  ist,  daß  die 
elektrische  Verschiebung  die  physiologische  Lichtwirkung  verursacht, 
so  wollen  wir  weiterhin  unter  Schwingungsrichtung  des  Lichts  die- 
jenige Richtung  verstehen,  welche  nach  der  elektromagnetischen  Theorie 
die  Richtung  der  elektrischen  Verschiebung  ist  und  also  senkrecht  zur 
Folarisationsei>ene  der  ebenen  Welle  steht.  Wir  führen  diese  mit  der 
Annahme  Fresnels  übereinstimmende  Festsetzung  aber  nur  ein,'  weil 
es  bei  manchen  Sätzen  der  Kristalloptik  bequemer  ist,  statt  „Normale 
der  Polarisationsebene"  einen  kürzeren  Ausdruck  anzuwenden,  und 
halten  übrigens  fest,  daß  diese  letztere,  nicht  die  Richtung  des  Licht- 
vektors, unzweideutig  und  unabhängig  von  jeder  speziellen  Lichttheorie 
definiert  ist.  Die  Richtung  der  Schnittlinie  der  Polarisationsebene 
und  Wellenebene,  welche  in  der  elektromagnetischen  Theorie  der 
mf^etischcn  Induktion  (oder  dem  magnetischen  Feld)  entspricht, 
werden  wir  als  Polarisationsridäung  bezeichnen;  ihre  Einführung  ist 
namentlich  in  der  Theorie  der  Reflexion  und  Brechung  vorteilhaft. 
Die  so  für  eine  ebene  Welle  definierte  Richtung  nennen  wir  zugleich, 
die  Polarisationsrichtung  des  zugehörigen  Strahles]  als  Polarisations- 
ebene  des  letzteren  wird  dann   die  durch  ihn  und  die  Polarisations- 
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richtung  bestimmte  Ebene  zu  bezeichnen  sein,  welche  mit  der  Polari- 
sationsebene  der  ebenen  Welle  oder  Wellennormale  in  einem  Kristall 
im  allgemeinen  nicht  identisch  ist.  In  obiger  Definition  der  Schwin- 
gungsrichtung ist  dann  die  Polarisationsebene  der  Wellennormale  ge- 
meint. Die  Normale  zur  Polarisationsebene  des  Strahls  ist  nicht  seine 
Schwingungsrichtung;  und  letztere  (die  natürlich,  ihrer  Bedeutung 
pich,  ^er  Welle  imd  dem  Strahl  gemeinsam  ist)  steht  nicht  senk- 
recht zum  Strahl. 

6.  Analytische  DarsteUung  des  Liohtvektom  im  polariaierten 
Iiioht.  In  einer  ebenen  Welle  linear  polarisierten  homogenen  Lichts, 
welche  in  einem  durchsichtigen  Medium  in  der  Richtung  der  Z- Achse 
fortschreitet  und  parallel  der  X-Achse  schwingt,  ist  der  Lichtvektor, 
der  ja  in  jeder  Wellenebene  in  jedem  Moment  überall  gleiche  GröBe 
uod  Richtung  besitzt,  gegeben  durch  einen  Ausdruck  Ton  der  Form 

(2)     «=.^8mp;(<-|)-A,)=Jl8mJ2,(A-A)-A,) 

=»  J[  sin  (t  — -  Ai)  =  A'  cos  t  —  Ä'  sin  t  . 

Man  bezeichnet  A  als  die  Amplitude,  das  ganze  Argument  des 
sinus  als  die  Phase  der  Schwingung.  Es  sei  im  Hinblick  auf  spatere 
Anwendungen  schon  hier  bemerkt,  daß  es  mitunter  zweckmäßig  ist, 
u  als  den  reellen  Teil  einer  komplexen  Größe 

(2')  \  «e»-- 

aufzufassen^  wobei  die  Vergleichung  mit  (2)  ergibt 

^^-iAe-'^^^A'  +  A'i. 

In  einer  in  einem   isotropen  Medium  parallel  Z  fortschreitenden 
Welle  von  beliebigem  Polarisationszustand  wird  der  Lichtvektor  noch 
«ine  Komponente  v   parallel  der   Z- Achse  besitzen,   die  gegeben   ist 
durch 
(2*)  t?  =.  B  sin  |2;r  (J,  -  y)  -  A,  j  =  -B  sin  (t  -  A,). 

Der  Endpunkt  des  Lichtvektors  beschreibt  dann  in  einer  bestimmten 
Wellenebene,  z.  B.  ;?  =»  0,  im  allgemeinen  eine  Ellipse,  welche  dem 
Rechteck  von  den  Seiten  2A  parallel  der  X-Achse  und  2JS  parallel 
der  Y-Achse  einbeschrieben  ist.  Die  Elimination  von  t  aus  den  Aus- 
drücken für  u  und  v  ergibt  nämlich 

<3)        {ly  +  iiy  -2-1-1  cos  (A,  -  A,)  =  sin»  (A,  -  A,). 
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Für  A,  —  Aj  =  nn   (n  =  0,  1,  2,  3,  •  • )  geht  die  Ellipse  in  eine  Ge- 
rade  über,  welche  unter  dem  Azimut  arctg  ^    oder  arctg^^     g^g^A 


die  X-Achse    geneigt   ist,  jenachdem   n   eine   gerade   oder   ungerade 

ganze   Zahl  ist.     Für   A,  -  Aj  -  f ,  ^{  •  •  •   oder  -J",  '^^  • .  •    erhält 

man  eine  Ellipse,  deren  halbe  Hauptachsen  gleich  A  und  B  sind  und 
mit  den  Koordinatenachsen  zusammenfallen,  und  die  im  zweiten  Falle 
rechts  (im  Sinne  des  Uhrzeigers),  im  ersten  links  herum  durchlaufen 
wird.  Die  Veränderungen,  welche  die  Ellipse  erfährt,  wenn  man  die 
PhasendiflFerenz  A'=Aj  — A^  von  0  bis  %  wachsen  läßt,  sind  in 
Fig.  3  angedeutet;  für  das  Intervall  von  ä  bis  2ä  gelten  dieselben 
Figuren  in  umgekehrter  Reihenfolge  und  mit  entgegengesetztem  Um- 
laufssinn der  Ellipse.  ^  j 


I 


Fig.  8. 

Ein  Kreis   wird  die   Ellipse   nur  dann,  wenn   die  Bedingungen 

A^  —  Ai  =  — **,j^    %  und  B  =  ±  -4  gleichzeitig  erfüllt  sind.    Der  Fall 

B  =  -^^  A  ist  sonst  dadurch  ausgezeichnet,  daß  die  Achsen  der  Ellipse 
für  jede  Phäsendifferenz  der  Komponenten  die  gleiche  Lage  behalten 

und  nur  das  Achsenverhältnis  —  sich  mit  A'  ändert. 

a 

Um  im  allgemeinen  Falle  die  Hauptachsen  der  Ellipse  zu  finden^ 
beziehe  man  dieselbe  auf  ein  um  den  Winkel  V'  gedrehtes  Achsen- 
system X^Y^.     Dann  ist 


i/0_ 


u  cos  ^  -|-  t;  sin  ^ , 


v®  =  —  tt  sin  ^  -f  t;  cos  ^. 
Sollen   nun    die   neuen  Achsen    die   Ellipsenachsen    sein,   so   müssen 
?i®,  v®  die  Form  haben 


»/0_ 


a  sin  (t  —  A^) , 


t;0  =  _j-6cos(r- A^), 

wo  das  obere  Vorzeichen  einer  rechts,  das  untere  einer  links  herum 
durchlaufenen  Ellipse  entspricht;  und  durch  Gleichsetzen  der  Faktoren 
von  sin  r  bezw.  derjenigen  von  cos  t  erhält  man  die  Beziehungen: 
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(4) 


a  COS  A^  =  J.  cos  if  cos  A^  +  5  sin  ^  cos  A^, 

a  sin  A^  »  ^  cos  ^  sin  A^  +  -^  sin  ^  sin  A^  ^ 

±  &  cos  A®  =  -4  sin  ^  sin  A^  —  -B  cos  ^  sin  A^ , 

±  6  sin  A^  =  —  ^  sin  ^  cos  Aj  +  ^  cos  ^  cos  Ag . 

Hieraas  folgt 

a*  =■  A^  cos*  V'  +  ^  sin*  ^  +  -45  sin  2^  cos  (A^  —  AJ^. 

6*  «  ^«  sin*  ^  +  5*  cos*  ^  —  ^B  sin  2^  cos  (A,  —  AJ, 

a*  +  &*  «  ^*  +  ^, 

a*  -  6*  -  (^*  -  JS*)  cos  2^  +  2^JB  sin  2^  cos  (Aj  -  Ai), 

±ah^  AB  sin  (Aj  —  A,), 

Jh  & -4  flin  1/?  sin  A,  —  B  cos  t/?  sin  A,       —  Ä  sin  i/>  cos  A,  +  J5  cos  i^  cos  A, 

a  Ä  cos  1/?  cos  Aj  +  J8  sin  tp  cos  Ä,        -4.  cos  tp  sin  A,  +  B  sin  o/j  sin  A, 

Aus  letzterer  Relation  folgt  zur  Bestimmung  von  ^  die  Gleichung: 
(^*  —  JB*)  sin  ^  cos  ^  =  AB  cos  2^  cos  (A,  ~  AJ 


(4') 


oder 

(5) 


oder,  wenn  man    i  =  tg  ©;  Aj  —  A^  =  A'  setzt: 
(5'j  tg2^  =  tg2ecos  A'. 

Setzt  man  femer  für  das  Achsenverhältnis         der  Ellipse  tg  0*,   so 
ergibt  sich,  da  dann 

sm2d'=    ,  ,  ,,,    cos  20"  =  -,  ,  ,, 
ist, 
/  (6)  sin  20-  =  T  sin  20  sin  A', 

wo  das   obere  Vorzeichen  für  die  rechte,    das   untere  für  die   linke 
Ellipse  gilt. 

Die  Gleichung  (5)  liefert  die  Richtungen,  Gl.  (6)  das  Größen- 
verhältnis der  Ellipsenachsen.  Letztere  kann  man  auch  ersetzen  durch 
die  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen 


B« 


2ÄB 


;i^+-5.  =  <^08  26,    -^.^B. 


sin  26 


aus  den  Gl.  (4')  leicht  ableitbare  Formel: 

(6*)  cos  2  -Ö-  =  cos  2  6/C08  2 1 , 

oder  auch  durch 

co3  2i/>  —  cos  20 


(6*) 


tg»* 


cos2i/;  4-  cos  28 


=  tg  (6  +  >)  tg  (6  -  i/;). 


Will    man    eine    gegebene    elliptische    Schwingung   durch    zwei 
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rechtwinklige  EomponeiLten  ersetzen,  so  kann  man  entweder  deren 
Richtmig  (^),  oder  deren  ÄmplitudenverhäUnis  (« tg  0),  oder  deren 
Pkasefidifferenjs  A'  willkürlich  annehmen  und  dann  mittels  der  vor- 
stehenden Gleichungen  die  zwei  anderen  von  den  drei  Bestimmungs- 
stückeix...^  6,  A'  berechnen.  Beispielsweise  erhält  man  im  ersten 
^-Falle  (bei  gegebenem  ^): 
(6^)  cos  20  =  cos  2-0-  cos  2^ , 

woraus  z.  B.  ersichtlich  ist,  daß  für  ^  =  ±  —  auch  0  =  ±  ^,  d,  h. 
B-=  ±  Äy  und  A'  =  26'  ±  ;r  wird.  Einer  der  beiden  Winkel  A^,  A^ 
bleibt,  wenn  nur  die  Ellipse  selbst  gegeben  ist,  auf  alle  Fälle  willkür- 
lich; ihre  Werte  bestimmen  sich  erst,  wenn  auch  die  Phase  der  ellipti- 
schen Schwingung  und  der  Nullpunkt  von  /,  also  auch  Aq  vorgeschrieben 
ist.  Verfügt  man  über  letzteren  so,  daß  A^  =  0  ist,  also  der  Licht- 
vektor zu  den  Zeitpunkten,  wo  r==n-  ist,  in  die  Ellipsenachsen 
f äUt,  so  werden  die  Komponenten  in  bezug  auf  die  mit  den  Ellipsen- 
achsen den  Winkel  ^  bildenden  Koordinatenachsen  X,  Y: 

u  ^  a  cos  ^  •  sin  T  —  6  sin  ^  •  cos  t , 

V  =  a  sin  ^  •  sin  r  +  &  cos  '^  •  cos  t. 
Es  seien  nun  die  Komponenten  w,  t?  in  die  Form  gebracht 

( w  =  J."  sin  T  -f  A''  cos  r 

(7) 


[v  =  B' sin  T  +  JB" cos  t , 
so  daß  die  Relation 

(7')  A'Ä"+BB"^0 

erfüllt  ist,  was  durch  Verfügung  über  den  Nullpunkt  von  t  immer 
erreichbar  ist;  (sind  nämlich  w,  v  in  der  Form  (2),  (2*)  gegeben,  so 
muß  hierzu  -4*  sin  2  A^  +  jB*  sin  2  A,  =  0  gemacht  werden).  Dann 
zeigt  die  Vergleichung  mit  obigen  Ausdrücken,  daß  -4',  B"  die  Pro- 
jektionen der  einen,  A",  S'  diejenigen  der  anderen  Ellipsenhalbachse 
auf  die  rechtwinkligen  Koordinatenachsen  X,  1"  sind. 

Ebenso  ergibt  sich,  daß  man  bei  geeigneter  Verfügung  über  den 
Nullpimkt  von  x  die  Komponenten  einer  elliptischen  Schwingung  in 
bezug  auf  ein  heliMges  rechtwinkliges  Achsensystem  in  die  Form 
setzen  kann 

IM  =  J.'  sin  T  +  A"  cos  T  oder  auch  A  cos  r  —  Ä'  sin  r , 
f  =  B' sin  r  -f  B'  cos  x  „  „  J?  cos  r  —  5" sin  t, 
w;  =  C"  sin  T  -f-  C  cos  r        „        „        C  cos  r  —  T"  sin  r , 
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wobei 

(8')  A'Ä'r+BB'+C'C"^0 

gemacht  werden  kann  und  dann  Ä\  B",  C  bez.  Ä\  S\  C"  die  Pro- 
jektionen der  Ellipsenhalbachsen  sind.  Dabei  ist^  wenn  die  Schwingung 
einer  in  einem  durchsichtigen  Medium  fortschreitenden  ebenen  Welle 
angehört: 

(8")  ^  =  2^(<_?:i£±M.+_?if), 

WO  i/,y  v^,  Vq  die  Richtung^kosinus  der  Wellennormale  bezeichnen. 
Geradlinig  wird  die  durch  (8)  gegebene  Schwingung  nur  dann 

>4"        R"        C" 

sein,  wenn  -/,  =  ^r  =  .,,    ist;  was  bei  gleichzeitiger  Festsetzung  der 

Bedingung  (8')  das  Verschwinden  von  Ä,  B,  C  oder  A'\  B\  C"  er- 
fordert. 

Schreibt  man  ««,  t;,  w  in  der  komplexen  Form: 
(8'")  w  =  ?R(«^0.    t;==Sfi(»c'-),    tt;-8t(ee''*), 

so  kommt  vorstehende  Bedingung  darauf  hinaus,  daß  die  VerhäUnisse 
der  komplexen  Amplituden  9  :  93  :  (£  reell  sein  müssen. 

7.  Gtoometrisohe  Darstellung  nach  Foincar^.  Eine  Darstellung 
der  möglichen  Formen  der  Schwingungsellipse  und  ihrer  Verände- 
rungen, welche  für  gewisse  Anwendungen  in  der  Eristalloptik  beson- 
ders zweckmäßig  ist,  hat  H.  Poincar^^)  benutzt.  Sie  besteht  in  fol- 
gendem. Man  kann,  wie  oben  schon  bemerkt,  die  Schwingungskom- 
ponenten u,  t;  in  bezug  auf  zwei  beliebige  rechtwinklige  Achsen  in 
der  Wellenebene  betrachten  als  die  reellen  Teile  der  komplexen  Größen 

"üef^    und     aSe'*, 
wobei  dann  das  Verhältnis 

(9)  l=^  +  iv 

die  Form  und  Orientierung  der  Schwingungsellipse  charakterisiert. 
Betrachtet  man  §,  r]  als  rechtwinklige  Koordinaten  in  einer  £H-Ebene, 
so  entspricht  die  Z-Achse  allen  geradlinigen  Schwingungen,  wobei 
das  Azimut  der  Schwingungsrichtung  gegen  die  X-Achse  durch 

(10)  t  =  arctg  g 

gegeben  ist;  femer  die  H- Achse  allen  Ellipsen,  deren  Hauptachsen 
parallel  der  X-  und  IT  Achse  sind,  wobei  deren  Achsenverhältnis 

(11)  x  =  v 


1)H.  Poincare    Theorie  math^matique  de  la  lumifere.  11.  Cap.  Xu  (1892). 
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ist  und  positiyes  1]  rechten^  negatives  linken  Umlaufssinn  bedeutet; 
und  speziell  entsprechen  die  Punkte  C^,  C,  mit  den  Koordinaten 
I  =»  0,  ly  =  +  1  der  rechts-  und  linkszirkularen  Schwingung.  Alle 
Punkte  der  ZH-Ebene,  welche  Ellipsen  mit  gleichen  Ächsenricfttungen 
repräsentieren^  liegen  je  auf  einem  durch  die  beiden  Punkte  C^,  C 
hindurchgehenden  Kreise   (wie  K  in  Fig.  4);   die   zu   diesen   Kreisen 

orthogonalen  Kreise  (z. 
B.  K)  sind  der  Ort  der- 
jenigen Punkte,  welche 
den  Ellipsen  gleichen 
Achsetiverhältmsses  ent- 
sprechen, und  die 
Schnittpunkte  A,  A' 
eines  solchen  Kreises 
mit  der  H- Achse  ent- 
sprechen zwei  um  90^ 
gegeneinander  gedreh- 
ten EUipsen.  Übertragt 
man  nun  die  Punkte 
der  EH -Ebene  durch 
stereographische  Projektion  auf  die  dieselbe  im  Nullpunkt  berührende 
Kugel  vom  Durchmesser  Eins,  und  nennt  die  Projektion  der  H-Achse 
auf  die  Kugel  den  Äquator,  so  entsprechen  die  Pole  der  Kugel  P^,  P^ 
den  Punkten  C^,  C„  also  den  zirkulären  Schwingungen,  die  Breiten- 
kreise (z.  B.  aa,  Fig.  5)  den  Schwingungen  von  konstantem  Achsen- 


Fig.  4. 


Verhältnis,  die  Längenkreise  jenen  von  konstanter  Orientierung  der 
Hauptachsen,  und  zwar  derart,  daß  das  Achsenverhältnis  gleich  der 
Tangente   der  halben  „Breite"  /3,  der  Winkel  ^  zwischen  der  einen 
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Ellipsenhauptachse  und  X-Achse  gleich  der  halben  „Länge"  ist  (letz- 
tere von  demjenigen  Meridian  an  gerechnet,  der  die  Projektion  der 
H-Achse  ist^  d.  i.  der  in  Fig.  5  gezeichnete  Kreis).  Irgend  zwei  diametral 
gegenüberliegende  Punkte  der  Kugel  (a,  V)  entsprechen  demnach  zwei 
ähnlichen,  entgegengesetzt  umlaufenen  Schwiugungsellipsen  mit  ge- 
kreuzt liegenden  großen  Achsen. 

Diese  geometrische  Darstellung  gestattet  nun  eine  sehr  einfache 
Bestimmung  der  Veränderung,  welche  die  Schwingungsellipse  durch 
Änderung  der  Phasendifferenz  der  Komponenten  erfährt.  Eine  Phasen- 
verzögerung A  von  V  gegen  u  wird  analytisch  ausgedrückt  durch 
Multiplikation  von  ^  mit  e~**%  und  dieser  Faktor  bedeutet  eine  Dreh- 
ung der  EH-Ebene  um  den  Winkel  A;  eine  gleiche_Drehung  erfährt 
also  auch  die  Kugel  um  den  zur  EH-Ebene  senkrechten  Durchmesser. 
Man  findet  also  die  aus  einer  gegebenen  Schwingungsellipse  durch 
eine  relative  Phasenverzögerung  A  ihrer  Komponenten  nach  der  X-  und 
Y-Achse  hervorgehende  neue  Ellipse,  indem  man  den  der  Ellipse  ent- 
sprechenden Kugelpunkt  so  verschiebt,  wie  es  durch  eine  Drehung  A 
der  Kugel  um  denjenigen  Aquatordurchmesser  geschieht,  welcher  die 
der  X-  und  F- Richtung  entsprechenden  Kugelpunkte  (0  und  Q)  ver- 
bindet. Würde  die  relative  Verzögerung  A  den  Komponenten  der 
Schwingung  nach  irgend  zwei  anderen  Richtungen  X',  Y'  in  der 
Wellenebene  erteilt,  so  hätte  man  die  gleiche  Drehung  der  Kugel 
um  einen  anderen  Äquatorialdurchmesser  (nämlich  denjenigen,  dessen 
Endpunkte  den  Richtungen  X',  Y'  zugeordnet  sind)  auszuführen.  — 

Eine  Drehung  2q  der  Kugel  um  ihren  Polardurchmesser  bewirkt 
nur  eine  gleiche  Veränderung  der  „Länge'',  entspricht  also  einer 
Drehung  q  der  SchwingungseUipse  ohne  Gestaltsänderung,  wie  sie 
beim  Durchgang  der  Welle  durch  eine  Platte  mit  „optischem  Drehimgs- 
vermögen'' stattfindet  und  auch  einer  relativen  Phasenänderung  2^ 
der  beiden  durch  die  Pole  dargestellten  entgegengesetzt  zirkulären 
Schwingungen  zugeschrieben  werden  kann. 

8.  Interferenz  polarisierten  Lichtes.  Die  Bedingungen,  unter 
welchen  linear  polarisierte  Lichtwellen  von  nahezu  gleicher  Fortpflan- 
zungsrichtung und  von  gleicher  Schwingungsdauer  die  Erscheinung 
der  Interferenz,  d.  h.  das  Auftreten  einer  vom  Phasenunterschied  der 
zusammentreffenden  Wellen  abhängigen  Intensität,  zeigen,  sind  durch 
eine  für  die  Undulationstheorie  des  Lichts  fundamentale  Experimental- 
untersuchung  von  Fresnel  und  Arago  ^)  festgestellt  worden,     Ihre 

1)  A.  Fresnel  und  F.  Arago,  Ann.  chim.  phys.  (2)  10  (1819),  p.  288. 
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Versuche  zeigten,  daß  Wellen,  die  von  demselben  leuchtenden  Punkte 
ausgegangen  sind  (und  nicht  allzugroSen  Ganguntiorschied  erhalten 
haben),  die  Eigenschaft,  zu  interferieren,  behalten,  wenn  sie  parallel 
zueinander  polarisiert  worden  sind,  daß  sie  aber  diese  Eigenschaft 
verlieren,  wenn  sie  senkrecht  zueinander  polarisiert  sind.  ,  Es  ist  dies 
die  Beobachtungstatsache,  welche  zur  Erkenntnis  der  Tramversalität 
der  Lichtschwingungen  geführt  hat.  In  der  analytischen  Darstellung 
findet  sie  ihren  Ausdruck  folgendermaßen. 

Es    sei    die    Schwingungsrichtung    beider   Wellen    parallel    der 
X-Achse,  und  die  ihnen  entsprechenden  Lichtvektoren  an  einer  und 
derselben  Stelle  des  Raumes  demgemäß  dargestellt  durch 
Wi  =«  A^  sin  (t  —  AJ ;         ti,  =  ^  sin  (r  —  A,), 
oder,  wenn  man  A,  =  0,  A,  —  A^  =  A  setzt: 

1*1  =«  Ä^  sin  r ,         Wj  =  -4,  sin  (r  —  A). 
Dieselben  superponieren  sich  zu  einer  einzigen  Schwingung  von  kon- 
stanter Amplitude;  denn  u^  +  u^  läßt  sich  auf  die  Form  bringen: 

tt  =  Wj  +  tig  =  ^  sin  (t  — -  d) , 
wobei  gilt: 

(13)  A'  «  ^1«  +  A^^  +  2A^A^  cos  A. 

Da  die  Intensität  linearpolarisierten  Lichts  nach  §  4  dem  Quadrat  der 
Amplitude  proportional  ist,  so  kann  man  letztere  Formel  auch 
schreiben: 

(13')  J^  J^  +  J^  + 2YJ^YJ^  008  A 

und  erkennt  hieraus,  daß  die  durch  das  Zusammentreffen  der  beiden 
Wellen  hervorgerufene  Lichtintensität  in  der  Tat  von  ihrer  Phasen- 
differenz (oder  ihrem  Wegunterschied)  abhängig  und  somit  an  jedem 

Ort  eine  bestimmte  ist,  aber  von  Ort  zu  Ort 
wechselt  —  was  das  Charakteristische  für  die 
Interferenz  ist. 

Die  resultierende  Amplitude  A  ist  nach 
Ai  (13)  geometrisch  konstruierbar  als  die  Diago- 

*'*«•  ^  nale  des  aus  den  Seiten  A^,  A^  und  dem  von 

ihnen  eingeschlossenen  Winkel  A  gebildeten  Parallelogramms  (siehe 
Figur  6).    Besonders  wichtig  für  viele  Anwendungen  ist  der  Spezial- 
fall, daß  A  =  ±  y  ist;  dann  gilt: 
(13»)  A^  -  A,^  +  A^\        J^J^  +  J^. 
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Sind    die   beiden   Schwingungen    dagegen   zueinander   senkrecht;, 
also  etwa  gegeben  durch 

t*  =  ^  sin  (r  —  Aj) ,         t;  =  B  sin  (r  —  Ag) , 

so  setzen  sie  sich  zu  einer  elliptischen  Schwingung  zusammen^  deren 
Intensität  durch  den  über  eine  Schwingungsperiode  genommenen 
Mittelwert  von  m*  +  v^  bestimmt  ist.     Dieser  Mittelwert  ist  aber: 

T  T 

J^C^^cos^Ai+JB^cos'Aj)/ 8in^d^+-J(^«sin*Ai  +  B^sin^A^)  fcos^rdt 

^^(Ä^  +  B^), 

also  midbhä/ngig  von  der  Fliasetidifferenz;  d.  L  es  findet  keine  Inter- 
ferenz, sondern  einfache  Addition  der  Intensitäten  statt. 

Arago  und  Fresnel  haben  femer  gezeigt^  daß  zwei  rechtwinklig 
zueinander  polarisierte  Wellen,  die  aus  eitler  Welle  (etwa  durch  Ein- 
tritt derselben  in  einen  Kristall)  hervorgegangen  sind,  durch  Zurück- 
fuhrung auf  die  gleiche  Polarisationsebene  (z.  B.  beim  Durchgang 
durch  ein  Nicoisches  Prisma)  nicht  interfercnz- 
fällig  werden,  außer  wenn  die  ursprüngliche 
Welle  seihst  schon  linear  polarisiert  war. 
Nehmen  wir  letzteres  an  und  bezeichnen  die 
Winkel,  welche  die  ursprüngliche  Schwin- 
gungsrichtung (P)  und  die  wiederhergestellte 
{A)  mit  derjenigen  der  ersten  Welle  {H^ 
bilden,    mit  a   bez.  ß   (siehe  Fig.  7),   femer  ^^  ^ 

die  ursprüngliche  Intensität  mit  J^,  so  haben 
die   nach   H^   und   H^   schwingenden   Wellen    die   Intensitäten 

Ji  =  J®  cos*  « ,         J^  =  J^  sin*  « , 

oder  die  Amplituden 

A^'  ^  A^  cos  a ,         A^'=^  A^  sin  a. 

Erhält  die  Welle  (2)  die  Phasenverzögerung  A  gegenüber  der  WeUe  (1)^ 
so  geben  die  beiden  Wellen  bei  der  Zurückführung  auf  die  gemein- 
.same  Schwingungsebene  A  die  Schwingungskomponenten 

Aj^  cos  ß  sin  t     und     A^'  sin  ß  sin  (r  —  A). 
Es  ist  also,  um  die  resultierende  Amplitude  zu  bekommen,  in  Formel  (13) 

A^  =  A^  cos  a  cos  ß,         A^^^  A^  sin  «  sin  ß 
zu  setzen,  und  es  folgt  dann 
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A^  =  A^  { cos*  a  cos*  ß  +  sin*  a  sin*  /J  +  |  sin  2a  sin  2ß  cos  A } 
=  ^^  jcos*  (a  -  /5)  -  sin  2«  sin  2/3  sin*  y  j, 
oder  für  die  resultierende  Intensität: 
<14)       J=J^  {cos*  (a  —  ß)  -  sin  2a  sin  2/3  •  sin*  y  }• 

Es  tritt  also  in  der  Tat  eine  bestimmte^  von  A  abhängige  Intensität, 
d.  h.  Interferenz  auf.  Daß  dies  nicht  der  Fall  ist,  wenn  die  ursprüng- 
liche Welle  natürlwhes  Licht  war,  erklärt  sich  aus  der  unter  5  er- 
wähnten Vorstellung,  daß  natürliches  Licht  solches  ist,  dessen  Schwin- 
gungsrichtung in  äußerst  kurzen  Zeitintervallen  alle  möglichen  Lagen 
durchläuft.^)  Es  ist  dann  nämlich  in  (14)  das  Azimut  a  als  schnell 
veränderlich  und  zwar  alle  Werte  zwischen  0  und  2n:  gleichmäßig 
{aber  in  beliebiger  Reihenfolge)  durchlaufend  anzusehen,  und  die  für 
das  Äuge  wahrnehmbare  Intensität  ist  der  Mittelwert 

0 

also  unabhängig  von  A.  Dasselbe  Resultat  würde  man  erhalten,  wenn 
man  die  ursprüngliche  Welle  durch  einen  sehr  schnell  rotierenden  Po- 
larisator  gehen  ließe. 

Wir  wollen  schließlich  noch  bemerken,  daß  elliptisch  polarisierte 
Wellen  mit  gleichgelegenen,  ähnlichen  und  gleichsinnig  durchlaufenen 
Schwingungsellipsen  ebenso  interferieren,  wie  parallel  schwingende 
linear  polarisierte,  was  leicht  einzusehen  ist,  wenn  man  jede  Schwin- 
gung zunächst  in  Komponenten  nach  zwei  festen,  zueinander  senk- 
rechten Richtungen  (etwa  den  gemeinsamen  Hauptachsen  der  Ellipsen) 
zerlegt,  diese  Komponenten  addiert  und  ihre  Resultanten  wieder  zu 
einer  elliptischen  Schwingung  zusammensetzt. 

9.  Interferena  weißen  Lichtes.  Haben  die  zusammentreffenden 
Wellen  verschiedeYie  Schwingungsdauer,  so  durchläuft  die  Phasen- 
differenz der  Schwingungen  während  sehr  kurzer  Zeit  alle  möglichen 
Werte,  die  wahrnehmbare  mittlere  Intensität  ist  daher  auch  bei  paral- 
leler Schwingungsrichtung   einfach   die  Summe   der  Intensitäten   der 

1)  Man  wird  zwar  annehmen  müssen,  daß  der  Schwingungszustand  in  jedem 
Moment  wirklich  elliptisch  ist,  und  die  Schwingungsellipse  ihre  Gestalt  und  Lage 
/schnell  wechselt;  aber  der  Effekt  ist  derselbe  bei  der  obigen  einfacheren  An- 
nahme einer  ihre  Richtung  wechselnden  linearen  Schwingung.  (Vergl.  Voigt, 
Kompendium  d.  theor.  Phys.  V  1,  §  5.) 
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Einzelwellen.  Wenn  nun  inhomogenes  Licht,  d.  h,  ein  Gemisch  yon 
Licht  verschiedener  Schwingungsdauem  (Spektralfarben)  zur  Interferenz 
gelangt,  so  entsteht  also  ein  Gemisch,  worin  die  einzelnen  Farben  mit 
Litensitäten  vertreten  sind,  die  sich  nach  der  Formel  (13')  berechnen, 
in  der  nun  aber  nicht  nur  J^  und  J^ ,  sondern  auch  A  ftlr  jede  Farbe 
«inen  anderen,  gegebenen  Wert  hat.  Zur  Bestimmung  der  Farben- 
wirkung eines  Lichtgemisches,  worin  die  Litensitäten  der  einzelnen 
Farben  in  bestimmten  Verhältnissen  zu  denen  im  weißen  Lichte  stehen,"^, 
«ind  verschiedene  empirische  Regeln  angegeben  worden,  so  von  Newton 
und  J.  J.  Müller,  wegen  deren  auf  die  Lehrbücher  der  Experimental 
physik  verwiesen  werden  muß. 


P  o  c  k  e  1  s ,  Kristalloptik . 


Erster  Teil. 
Vollkommen  durchsichtige  Kristalle  ohne  Drehongsyermögen. 

Erstes  Kapitel. 

Gesetze  der  Lichtfortpflanzang  in  einachsigen  Kristallen. 

1.  Fundamentalersoheiniingen  am  Kalkspat.  Die  doppelte 
Strahlenbrechung  wurde  zuerst  von  Erasmus  Bartholinus^)  am 
Kalkspat  beobachtet  und  bald  darauf  von  Christian  Huygens*) 
näher  untersucht  und  durch  eine  glückliche  Annahme  bereits  richtig 
erklärt.  Die  Fundamentalerscheinung  ist  die  Zerl^ung  eines  Bündels 
paralleler  Strahlen  homogenen  natürlichen  Lichtes  in  ifwei  Strahlen- 
bündel von  merklich  gleicher  Intensität  beim  Eintritt  in  einen  Ealk- 
spatkristall.  Von  diesen. zwei  gebrochenen  Strahlenbündeln  folgt  das 
eine  (0)  —  das  ^yOrdenüicM^  —  dem  gewöhnlichen  Brechungsgesetz, 
das  andere  (JE),  welches  das  außerordenüiche  genannt  wird,  dagegen 
nicht,  was  sich  am  augenfälligsten  darin  zeigt,  daß  es  im  allgemeinen 
nicht  in  der  Einfallsebene  liegt  (außer  wenn  diese  ein  Hauptschnitt 
ist,  d.  h.  die  Hauptachse  [3 -zählige  Symmetrieachse]  des  Kristalls 
enthält)  und  auch  bei  senkrechtem  Einfall  eine  Ablenkung  erfährt 
(außer  wenn  die  Grenzfläche  senkrecht  oder  parallel  zur  Hauptachse  ist). 

Die  beiden  gebrochenen  Strahlenbündel  sind  aber  nicht  mehr 
natürliches,  sondern  linear  polarisiertes  Licht,  wie  sich  am  einfachsten 
aus  folgender  Beobachtung  an  zwei  Ealkspatplatten  ergibt,  welche 
schon  von  Huygens  gemacht  wurde,  der  sie  jedoch  noch  nicht  zu 
erklären  vermochte,  da  ihm  die  Vorstellung  der  transversalen  Licht- 
schwingungen noch  fehlte.    Läßt  man  ein  Bündel  paralleler  homogener 

1)  E.  Barth olinus,  Experimenta  crystalli  islandici  disdiaclastici  quibus 
mira  et  insolita  refractio  detegitur.     Havn.  1669. 

2)  Chr.  Huygens,  Traite  de  la  lumi^re.  Leiden  1690.  (Ostwalds  Klassiker 
d.  exakten  Wissensch.  No.  20.)  Kap.  Y. 
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Strahlen  natürlichen  Lichts  senkrecht  auf  zwei  übereinanderliegende 
planparallele  Platten  —  etwa  Spaltungsplatten  —  von  Kalkspat  fallen, 
so  treten  im  aUgemeineii  vier  Strahlenbündel  0^,  JB^,  0^,  E^  aus,  von 
denen  zwei  (0^,  E^  dieselbe  Lage  haben,  wie  nach  Durchgang  durch 
die  erste  Platte  allein,  während  die  beiden  anderen  gegen  dieselben 
im  Hauptschnitt  der  zweiten  Platte  verschoben  sind  (vergl.  Fig.  8). 
Die  relativen  Intensitäten  dieser  vier  Strahlenbündel  ändern  sich  nun 
mit  dem  Winkel  a  zwischen  den  Hauptschnitten  der  beiden  Platten, 
und  zwar  ist  annähernd,  wenn  J  die  ein- 
fallende Intensität,  it  ihr  Schwächungsver- 
hältnis durch  Reflexion  und  (bei  reinem 
Kalkspat  übrigens  verschwindend  geringe) 
Absorption  bezeichnet  ^), 


0,^E,^1c\Bin^u. 

Dieses  Verhalten  findet  nun  seine  Erklärung 
darin,  daß,  wie  Malus  gezeigt  hat,  der  ordentliche  Strahl  0  parallel 
zum  Hauptschnitt,  der  außerordentliche  E  senkrecht  dazu  polarisiert 
ist;  denn  es  müssen  dann  die  Amplituden  der  Strahlen  0^  und  0,, 
in  welche  0  im  zweiten  Kristall  zerlegt  wird,  im  Verhältnis  cos  a 
bezw.  sin  ay  die  Intensitäten  also  im  Verhältnis  cos^  a  bezw.  sin^  a 
zu  derjenigen  von  0  stehen,  und  ebenso  müssen  sich  die  Amplituden 
und  Intensitäten  von  E^  und  J5?^  zu  denen  von  E  verhalten.  Die  In- 
tensitäten von  0  und  E  selbst  aber  sind  (abgesehen  wieder  von  der 
Schwächung  durch  Reflexion  und  etwaige  Absorption)  die  Hälfte  der 
einfallenden  Intensität,  da  das  natürliche  Licht  (siehe  EinL,  §  5)  sich 
verhält  wie  polarisiertes,  dessen  Polarisationsazimut  a  in  sehr  kurzer 
Zeit  alle  möglichen  Werte  durchläuft,  und  da  der  Mittelwert  sowohl 
von  cos^  a  als  von  sin^  a  gleich  \  ist.  —  Ist  speziell  a  =  0  oder  jr, 
d.  h.  sind  die  Hauptschnitte  der  beiden  übereinandergelegten  Platten 
parallel,  so  bleiben  von  den  austretenden  Strahlen  nur  E^  und  0^ 
übrig,  d.  h.  0  erfährt  in  der  2.  Platte  nur  eine  ordentliche,  E  nur 
eine  außerordentliche  Brechung.    Wenn  a  =  x  und  die  beiden  Platten 


1)  E.  L.  Malus,  Mäm.  pr^s.  ä  Tlnst.  par  div.  sav.  Sc.  math.  et  phys.  2 
(1811),  p.  303.  Das  MalusBche  Gesetz  ist  beim  Kalkspat  nur  eine  ziemlich  rohe 
Annäherung,  da  der  außerordentliche  und  der  ordentliche  Strahl  wegen  ihrer 
sehr  verschiedenen  Brechangsindizes  auch  merklich  verschiedene  Schwächung 
durch  Reflexion  erfahren. 

2* 
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gleich  dick  sind^  so  faUen  0^  und  E^  zusammen,  da  der  außerordent- 
liche Strahl  in  den  beiden  Platten  dann  eni^^engesetzt  gleiche  Ver- 
schiebungen erleidet.     Ist  dagegen  «  =  ±  y ,  d.  h.  der  Ebiuptschnitt 

der  zweiten  Platte  senkrecht  zu  dem  der  ersten,  so  bleiben  nur  0^ 
und  E^  übrig,  d.  h.  0  erleidet  nur  eine  außerordentliche,  E  nur  eine 
ordentliche  Brechung. 

2.  Gestalt  der  Wellenfl&ohe  nach  Huygena.  Für  die  unter  1 
beschriebenen  charakteristischen  Erscheinungen  der  doppelten  Strahlen- 
brechung in  Kalkspat  gelang  es  Huygens,  eine  vollständige  Erklä- 
rung zu  geben  auf  Grund  des  nach  ihm  benannten  Prinzips  der  ein- 
hüllenden Wellen  (siehe  Einl.,  §  3)  und  der  Annahme,  daß  die  Wellen- 
fläche im  Kalkspat  aus  einer  Kugel  und  einem  dieselbe  in  seiuen 
Polen  berührenden  abgeplatteten  Botationsdlipsoid  besteht  —  einer 
Annahme,  die  sich  ihm  als  die  einfachste  darbot,  da  die  Wellen 
fläche  nach  den  erwähnten  Beobachtungen  jedenfalls  aus  einer,  dem 
ordentlichen  Strahl  entsprechenden  Kugel  und  einer  zweiten,  dem 
außerordentlichen  Strahl  entsprechenden  Schale  von  der  Form  einer 
Rotationsfläche,  welche  den  Polardurchmesser  mit  der  Kugel  gemein 
hat,  bestehen  muß.  Sie  ist  hiemach  durch  zwei  Parameter  bestimmt: 
den  Polarradius  o  und  den  Äquatorialradius  e  des  EUipsoids,  welche 
man  als  die  Hmiptiichtgeschwincligkeiten  des  optisch  einachsigen  Kristalls 

bezeichnet,  oder  auch  durch  deren  reziproke  Werte  —  »ci,  —  »  £, 

welche  (da  nach  der  in  §  1  der  Einl.  getroffenen  Festsetzung  die 
Lichtgeschwindigkeit  im  leeren  Räume  gleich  Eins  ist)  direkt  die 
entsprechenden  Brechungsindizes  —  die  Hauptbrechungsindizes  —  be- 
deuten. Die  Orientierung  der  Wellenfläche  ist  durch  die  Symmetrie 
des  KristaUs  schon  gegeben,  da  ja  die  Umdrehungsachse  des  EUipsoids 
mit  der  Hauptachse  (3 -zähligen  Symmetrieachse)  des  Ej-istalls  zu- 
sammenfallen muß.  Man  nennt  diese  Richtung,  in  welcher  nur  eine 
Strahlengeschwindigkeit  und  nur  eine  (ihr  gleiche)  Normalengeschwin- 
digkeit existiert,  und  der  Kristall  sich  wie  ein  optisch  isotroper  Körper 
verhält,  die  optische  Achse.  Wählt  man  dieselbe  zur  Z- Achse  eines 
rechtwinkligen  Koordinatensystems,  so  lautet  demnach  die  Gleichung 
der  Wellenfläche  oder  Strahlenfläche 

führt  man  den  Winkel  ^  ein,  den  die  Strahlenrichtung  mit  der  opti- 
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Bchen  Achse  bildet,  so  sind  die  Geschwindigkeit  8^  des  ordentlichen 
und  8^  des  außerordentlichen  Strahles  gegeben  durch: 


3«  Nonnaleniläehe.  Da  die  Fußpunktfläche  einer  Kugel  diese 
Kugel  selbst  ist,  so  gehört  die  Kugel  yom  Radius  o  zugleich  der 
Normalenfläche  an.  Dem  Rotationsellipsoid  der  Strahlenflache  ent- 
spricht als  zweite  Schale  der  Normalenfläche  eine  Rotationsfläche, 
welche  den  Polar-  and  Äquatorialradius  mit  dem  EUipsoid  gemeinsam 
hat^  und  deren  Meridiankurve  die  Fußpunktkurye  der  Ellipse  von  den 
Halbachsen  o  und  e  (ein  ,,Oval'^  mit  ebendenselben  Halbachsen)  ist. 
Die  Grleichung  der  letzteren  ergibt  sich  leicht  folgendermaßen:  die 
Gleichung  der  Tangente  an  die  in  der  ZX-Ebene  liegende  Ellipse  ist 

c*    "^   o*   ~  ^' 

wenn  x^,  z^  die  Koordinaten  des  Berührungspunktes  sind.  Daraus 
folgt  ftir  die  Richtungskosinus  des  yom  Mittelpunkt  auf  die  Tangente 
gefällten  Lotes  ON=q: 

cos  {q,  rr)  «  2  .  xje^ ,  cos  (g,  z)  ^  q  -  zJo%  wo  J-  ^  ]/(5)  +  ( J.)  ; 
folglich  sind  die  Koordinaten  seines  Fußpunktes  N: 

und  durch  Elimination  yon  x^^  z^  y ermöge  der  Ellipsengleichung  folgt 

©■+(?)'-i 

oder 

x^e^  +  jef'o*  =  {x^  +  zy. 

Die  Gleichung  der  N&rmälenfläche  in  rechtwinkligen  Koordinaten  ist  also: 

(3)     {z'o^  +  (x'  +  y^)e^  -  {x?  +  y«  +  z^)^\  \x^  +  y«  +  ^s  _  ^2}  _  q, 

und  die  beiden  Normalengeschwindiglceiten  in  einer  Richtung,  die  den 
Winkel  <p  mit  der  optischen  Achse  bildet,  sind  gegeben  durch 

(3')  %  =  ^y    !Z«*  ==  ö*  cos*  (p  +  e^  sin*  qp. 

Die  Fläche  4.  Grades,  welche  nach  (3)  die  außerordentliche  Wellen- 
normalengeschwindigkeit  darstellt,  wird  als  j^Roiations-Ovaloidf^  be- 
zeichnet. Ihr  Meridianschnitt  NN'  ist  in  seiner  Beziehung  zu  der 
Meridianellipse   IZ'  der  Strahlenfläche  und   dem    der   Strahlen-  und 
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Normalenfläche  gemeinschaftlichen  Kreisschnitt  in  nebenstehender  Figur 
(für  einen  -f  Kristall  mit  übertriebener  Starke  der  Doppelbrechung) 

dargestellt. 

Die  Gesetze  der  Licht- 
fortpflanzung; welche  in 
den  vorstehenden  For- 
meln ausgedrückt  sind, 
haben  sich  mm  für  alle 
durchsichtigen  Kristalle, 
welche  eine  mehr  als 
2-zählige  Symmetrieachse 
(oder  eine  2-zählige  Spie- 
geldrehungsachse) und 
außerdem  Symmetrie- 
ebenen  besitzen,  gültig 
erwiesen.  ^) 

Sind  zur  Hauptachse 
senkrechte  Richtungen 
vorhanden,  welche  dieser 
kristallographisch  gleichwertig  sind,  so  muß  e  =»  o  sein,  also  die 
Wellenfläche  und  Normalenfläche  sich  auf  eine  einzige  Kugel  re- 
duzieren. Da  man  sich  nun  die  regtüärm  Kristalle  aus  solchen  des 
tetragonalen  Systems  dadurch  hervorgehend  denken  kann,  daß  in 
letzteren  zwei  zur  Hauptachse  senkrechte  Achsen  dieser  gleich  werden, 
so  folgt  mit  Notwendigkeit,  daß  reguläre  Kristalle  sich  optisch  ivie 
isotrope  Körper  verhalten  müssen,  wie  es  die  Erfahrung  bestätigt. 


Fig.  9. 


4.  Positive  und  negative  Kristalle.  Gegenseitige  Lage  von 
Strähl  nnd  Normale.  Schon  Biot')  fand,  daß  unter  den  einachsigen 
Kristallen  zweierlei  Arten  zu  unterscheiden  sind,  solche,  bei  denen, 
wie  beim  Kalkspat,  das  Ellipsoid  der  Strahlenfläche  ein  abgeplattetes, 
und  solche  (wie  z.  B.  Calomel,  d.  i.  Hg,Cl2),  bei  denen  es  ein  ver- 


1)  Die  genaueste  Verifikation  dieser  Gesetze  wurde  durch  Messungen  von 
Swan,  Glazebrook  und  Hastings  nach  der  Prismenmethode  ^siehe  Kap.  Y), 
sowie  durch  solche  von  Danker  (N.  Jahrb.  f.  Min.  4,  p.  241)  nach  der  Methode 
der  Totalreflexion  (siehe  Kap.  IV)  am  Kalkspat  durchgeführt.  Abweichungen, 
welche  C.  Viola  durch  Totalreflexionsbeobachtungen  am  Turmalin  gefunden 
zu  haben  meinte,  haben  sich  als  auf  Inhomogenität  der  Substanz  beruhend  er- 
wiesen (vergl.  Kap.  III,  §  4). 

2)  J.  B.  Biot,  M(^m.  de  la  classe  d.  sc.  math.  et  phys.  de  Tlnst.  Annee 
1812.  13,  (2)  p.  19.  Paris  1816.    Gilberts  Ann.  d.  Phvs.  65  (1820),  p.  1—8. 
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längertes  ist.  Erstere,  för  welche  also  e>  o  oder  £  <  co  ist,  nennt 
man  nach  Presnel  "negative,  letztere,  für  welche  e  <  o  und  £  >  ö, 
positive  Kristalle. 

Beide  unterscheiden  sich,  außer  durch  das  Vorzeichen  der  Differenz 
q^  —  Qe  ^^ö^  ^o~^e9  durch  die  gegenseitige  Lage  des  außerordentlichen 
Strahles  und  der  zugehörigen  Wellennormale.  Es  ist  nämlich  zufolge 
den  S.  21  entwickelten  Formeln,  wenn  wir  den  Winkel  (j,  Z)  mit  <p, 
(s,  Z)  mit  ilf  bezeichnen, 


(4) 
also 


q>^ty     J6  nachdem   o^e, 

d.  h.  der  Strahl  liegt  innerhalb  des  von  der  Wellennormale  und  optischen 
Achse  eingeschlossenen  Winkels  hei  positiven ,  außerhalb  desselben  bei 
negativen  Kristallen.  (Siehe  Fig.  10  a,  b,  welche  den  Meridianschnitt 
der  Strahlenfläche  für  Calomel  (+)  und  Natriumnitrat  (— )  darstellen.) 


Fig.  10  a. 


Fig.  10  b. 


Da  der  zu  derselben  Wellennormalenrichtung  gehörige  ordentliche 
Strahl  mit  letzterer  zusammenfällt,  so  besteht  dieselbe  Lagenbeziehung 
auch  zwischen  dem  zu  einer  und  derselben  Wellennormalenrichtung 
gehörigen  ordentlichen  und  außerordentlichen  Strahl.  Wegen  des 
Sinnes  der  Abweichung  des  außerordentlichen  Strahles  vom  ordent- 
lichen bezogen  auf  die  optische  Achse  nannte  man  die  negativen 
Kristalle  auch  repulsive^  die  positiven  attraktive. 

Der  Winkel  r,  welchen  der  a.  o.  Strahl  mit  seiner  Wellennormale 
bildet,  bestimmt  sich  nun  aus  der  Gleichung 
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^5) 


oder,  wenn  61.  (3')  fBr  q/  berficksiclitigt  wird, 


(5'; 


tg  r  = jj—  ßin  q>  cos  q>. 


Der  Winkel  t  erreicht  nach  (5)  seinen  Maximalwert^  wenn 


(6) 


««(Vj-iy,        tg(0  =  ±T-*g(T-9'«) 


ist,  und  dieser  Maximalwert  ist 

(7)  ^„-arctg(±?-^/-). 

Nachstehende  Tabelle  enthält  die  Werte  der  optischen  Parameter 
0,  e,  (o,  €,  sowie  Ton  tp^,  ^^  nnd  t^  für  einige  einachsige  Kristalle; 
dieselben  gelten  sämtlich  für  ^a-Licht^  ausgenommen  diejenigen  deß 
QuecksilberchlortLrs  und  Zirkons,  die  sich  auf  rotes  Licht  beziehen. 


i 

i 

0-'^^         e\       a>       ^       «19^ 

!  _*.„ 

■^_ 

Beobachter 

Hg,Cl, 

0,610 

0,886        1,96        j  2,60          62^69' 

87»1' 

16«69'  \  Des  aoizeaux 

NaNO, 

0,63084 

0,74917    1,6862      1,8348    i  40*6' 

49<'66' 

9*60'  !  Comu 

Kalkspat 

0,60296 

0,67279  '  1,66860    1,48686    41^62' 

48*8' 

6*16' 1  Rudberg 

Zirkon 

0,621 

0,608 

1,92          1,97          46*44' 

44^6' 

1*28'     S^narmont 

Turmalin 

0,61108 

0,61764 

1,6866      1,6198      44<>42' 

..  46<>18' 

0*36'     Miller 

Beryll 

0,68207 

0,68466 

1,68208    1,67666  ;  44'>63' 

i46«7' 

0*14'     Schrauff 

Apatit 

0,60760 

0,60912 

1,64607    1,64172    44*66y,' 

46«4V.' 

1    0*9' 

Heußer 

Der  Winkel  r  kann  leicht  angenähert  gemessen  werden,  indem 
man  unter  eine  planparallele  Platte  des  Kristalls  einen  Maßstab  legt 
und  ihn  durch  die  Platte  hindurch,  senkrecht  darauf  sehend,  betrachtet. 
Die  dann  direkt  ablesbare  Verschiebung  des  außerordentlichen  Bildes 
gegen  das  ordentliche,  dividiert  durch  die  Dicke  der  Platte,  gibt  tg  x. 
Die  Gleichung  (5)  kann  dann  zur  angenäherten  Berechnung  des  Ver- 
hältnisses -    ,  oder  umgekehrt,  wenn  dieses  bekannt  ist,  durch  Ver- 

gleichung  des  berechneten  mit  dem  beobachteten  Winkel  t  zu  einer 
(wenig  genauen)  Prüfimg  des  Huygenschen  Gesetzes  dienen. 

5.  Konstruktion  der  Strahlen-  und  Normalenfläehe  mit  Hilfe 
je  eines  EUipsoids.  Die  beiden  Strahlen-  oder  Normalengeschwindig- 
keiten für  eine  gegebene  Richtung  in  einem  einachsigen  Kristall,  sowie 
die    zugehörigen   Polarisationsrichtungen   lassen  sich,   wie  FresneP) 


1)  A.  Presnel,  (Euvres  compl^tes.   T.  11  p.  286. 
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erkannte^  in  einfacher  Weise  mit  Hilfe  je  eines  Rotationsellipsoide» 
ableiten.    Es  dient  znr  Bestimmung  der  Strahlen 

das  Rotationsellipsoid   mit  dem  Polar-Radins  e  nnd  Äquatorial- 

Radius  o: 

(8)  -^  +  c«  "^  ^       (Fresnelsches  Mipsoidy)', 
zur  Bestimmung  der  Wdlemionnalen 

1  V 

das  Rotationsellipsoid  mit  dem  Polar-Radius  —  «=  «  und  Äquatorial- 
Radius        =  o : 

0 

(9)  (x*  +  y«)  ö»  +  z^e*  =  1         (IndexeUipsoid)  *). 

Letzteres  ist  ähnlich  dem  der  Strahlenfläche  angehörenden  Ellipsoid^ 

aus  dem  es  durch  Verffrößerunff  der  Achsen  im  Verhältnis   -    her- 

vorgeht. 

Das  Fresnelsche  EUipsoid  wird  von  einer  Diametralebene ;  deren 

Normale  den  Winkel  ^  mit  seiner  Umdrehungsachse  bildet,  in  einer 

Ellipse  geschnitten,  deren  eine  halbe  Hauptachse  zum  Hauptschnitt 

senkrecht  und  =  o  ist,  und  deren  andere,  im  Hauptschnitt  liegende 

Halbachse  s^  durch 

1        coB*  t^       flin*  t/j 


«* 


-.1-  + 


gegeben  ist.  Die  Yergleichuug  mit  den  Gleichungen  (2^  ergibt  sofort 
den  Satz: 

Die  Geschwindigkeiten  der  leiden  StraMen,  welche  sidi  in  einer 
und  derselben  Richtung  fortpflanzefi,  sind  gegeben  durdi  die  Halbachsen 
der  üXlipse,  in  welcher  die  zu  dieser  Richtung  senkrechte  Diatnetral- 
ebene  das  Fresnelsdie  EUipsoid  schneidet. 

Wird  durch  das  IndexeUipsoid  eine  Diametralebene  gelegt,  deren 
Normale  den  Winkel  <p  mit  der  Z- Achse  bildet,  so  erhält  man  eine 
Schnittellipse,  deren  im  Hauptschnitt  liegende  Halbachse  den  Wert  hat: 


*        |/o'  COB*  q>  -\-  e*  ßin"  qp 
während  die  andere,  zum  Hauptschnitt  senkrechte,  -=       ist.   Vergleicht 
man  hiermit  die  Formeln  (3'),  so  folgt: 

Die  Gescfiwindigkeiten  der  beiden  Wetlennormalen,  wdche  sich  in 

1)  Andere  Bezeichnungen  sind:  Erstes  EUipsoid  (Flacker);  Ergänzongs- 
ellipsoid  (V.  v.  Lang);  ellipsoide  directe^  deuxiöme  eil.  (Billet,  Verdet). 

2)  Elastizitätsellipsoid  (Fresnel,  Kirchhoff);  eil.  de  Polarisation  (Canchj); 
eil.  inverse,  prämier  eil.  (Billet,  Verdet);  2**"  Ell.  (Plücker);  Ell.  der  gleichen 
Arbeit  (Stefan);  Indikatrix  (Fletcher). 
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ehier  und  dersdben  Richtung  fortpflanzen  y  sind  gegeben  durch  die  re- 
zipröken  Halbachsen  der  Ellipse  y  in  weldier  die  zu  dieser  Richtung 
sefikrechte  Diametralebene  das  IndexeUipsoid  schneidet, 

6.  Konstruktion  der  Polarisationsiiohtangen.  Berücksichtigt 
man  noch^  daß  der  ordentliche  Strahl  im  Hauptschnitt^  der  .außer- 
ordentliche Strahl  oder  die  a.  o.  Wellennormale  senkrecht  zu  letzterem 
polarisiert  ist;  so  ergibt  sich  ferner  folgende  Regd  für  die  PcAarmi' 
tionsebetien:  Diejenige  Halbachse  der  Schnitteüipse,  welclie  durch  ihre 
G-röße  gemäß  obigen  Sätzen  die  Fortpflanzungsgeschtvindigkeit  eines 
SfraJdes  oder  einer  WeUennormalc  bestimmt,  gibt  zugleich  durch  ihre 
Richtung  die  Normale  der  Polarisationsebene  an. 

Es  sei  daran  erinnert^  daß  die  Normale  der  Polarisationsebene  der 
Wellennormale;  nicht  aber  derjenigen  des  Strahles,  zugleich  die  Yon  uns 
definierte  Schwingungsrichtung  ist  (siehe  Einl.,  §  5).  Die  vorstehende 
Regel;  für  die  Wdlennorm-ale  ausgesprochen^  bestimmt  also  die  Sdiwin- 
gungsrichtung.  Man  kann  die  Konstruktion  der  Normalenfläche  der- 
jenigen der  Strahlenfiäche  yollständig  analog  gestalten,  d.  h.  so,  daß 
man  die  Halbachsen  der  durch  die  Wellenebene  erzeugten  Schnitt- 
kurve selbst  auf  der  Normale  aufträgt,  indem  man  statt  des  Index- 
ellipsoids  dessen  inverse  Fläche  benutzt,  d.  i.  das  Ovaloid 

(10)  (aj.  +  y«)o.  +  ^v  =  (z»  +  y»  +  ^»)», 

dessen  Meridiankurve  sich  von  derjenigen  des  Ovaloids  der  Normalen- 
fläche (61.  (3))  durch  Vertauschung  von  o  und  c,  oder  durch  eine 
Drehung  um  90®  unterscheidet.  Dieses  Ovaloid  (die  „Elastizitätsfläche" 
Fresnels),  welches  wir  nach  Voigt  Polarisatiansovaloid  nennen  wollen, 
ist  auch  die  Fußpunktfläche  des  Fresnelschen  Ellipsoids,  steht  also 
zu  diesem  in  derselben  Beziehung  wie  die  Normalenfläche  zur  Strahlen- 
fläche. Zugleich  geht  aus  dieser  Beziehung  hervor,  daß  das  Index- 
eUipsoid imd  Fresnelsche  EUipsoid  Reziprokalflächen  sind. 

7.  Dispersion.  Die  Hauptlichtgeschwindigkeiten  oder  Haupt- 
brechungsindizes sind,  wie  schon  S.  5  bemerkt,  abhängig  von  der 
SchwinguDgsdauer  oder  der  (im  Vakuum  gemessenen)  Wellenlänge 
des  Lichts. 

Bei  durchsichtigen  Kristallen,  auf  die  wir  uns  hier  vorerst 
beschränken,  nehmen  die  Brechungsindizes  mit  abnehmender  Wellen- 
länge stets  zu  und  können  als  Funktion  von  A  durch  Reihenentwick- 
lungen von  der  Form 


7.  Dispemion. 
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(11) 


n~-Ä'X'  +  Ä  +  fi  +  ^, 


wo  Ä',  Ä,  B,  C,  •  ■  •  positire  Konstanten  sind,  dai^stellt  werden. 
(Über  andere,  theoretisch  begründete  Dispersionsformeln  siehe  später: 
Kap.  m,  §  5.) 

Als  Beispiel  seien  die  Hauptbrechmigsiiidizes  des  Kalkspates  für 
eine  Reihe  von  Wellenlangen  mitgeteilt^  welche  nicht  nnr  im  sicht- 
baren Spektrum^),  sondern  auch  weit  darüber  hinaus  im  Infrarot*) 
und  Ultraviolett')  genau  gemessen  sind. 


Spektrallinie 

Wellenlänge  l 

<o 

£ 

09  —  i 

2,16.10~^mm 

1,4753 

1,98    i  h^ 

1,6279 

1,45 

1,6361 

1,4779 

0,1582 

1,08 

1,6424 

1,47799 

0,16441 

Ä 

0,760 

1,65000 

1,48261 

0,16739 

Li 

0,671 

1,65868 

1,48483 

0,16985 

D 

0,589 

1,65837/ 

1,48645 

0,17192 

Tl 

0,535 

1,66267 

1,48812 

0,17425 

F 

0,486 

1,66785 

1,49080 

0,17705 

H 

0,897 

1,68819 

1,49774 

0,18545 

Cd„ 

0,214 

1,84580 

1,55993 

0,28587 

Wie  hieraus  ersichtlich,  ist  die  Dispersion  des  ordentlichen  Strahles 
viel  stärker  als  die   des  außerordentlichen,  und  die  Differenz  beider, 
also  die  Stärke  der  Doppelbrechung,  nimmt  d>enfails  mit  abnehmender 
Wellenlänge  m.     Dieser  Sinn  der  Dispersion  der  Doppelbrechung  ist  \ 
auch  sonst  die  Regel.    Umgekehrt  ist  er  z.  B.  beim  Apophyllit,  Brucit   ■ 
und  Vesuvian. 

Obgleich  der  Quarz  nicht  zu  den  gewöhnlichen,  sondern  zu 
den  in  Teil  II  zu  behandelndeD  optisch  drehenden,  einachsigen  Kri- 
stallen gehört,  so  möge  doch  wegen  seiner  vielfachen  Anwendung  bei 
optischen  Apparaten  schon  hier  die  Abhängigkeit  seiner  Brechungs- 
indizes (o  imd  €  für  Richtungen  senkrecht  zur  Hauptachse  von  der 
Wellenlänge  mitgeteilt  werden,  und  es  sei  vorgreifend  schon  bemerkt, 
daß  die  Abweichung  der  Wellenfläche  des  Quarzes  von  derjenigen ' 
eines  gewöhnlichen  positiven  einachsigen  Kristalls  sehr  gering  und  ' 
überhaupt  nur  in  der  Nähe  der  Hauptachse  merklich  ist. 


1)  H.  Dufet,  Bull.  Boc.  fran9.  de  min.  16  (1893),  p.  149. 
2}  E.  Carvallo,  Ann.  ^cole  normale  (3)  7,  Suppl^m.  (1890). 
3)  E.  Sarasin,  Arch.  sc.  phya.  nat.  Genöve  (3)  8  (1882),  p.  392. 
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Linie  11  X  •  10» 


I 


Beobachter 


A 
D 
H 

Cd,« 


i  2,14 

I  0,760 

'  0,689 

I  0,897 

'  0,214 

I  0,185 


1,6191 

1,63919 

1,64426 

1,66816 

1,68040 

1,67600 


1,6278 

0,0087 

1,64813 

0,00894 

1,65336 

0,00911 

1,66776 

0,00969 

1,64268 

0,01228 

1,68910 

0,01410 

Mouton  *) 

Mac^  de  Läpinay*) 


I  Sarasin ') 


Auch  hier  haben  wir^  wie  beim  S[alkspat;  eine  Zunahme  sowohl  beider 
Hauptbrechungsindizes  als  der  Doppelbrechung  mit  abnehmender 
Wellenlänge,  die  im  Ultraviolett  sehr  viel  schneller  ist,  als  im  sicht- 
baren Spektrum. 

8.  Polarisatioiisprismen.  Die  jetzt  gebrauchlichsten  Pclari- 
satoren,  d.  h.  Vorrichtungen  zur  Erzeugung  geradlinig  polarisierten 
Lichtes  aus  natürlichem^),  beruhen  auf  der  Doppelbrechung  in  optisch 
einachsigen  Kristallen  —  meist  Kalkspat  —  und  mögen  daher  schon 
hier  Erwähnung  finden.  Ein  genaueres  Eingehen  auf  ihre  Wirkungs- 
weise würde  allerdings  die  Anwendung  der  erst  an  späterer  Stelle  zu 
entwickelnden  vollständigen  Gesetze  der  Reflexion  und  Brechung 
erfordern. 

Man  kann  zunächst  ein  beliebiges  Eristallprisma  dazu  verwenden, 
um  aus  einem  Strahlenbündel  natürlichen  Lichtes  zwei  getrennte 
polarisierten  Lichtes  zu  erzeugen;  denn  entsprechend  den  verschiedenen 
Brechungsindizes  der  beiden  Strahlen  im  Kristall  werden  dieselben 
auch  mit  verschiedenen  Ablenkungswinkeln  aus  dem  Prisma  austreten 
(wie  in  Kap.  Y  näher  auszuführen  sein  wird),  und  man  kann  in  hin- 
reichender Entfernung  hinter  dem  Prisma  jeden  der  beiden  polarisierten 
Strahlen  getrennt  benutzen.  Hierbei  würde  aber,  wenn  die  Ablenkungs- 
winkel beträchtlich  differieren  sollen,  auch  starke  Dispersion  statt- 
finden, so  daß  diese  Methode  auf  weißes  Licht  nicht  anwendbar  ist. 
Wenn  es  nicht  darauf  ankommt,  die  beiden  Strahlenbündel  weit  zu 
trennen,   kann  man  die  Dispersion  einfach  dadurch  vermeiden,    daß 


1)  Mouton,  C.  R.  88  (1879),  p.  1087.  1189. 

2)  J.  Mac^  de  L^pinay,  Joum.  de  phys.  (2)  4  (1885),  p.  159.  261;  6  (1887), 
p.  190. 

3)  E.  Saraein,  Arch.  sc.  phys.  nat.  Gen^ve  (2)  61  (1878),  p.  109. 

4)  Dieselben  Vorrichtungen  können  natürlich  auch  zur  Untersuchung  irgend- 
welchen Lichtes  auf  seinen  Polarisationszustand  (durch  Auslöschung  des  darin 
enthaltenen  linear  polarisierten  Anteils)  dienen  und  werden  bei  dieser  Verwendung 
Analysatoren  genannt. 
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man  eine  plcMparaUele  Platte,  z.  B.  eine  Spaltungsplatte  aus  Kalkspat^ 
verwendet;  es  treten  dann^  wie  wir  in  §  1  sahen^  zwei  parallele  senk- 
recht zueinander  polarisierte  Strahlenbündel  aus,  deren  Abstand  der 
Dicke  der  Platte  proportional  ist,  und  yon  denen  man  je  nach  Bedarf 
das  eine  oder  das  andere  durch  ein  Diaphragma  abblenden  kann.  Will 
man  nicht  sehr  dicke  Platten  verwenden,  so  kann  man  aber  auf  diese 
Weise  o£Penbar  nur  ein  polarisiertes  Strahlenbündel  von  sehr  kleinem 
Querschnitt  erhalten.  —  Um  divergente  polarisierte  Strahlenbündel  ohne 
zu  starke  Dispersion  herzustellen,  kann  man  die  durch  das  Kristall- 
prisma  erzeugte  Gesamtablenkung  und  Dispersion  durch  ein  zweites 
Prisma  (mit  paralleler,  aber  nach  der  anderen  Seite  hin  liegender 
brechender  Kante)  größtenteils,  bezw.  für  den  einen  Strahl  vollständig 
kompensieren.  Dieses  Kompensatibnsprisma  kann  ein  Olasprisma  sein, 
oder  aber  besser  ein  Prisma  aus  demselben  Kristall,  aber  von  anderer 
Orientierung.  So  verwendete  Senarmont  zwei  rechtwinklige,  mit 
den  Hypotenusenflächen  zu  einem  rechtwinkligen  Parallelepiped  zu- 
sammengekittete Kalkspatprismen,  in  deren  einem  (P^)  die  optische 
Achse  senkrecht  zu  der  als  Eintrittsfläche  dienenden  Kathetenfläche, 
und  in  deren  anderem  P^  sie  parallel  zur  Austrittsfläche  und  senk- 
recht zur  brechenden  Kante  liegt;  der  aus  einem  senkrecht  einfallen- 
den Strahl  entstehende  ordentliche  Strahl  geht  dann  ungebrochen  hin- 
durch, der  außerordentliche  wird  abgelenkt.  Ahnlich  konstruiert  sind 
das  Rochonsche  und  Wollastonsche  Prisma;  bei  beiden  liegt  die 
optische  Achse  des  zweiten  Prismas  parallel  zur  brechenden  Kante, 
während  sie  in  dem  ersten  Prisma  bei  der  Kochonschen  Konstruktion 
80  wie  in  P^,  bei  der  WoUastonschen  so  wie  in  Pg  des  S^narmont- 
schen  Prismas  orientiert  ist.  Beim  Bochonschen  Prisma,  welches 
übrigens  häufig  auch  aus  Quarz  verfertigt  wird,  geht  also  ebenfalls 
der  ordentliche  Strahl  unabgelenkt  hindurch,  während  bei  demjenigen 
von  WoUaston,  da  beim  Übergang  in  seine  zweite  Hälfte  der  ordent- 
liche Strahl  zum  außerordenüichen  wird  und  umgekehrt,  heide  aus- 
tretende Strahlen  Ablenkung  und  also  auch  Dispersion  erleiden. 
Während  man,  um  mit  diesen  Prismenkombinationen  nur  ein  po- 
larisiertes Strahlenbündel  zu  erhalten,  das  andere  erst  nach  dem  Aus- 
tritt besonders  abblenden  muß,  geschieht  bei  den  eigentlichen  Polari- 
satiansprismen  die  Beseitigung  des  einen  Strahlenbündels  schon 
innerhalb  des  Prismas  mittels  4oiaIer  Meflexion  an  einer  trennenden 
Zwischenschicht  von  geeignetem  Brechungsindex.  Totalreflexion  findet 
statt  an  der  Grenze  gegen  ein  schwächer  brechendes  Medium,  wenn 
der  Einfallswinkel   einen   bestimmten  Grenzwert   überschreitet.     Man 
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kann  es  also^  wenn  man  z.  B.  einen  Ealkspatkristall  an  ein  isotropes 
Medium  von  einem  Brechungsindex,  der  kleiner  als  derjenige  des 
ordentlichen,  aber  größer  als  der  des  außerordentlichen  Strahls  ist^ 
grenzen  läßt,  so  einrichten,  daß  Ton  den  beiden  im  Kristall  einfallen- 
den Strahlen  der  ordentliche  total  reflektiert  wird,  der  außerordQntliche 
hingegen  nicht,  und  also  letzterer  zum  Teil  austritt.  Hierauf  beruht 
z.  B.  die  Konstruktion  des  bekanntesten  Polarisators,  des  Nico  Ischen 
Prismas^),  welches  übrigens  ebensowenig  wie  die  übrigen  Polarisations- 
prismen ein  „Prisma^'  im  engeren  Sinne  der  Optik,  sondern  ein  schief- 
winkliges Parallelepiped  darstellt.  Dasselbe  wird  hergestellt  aus  einem 
Kalkspatspaltungsstück,  das  etwa  dreimal  so  lang  als  dick  ist,  und 
an  dem  die  Endflächen  so  abgeschliffen  werden,  daß  sie  Winkel  Yon 
68^  mit  den  langen  Kanten  bildenf  dieses  Parallelepiped  wird  längs 
einer  Ebene,  die  senkrecht  zu  den  Endflächen  und  zum  Hauptschnitt 
der  Längskanten  ist,  in  zwei  Hälften  zerschnitten,  und  letztere  werden 
mittels  Kanadabalsam,  dessen  mittlerer  Brechungsindex  1,54  ist,  wieder 
zusammengekittet.  Dann  wird  für  alle  Strahlen,  die  mit  Neigungen 
von  nicht  mehr  als  ca.  147^  °  gegen  die  Längsachse  des  Prismas  ein- 
fallen, der  in  der  ersten  Prismenhälfte  entstehende  ordentliche  Strahl 
an  der  Kanadabalsamschicht  total  reflektiert  und  in  den  geschwärzten 
Seitenflächen  des  Primas  absorbiert;  es  treten  also  innerhalb  des  ge- 
nannten Winkelbereichs  nur  außerordenüidie  Strahlen  aus,  ivelche 
parallel  der  langen  Diagonale  der  Endflächen  polarisiert  sind  (oder 
parallel  deren  kurzer  Diagonale  schwingen).  Diese  Strahlen  erfahren 
durch  das  Prisma  zwar  keine  Ablenkung,  aber  eine  beträchtliche 
Parallel  Verschiebung.  Um  diese  zu  verringern,  hat  man  das  Prisma 
mit  geraden  (d.  h.  zu  den  langen  Kanten  senkrechten)  Endflächen  ver- 
sehen und  dann  den  Schnitt  unter  75^  zu  letzteren  geführt.  Durch 
andere  Orientierung  der  Prismenkanten  (nämlich  senkrecht  zur  opti- 
tischen  Achse)  unterscheidet  sich  das  Thompsonsche  Prisma. 

Um  Prismen  von  relativ  geringerer  Länge  zu  konstruieren,  hat 
msm  als  trennende  Zwischenschicht  der  beiden  Prismenhälfteii  Luft 
gewählt;  bei  passender  Orientierung  der  Endflächen  und  Trennungs- 
ebene läßt  es  sich  dann  wieder  erreichen,  daß  der  ordentliche  Strahl 
total  reflektiert  wird.  Hierher  gehören  die  Polarisationsprismen  von 
Foucault  und  Glan,  bei  denen  die  polarisiert  austretenden  Strahlen 
jedoch  nur  sehr  geringe  Neigung  gegen  die  Längsachse  haben  können, 
und  die  daher  hauptsächlich  zu  Beobachtungen   in  paraHelstrahligem 


1)  Nicol,  Pogg.  Ann.  29  (1888),  p.  182. 
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Licht  verwendbar  sind.  Wegen  Einzelheiten  der  Konstruktion  dieser 
und  noch  anderer  Polarisationsprismen  muß  auf  die  Spezialliteratur 
verwiesen  werden.^)  Dagegen  sei  noch  erwähnt^  daß  man  die  An- 
ordnung auch  umkehren^  d.  h.  eine  planparallele  Platte  des  Kristalls 
in  ein  isotropes  Medium  von  hinreichend  hohem  Brechungaindex  ein- 
betten, und  es  durch  Wahl  des  letzteren  und  der  Neigung  der  Platte 
gegen  die  einfallenden  Strahlen  dann  so  einrichten  kann^  daß  in  der 
Kristallplatte  nur  ein  gebrochener  Strahl  —  wenn  sie  einem  negativen 
Kristall  angehört^  der  ordmäiche  —  zustande  kommt  und  wieder  aus- 
tritt. Ein  derartiger  Polarisator^  bestehend  aus  einer  in  Schwefel- 
kohlenstoff eingetauchten  Kalkspatplatte ,  ist  zuerst  von  Jamin  ^) 
konstruiert  worden;  auf  demselben  Prinzip  beruhende  Konstruktionen  \ 
haben  Zenker,  Peußner  und  Bertrand  vorgeschlagen,  welcher 
letztere  darauf  hinwies,  daß  sich  in  diesem  Falle  statt  Kalkspat  noch 
vorteilhafter  Nairiumnitrat  (siehe  Tabelle  S.  23)  verwenden  läßt. 


Zweites  Kapitel. 

Gesetze  der  Lichtfortpflanznng  in  optisch  zweiachsigen  Kristallen. 

1«  Entdeoknng  der  Ghesetse  der  Doppelbrechung  zweiachsiger 
Kristalle.  Bei  der  Untersuchung  der  Interferenzerscheinungen,  welche 
doppeltbrechende  Kristallplatten  im  polarisierten  Lichte  zeigen,  fanden 
Biot  und  Brewster,  daß  es  außer  den  Kristallen  mit  einer  „optischen 
Achse",  d.  h.  einer  Richtung,  für  welche  die  Doppelbrechung  ver- 
schwindet, auch  solche  mit  zwei  derartigen  Richtungen')  gibt,  welche 
man  daher  als  optisch  zweiachsige  Kristalle  bezeichnet.  Dieselben  ge- 
hören erfahrungsgemäß  sämtlich  dem  rhombischen,  monoklinen  und 
iriklinen  Kristallsysteme  an.  Th.  Young  glaubte,  die  Doppelbrechung 
der  zweiachsigen  Kristalle  durch  die  als  Verallgemeinerung  des 
Huygensschen   Gesetzes   für   einachsige   Kristalle   nächstliegende   An- 


1)  Z.  B.  W.  Grosse,  Die  gebräuchlichen  Polarisationsprismen,  Klausthal 
1889.  Verhandl.d.  Ges.  deutsch. Naturforscher  11, 1891,  p. 38.  Ferner  K.  Feußner, 
Zeitschr.  f.  Instmmentenkunde  4  (1884),  p.  41. 

2)  Jamin,  Pogg.  Ann.  137  (1869),  p.  174. 

.S)  Diese  Richtungen  sind  hier  jedoch  nicht,  wie  die  Hauptachse  einachsiger 
Kristalle,  als  Achsen  optischer  Isotropie  zu  bezeichnen,  da  das  optische  Verhalten 
nicht  rings  um  dieselben  symmetrisch  ist.     Auch  findet  in  Wirklichkeit  in  den\ 
Richtungen  der  optischen  Achsen  zwar  einfache  Brechung  der  Wellennormalen,  ] 
aber  nicht  solche  der  Strahlen  statt.     (Siehe  unter  „Konische  Refraktion".)         / 
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nähme  erklären  zu  können,  daß  die  Wellenfläche  aas  einer  Engel  nnd 
«inem  dreiachsigen  Ellipsoid  bestände.  Doch  zeigte  FresneP) 
durch  Messungen  an  Prismen  aus  TopaS;  daß  tatsächlich  in  den  zwei- 
achsigen Kristallen  keiner  der  beiden  Strahlen  dem  gewöhnlichen 
Brechungsgesetz  folgt,  also  die  Toungsche  Annahme  nicht  zutreffen 
kann.  In  der  Tat  ist  die  Gestalt  der  Wellenfiäche  und  Normalen- 
fläche in  zweiachsigen  Kristallen  so  kompliziert^  daß  man  sie  wohl 
schwerlich  je  durch  eine  direkte  hypothetische  Verallgemeinerung  und 
ebensowenig  auf  experimentellem  Wege  gefunden  hätte.  Fresnel  hatte 
nun  den  glücklichen  Gedanken,  die  Verallgemeinerung  an  den  Hüfs- 
flächen,  mittels  deren  er  die  Strahlen-  oder  Normalenfläche  der  ein- 
Achsigen  Kristalle  zu  konstruieren  lehrte  (siehe  Kap.  I,  §  5  u.  6),  vor- 
zunehmen,  indem  er  jene  Rotationsflächen  durch  ein  dreiachsiges 
EUipsoid  bezw.  OvcUoid  ersetzte.  Daß  es  dieser  Weg  geschickter 
Verallgemeinerung  war,  auf  dem  Fresnel  zur  Entdeckung  der  all- 
gemeinen Gesetze  der  Doppelbrechung  gelangte,  ging  freilich  erst  aus 
seinen  hinterlassenen  Schriften  hervor'),  während  er  in  der  be- 
rühmten Abhandlung^,  in  welcher  er  jene  Gesetze  veröffentlichte, 
•dieselben  durch  eine  theoretische  Betrachtung  —  die  erste,  abbald 
als  unhaltbar  erkannte  „elastische^^  Lichttheorie  —  herleitete. 

Die  durch  die  erwähnte  Verallgemeinerung  sich  ergebenden,  in 
den  folgenden  Pan^aphen  entwickelten  Gesetze  der  Lichtfortpflanzung 
haben  bisher  durch  alle  Beobachtungen  an  durchsichtigen  rhombischen, 
monoklinen  und  triklinen  Kristallen  (mit  einer  in  Teil  II  zu  be- 
sprechenden Einschränkung  hinsichtlich  gewisser  hemiedrischer 
<xruppen)  volle  Bestätigung  gefunden.^)  Hiemach  besitzen  also  die 
Kristalle  dieser  drei  Systeme  hinsichtlich  ihres  optischen  Verhaltens 
gegen  homogenes  Licht  die  gleiche  Symmetrie,  nämlich  drei  zueinander 
senkrechte  2 -zählige  Symmetrieachsen  und  durch  je  zwei  derselben 
hindurchgehende  Symmetrieebenen,  und  unterscheiden  sich  nur  dadurch, 
daß  bei  den  monoklinen  Kristallen  die  Lage  zweier,  bei  den  triklinen 

1)  Ann.  chim.  phys.  (2)  20  (1822),  p.  387.  (Euvres  compl.  II,  No.  38,  p.  261—272. 

2)  Fresnel,  Premier  memoire  sur  la  double  räfraction  (19.  noT.  1821). 
Publiziert  erst  in  (Euvres  compl.  II,  No.  38,  39.  Yergl.  Verdets  Einleitung  dazu, 
-§§  XI  u.  Xn,  p.  74—75. 

3)  See.  M^m.  sur  la  double  r^fraction.  Mem.  acad.  d.  sciences  Paris,  7  (1827), 
p.  46;  (EuTres  compl.  U,  No.  46,  p.  472,  474,  No.  47,  §§  26,  86,  37. 

4)  Abgesehen  von  der  indirekten  Bestätigung  durch  die  Erscheinungen  der 
konischen  Refraktion  und  die  Interferenzerscheinungen  sind  jene  Gesetze  am 
jirenauesten  direkt  verifiziert  worden  durch  Beobachtungen  der  Totalreflexion  von 
W.  Eohlrausch  (Ann.  Phys.  Ohem.  7  (1879),  p.  427)  und  besonders  von  J.  Danker 
-(N.  Jahrb.  f.  Miner.  Beil.-Bd.  4  (1885),  p.  241). 
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diejenige  aller  dreier  Symmetrieachsen  Ton  der  Schwingungsdauer  des 
Lichts  und  von  äußeren  Einflüssen,  wie  Temperatur  und  Druck,  ab- 
hängt. Auf  die  Frage,  wie  sich  die  Fresnelschen  Gesetze  der  Licht- 
fortpflanzung und  insbesondere  die  gleiche  optische  Symmetrie  der 
Kristalle  jener  drei  Systeme  theoretisch  begründen  lassen,  werden  wir 
an  späterer  Stelle  (Kap.  III)  eingehen. 

2.  Ableitung  der  Normaleiifläohe  aus  dem  Indexellipsoid  und 
Polarisationsovaloid.  Nach  dem  obigen  Yerallgemeinerungsprinzip 
folgt  aus  §§  5,  6  des  vorigen  Kapitels  für  die  Konstruktion  der  Nor- 
malenfläche zweiachsiger  Kristalle  der  Satz: 

Die  Wellenmyrmalengescliwindigheiten  q^,  q^  für  eine  bestimmte 
Fortpflansiungsrichtung  sind  gegeben  durch  die  reziproken  Halbadtsen  der 
Ellipse,  in  welcher  das  Indexellipsoid ,  oder  durch  die  direkten  Halb- 
ochsen  des  Ovals,  in  welchem  das  Polarisationsovaloid  von  der  zu 
jener  Eichtung  senkrediten  Diametralebene  gescfmitten  tcird. 

Hieraus  ergibt  sich  folgende  analytische  Bestimmung  der  Werte 
^1,  ^2  ftls  Funktionen  der  Richtungskosinus  v^,  i/j,  v^  der  Wellen- 
normale gegen  die  Hauptachsen  des  Polarisationsovaloids  (Folarisations- 
hauptachsen).  Es  seien  a,  6,  c  die  Hauptlichtgeschwindigkeiten;  dann 
ist  die  Gleichung  des  Indexellipsoids: 

(1)  aV+6V+cV-l 
und  die  Gleichung  der  Diametralebene: 

(2)  v^x  +  v^y  +  vj^z  ^  0. 

Soll  nun  der  Radiusvektor  ]/^*  +  y^+  z^=       unter  Erfüllung  dieser 

Bedingungen  ein  Maximum  oder  Minimum  werden,  wie  es  für  die 
gesuchten  Hauptachsen  der  Schnittkurve  der  Fall  ist,  so  muß  sein: 

|a;-Aa«:r-A'i/i=0, 
<3)  |y-i6»y-ri;2=0, 

I  z—  kc^z  —  k'v^-^Oy 

wo  A,  A'  noch  zu  bestimmende  Faktoren  sind.  Durch  Multiplikation 
vorstehender  Gleichungen  mit  x,  y,  z  und  Addition  erhält  man  mit 
Rücksicht  auf  (2)  und  (1): 

i.  ^  x(a'^^  +  by  +  c'z')  =  0,         A  ==  -i . 

Schreibt  man  nun  statt  (3): 

Pookeli,  KriitaUoptik.  3 
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(4)  y{l-^  =  l'v„ 

SO  folgt,  indem  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  -j-— -•> 
-Tzthif  ~"»^c*  ^^l^'^pliziert  und  addiert: 

^^^  2»  —  a»  ^  g*  —  fe*  ^  3*  —  c» "" 

Dies  ist  die  Beziehung  zwischen  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeii 
ebener  Wellen  und  ihrer  Normalenrichtung,  also  die  Gleichufig  der 
Normalenfläche  in  PolarJcoordifiaten.  In  Cartesischen  Koordinaten  ge- 
schrieben lautet  dieselbe: 

(5')    (x'+  y'+  z^-  [x\b'+  c')  +  y\c'+  a')  +  z\a'+  b') }  {x'+  y'+  z') 

+  b^c^x^+  c^aY+  a^b^z^=^  0, 
ist  also  vom  6.  Grade. 

In  ganz  analoger  Weise  hätte  man  diese  Gleichung  ableiten 
können  durch  Aufsuchung  der  Maxima  und  Minima  des  Diametral- 
schnittes des  PolarisationsoTaloids  oder  noch  allgemeiner  einer  Fläche 
von  der  Gleichung 

a^x'  +  b^  +  c^z^  =  (x^  +  y^+  z% 
wobei  dann  die  (i  —  1)*®  Potenz  der  Halbachsen  der  Schnittkurve  die 
Normalengeschwindigkeiten  geliefert  hätte.  ^)    Dabei  kann  i  irgendeine 
ganze  Zahl,  ausgenommen  jedoch  1,  sein. 

3.  Gleichungen  für  die  Sohwinsungsriohtungen.  Setzt  man  in 
die  Gleichungen  (4)  für  r/  einen  der  beiden  aus  (5)  folgenden  Werte 
ein,  so  bestimmen  dieselben  durch  das  Verhältnis 

Vj  Vj  Vj 

die  Hauptachsenrichtuiigen  der  Schnittellipsey  welche  nach  Analogie  de» 
in  Kap.  I,  §  6  ausgesprochenen  Satzes  auch  im  Falle  eines  zwei- 
achsigen Kristalls  die  Normalen  der  Polarisationsebenen  der  beiden 
Wellen  oder  ihre  ,,Schivingimgsrichtiüigen''  sind.  Bezeichnet  man  deren 
Richtungskosinus  gegen  die  optischen  Symmetrieachsen  mit  7t^^,  n^^y 
jTg,  und  ;ri2,  n^^,  n^^}  ^^  8^^^  also: 

1)  V.  V.  Lang,  Wiener  Sitztingsber.  (2\  43  (1861),  p.  645. 
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l6) 
wol 

(6') 


3r,x  = 


"1 


wobei  ist: 


*2»  = 


9a*-&*      ä*' 


5^0  A  = 


^**  = 


(?*•-«*) 


Ä  =  1,  2. 


Nach  der  geometrischen  Definition  dieser  Richtungen  müssen  die- 
selben sowohl  zur  Wellennormale  als  zueinander  senkrecht  sein,  also 
die  Relationen  bestehen: 


und 


^11  »12  +  »21^22  +  ^81  "^82  =^  ^• 

Daß  die  ersteren  beiden  (für  7i  =  1  oder  =«  2)  in  der  Tat  erfüllt  sind, 
ist  aus  den  Ausdrücken  (6)  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  (5) 
sofort  ersichtlich.  Die  dritte  Relation  ist  ebenfalls  leicht  zu  veri- 
fizieren; man  kann  nämlich  nach  (6)  schreiben: 

^113^12+  Jr^i  »22  +  »81^82=  i?^i?.\(g^«_a«)(g,«_a«)  +  •••  +  •••] 

und  hier  sind  die  beiden  drei- 
gliedrigen Ausdrücke  in  der 
{ j  zufolge  (5)  gleich  Null. 

4.  Hauptsolmitte  derNor- 
malenfläidlie;  optische  Achsen 
oder  Binormalen.  Die  Schnitt- 
kurven der  Normalenfläche  mit 
ihren  Symmetrieebenen  (siehe 
Fig.  11,  worin  sie  durch  die 
ausgezogenen  Kurven  darge- 
stellt sind)  zerfallen  in  je  einen 
Kreis  und  ein  Oval;  denn  ihre 
Gleichungen  sind,  wie  aus  (5') 
sogleich  hervorgeht, 

in  der  X  F-Ebene:  [x'  +  y«  -  c«]  [(x'  +  yy  -  (b'x'  +  a'y^j]  =  0, 
,,  „  YZ  -Ebene:  \y'  +  z'~  a']  [(/  +  z^  -  (c'y^  +  h^ z')]  =  0, 
„     „    ZX  -Ebene:  [z^  +x'^  b']  [(x'  +  z'y -  {a'z'  +  c'x')]  =  0. 

3* 


-X/ 


Fig.  11. 
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Demnach  besitzt 

in  der  XF-Ebene  der  Kreis  den  Radius  c,  dasOval  die  Halbachsen  h  X,  a]  Y; 
77   „    rZ-Ebene  „       „       „        „      a,  „      „      „  „  c  T,  fc  Z; 

77   77  ZX-Ebene  „      „       „        „      b,  „      „      „  „  a  Z,cX. 

In  jeder  Symmetrieebene  ist  also  die  Geschwindigkeit  der  einen  (m 
dieser  Ebene  polarisierten)  Welle  konstant  gleich  der  einen  Haupt- 
lichtgeschwindigkeit. In  einer  der  drei  Symmetrieebenen  müssen  sich 
der  Kreis  und  das  Oval  schneiden-^  setzen  wir  für  die  Folge  fest,  daß 

a  >  6  >  c 
sei,  so  findet  dieses  Schneiden  in  der  ZX-Ebene  statt  (im  Punkte  A^ 
und  den  drei  analog  gelegenen  in  Fig.  11).  Die  beiden  Durchmesser, 
auf  denen  die  vier  Schnittpunkte  liegen,  bilden,  wie  aus  den  Glei- 
chungen h^  ==  c^x^-\-  a^z^,  x^+z^=V^  folgt,  mit  der  Z- Achse  einen 
Winkel  Q,  der  bestimmt  ist  durch 

Der  so  definierte  Winkel  Q  kann  >  oder  <45^  sein;  in  ersterem 
Falle  nennt  man  (unter  Voraussetzung  der  Größenfolge  a  >  6  >  c)  den 
Kristall  negativ ,  in  letzterem  positiv  zweiachsig.  Die  soeben  be- 
stimmten Richtungen,  in  welchen  die  Geschwindigkeiten  g^,  q^  einander 
gleich  «werden  und  sich  somit  nur  ei}te  ebene  Welle  im  Kristall 
fortpflanzt,  nennt  man  gewöhnlich  die  optischen  Achsen ^y^  da  aber 
diese  Bezeichnung  bisweilen,  so  zuerst  von  Fresnel,  dann  von  Clebsch, 
auf  die  Richtungen  gleicher  Strahlengeschwindigkeiten  (siehe  unten, 
§  8)  angewendet  worden  ist,  so  wollen  wir,  um  Verwechslungen  aus- 
zuschließen, die  neuerdings  von  Fletcher*)  vorgeschlagene  Be- 
nennung „Binormalen^^  akzeptieren.  Diese  Richtungen  können  zufolge 
der  Konstruktion  der  Normalenfläche  (siehe  oben,  §  2)  auch  definiert 
werden  als  die  Normalen  der  Kreissdinitte  des  IndexeUipsoids  oder  des 
Polarisationsovaloids]  ferner  auch  als  die  Achsen  derjenigen  Tangenten- 
zylinder des  Fresnelschen  Ellipsoids,  welche  Kreiszylinder  sind,  mit- 
hin auch  als  die  Asymptoten  der  Folalhyperbel  des  Fresnelschen  El- 
lipsoids    (Plücker).      Hieraus    ist   zugleich    ersichtlich,    daß   es    außer 

1;  Hamilton  [Third  Supplement  to  an  essay  on  the  theory  of  Systems  of 
rays,  Dublin  Transactions  17  (1837),  p.  130]  nennt  sie  „lines  of  single  normal 
velocities". 

2)  L.'  Fletcher,  The  optical  indicatrix  and  the  transmission  of  light  in 
crystals,  London  1892.  Deutsche  übersetz,  von  H.  Ambronn  und  W.  König, 
Leipzig  1893. 


5.  Bationale  Darstellung  der  Quadrate  der  Normalengescliwindigkeiten.     37 

ihnen  keine  anderen  Richtungen  gibt,  fi!r  welche  die  "Wellennormalen- 
geschwindigkeiten  einander  gleich  werden.  Die  beiden  Schalen  der 
Normalenfläche  hängen  also  nur  in  den  vier,  anf  den  Binormalen 
liegenden  Punkten  zusammen.  Diese  letzteren  sind  Jiouische  I)opi)el- 
punkte  der  Fläche. 

Die  Schwingungsrichtungen  werden  für  die  sich  in  Richtung  der 
Binormalen  fortpflanzenden  Wellen  unbestimmt,  wie  unmittelbar  aus 
ihrer  Konstruktion  mit  Hilfe  des  Indexellipsoids  oder  auch  schon 
daraus  folgt,  daß  sich  in  diesen  Richtungen  zwei  zueinander  recht- 
winklige Schwingungskomponenten  von  beliebiger  Phasendifferenz  und 
Amplitude  genieinsam  fortpflanzen. 

5.  nationale  Darstelliing  der  Quadrate  der  Normalengesehwin- 
digkeiten  durch  Beziehung  der  Normalenrlohtung  auf  die  Bi- 
normalen. Eine  für  die  Anwendungen  bequeme  Darstellung  der 
Wellennorm  alengesch  windigkeiten , 
wobei  deren  Quadrate  g^*,  q^^  ge- 
trennt in  rationale  Form  erschei- 
nen, gewinnt  man,  indem  man  die 
Wellennormale  durch  die  beiden 
Winkel    q>^,  q>^,    welche    sie    mit 

den   Binormalen  büdet,  festlegt.^)      L ^l[ Jj^ 

(Durch  dieselben  Werte  q)^,  q)^  sind 
zwar  jeweils  zwei  symmetrisch  zur 
ZX  -  Ebene  liegende  Richtungen 
bestimmt,  für  welche  aber  nach 
Symmetrie  die  Normalengeschwin- 
digkeiten gleich  sind.)  Es  ist  dann 
(siehe  Figur  12,  worin  Ä^j  A^^  N 
die  den  Binormalen  bez.  der  Wellennormale  entsprechenden  Punkte 
einer  Kugelfläche  sind) 

cos  ^1  =  Vj  sin  Q  +  Vg  cos  Q ,         cos  9^2  =  ^  ^1  ^^^  Q  +  t^^  cos  Q , 


Fig.  12. 


folglich 


Vi  sin  Q  =  Y  (cos  tp^  —  cos  tp^  =  sin  (?^-^  ^*)  •  sin  (^'-^  -^) 

1/3  cos  Q  =  Y  (cos  g?i  -f  cos  9^2)  =  cos  \~^^^)  •  cos  (— "y^')  • 
Setzt  man  nun  in  der  Gleichung  der  Normalenfläche  (5)  Vj^=l— i/j*— 1/3* 
1)  P.  Neumann,  Pogg.  Ann.  33  (1884),  p.  277. 
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und   far  v^,  v^  vorstehende  Ausdrücke   ein,   so   nimmt   dieselbe   die 
Form  an: 

■'-rt-'")-'-(^F'), .     .  ^ 

sin*ß  V  — a*,     2*  — fcV 

eoe./^.+_M.cos«f^«-^A 
■ V     2     ;         \_^_1(_A_  _      \\^       1 n 

"^  C08»ß  "         W»— c«       5«— 6V  "^3*— 6*"^' 

oder  imter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (7): 

- «...  ("■  t-^.)  c...  p  -Ji)  y^:^^^^ +1-0. 

Führt  man  die  neue  Unbekannte 


(8) 


ein,  so  ergibt  sich  hieraus  für  diese  die  quadratische  Gleichung: 

w*  -  w  (sin»  p  --?-!)  +  Bin»  C^-^))  +  sin»  ("• " -'■)  sin»  i^^)  -  0, 

deren  Wurzeln  sind: 

w,  -  8in»  p --^) ,        w,  -  sin»  p  +  -^i) . 

Denmach  sind  die  beiden  Werte  von  q^:  a*  +  (c* — a')  sin^  \^^]  ^^er : 

•       a*+c*    ,    a'  — c*  ,  V 

ffl* 2—  +  "~2~~  ^^^  <^9'2  ~  ^l)' 

j       a*  +  c*    ,    a*  —  c*         ^        ,        V 

ft^  «  -  -  -^  +  —2—  COS  (9,  +  9)i)  . 

Der  Index  ^  bezieht  sich  hierbei  auf  diejenige  Welle,  welche,  wenn 
man  den  Kristall  durch  Zusammenfallen  beider  Binormalen  einachsig 
mit  der  Z-Achse  als  optischer  Achse  werden  läßt,  in  die  ordenÜicJte 
Welle  übergeht.  Gemäß  unserer  Festsetzung  über  die  Größenfolge 
der  Hauptlichtgeschwindigkeiten  ist  a  >  ^^  >  6  >  g,  >  c. 
Aus  (8)  folgt 

(9)  Si'  —  ft*  =^  (^*  —  ^*)  s*^  9i  si^  9^i  5 

Jei  geringer  Doppelbrechung  ist  also  audi  die  Differenz  q^  —  q^  sähst 
oder  auch  die  Fhasendifferenz,  welche  die  beiden  Wellen  beim  Fort^ 
schreiten  um  die  Längeneinheit  erlangen,  proportional  dein  Produkte  der 
sinus  der  Winkd,  welcJie  die  Fortpflanzungsriditung  mit  den  Binortnalen 
bildet  —  eine   Regel,  welche  schon   Biot  und  Brewster   empirisch 
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aufgefunden  hatten^  während  der  Beweis  der  Gleichung  (9)  zuerst  von 
Sylvester^)  gegeben  wurde. 

Aus  den  Gleichungen  (8)  ist  ersichtlich,  daß  die  geometrischen 
Örter  aller  Richtungen,  für  welche  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
einer  der  beiden  Wellen  konstant  ist,  Kegd  zweiten  Grades  sind, 
welche    die    Binormalen    zu    Fokallinien    haben    („Geschwindigkeits- 

kegerO')- 

6.  Bestünmung  der  PolariaationBebenen  mit  Hilfe  der  Binor- 
malen.  Eine  einfache  Konstruktion  der  Polarisationsebenen  der  beiden 
zu  einer  gegebenen  Normalenrichtung  ON  gehörenden  Wellen  ergibt 
sich  durch  folgende  Erwägung.  Auf  den  Normalen  der  Ebenen  NOA^ 
und  NOA^  (siehe  Fig.  12)  werden,  weil  sie  als  Senkrechte  zu  OA^ 
bez.  OA^  in  den  Ereisschnittsebenen  liegen,  durch  das  IndexeUipsoid 
gleich  lange  Strecken  abgeschnitten;  diese  sind  also  gleiche  Halb- 
messer der  zu  OiV'  senkrechten  Schnittellipse  und  liegen  als  solche 
symmetrisch  zu  deren  Hauptachsen;  letztere  halbieren  folglich  die 
Winkel  zwischen  jenen  Normalen  und  somit  auch  die  Winkel  zwischen 
den  Ebenen  NOA^  und  NOA^  selbst.  Da  nun  die  durch  N  und  die 
Hauptachsen  der  Schnittellipse  gelegten  Ebenen  die  Polarisationsebenen 
$17  $2  ^^^  beiden  sich  parallel  N  fortpflanzenden  Wellen  sind,  so 
folgt  aus  Vorstehendem  der  Satz'):  Die  Pölarisaiionsebenefi  der  beiden 
sich  in  einer  und  derselben  Bicfdung  N  fortpflanzenden  Wellen  halbieren 
die  Winkel,  welche  die  durch  N  und  die  Binonnalen  gelegten  Ebenen 
miteinander  einschließen.  Der  oben  durch  den  Index  ^  bezeichneten 
Welle  kommt  dabei  diejenige  Polarisationsebene  (^i)  zu,  welche  den 
die  ^Achse  enthaltenden  Winkel  jener  Ebenen  halbiert. 

Wie  hier  die  Bestimmung  der  Polarisationsrichtungen  durch  eine 
geometrische  Konstruktion  ausgeführt  ist,  bei  der  nur  die  Fortpflan- 
zxxngsrichtung ,  nicht  die  Geschwindigkeiten  vorkommen,  so  muß  sich 
diese  Bestimmung  natürlich  auch  analytisch  ohne  vorherige  Berech- 
nung Yon  q^  und  q^  durchfuhren  lassen.  Dies  würde  in  folgender 
Weise  geschehen  können.     Die  Gleichungen  (6)  kann  man  schreiben: 

«,.i(3.* - «•) = ^ ,    «m(«i* - **) = i;- '    ^^Äi' - ^')  =- Ä. 

1)  Sylvester,  Phil.  Mag.  (3)  11  (1837),  p.  468. 

2)  A.  Beer,  Arch.  Math.  Phjs.  16  (1851),  p.  223.  Vergl.  auch  B.  Hecht, 
N.  Jahrb.  f.  Min.  Beil.-Bd.  6  (1889),  p.  258. 

3)  A.  Fresnel,  See.  memoire  sur  la  double  r^fraction.  (Euvres  compl.  II, 
p.  681.  Pogg.  Ann.  23  (1831),  p.  642.  —  Empirisch  war  der  Satz  schon  von 
Biot  gefanden,  der  ihn  jedoch  (ungenau)  für  die  Strahlen  aussprach. 
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und 

^i,2fe' -  «*)  =  ^»      ^2,8^'  -  &')  =  :^* ,      ^8,2(^2' -  c*)  =-  -J^ - 

Mit  Hilfe  der  schon  in  §  3,  S.  35  begründeten  Relationen 

^1,1  n      +51^2,1^2      +^8.1^8     ^0, 
(10)  ;rj^2i/i     +.Trj^2V2     +^3,2^8    =0, 

^1,1^1,8  +  ^2,1^2,2  +  %,1%,2  =  ^7 

folgt  hieraus: 

(10')  ^Ti^i^Ti^ga»  +  ;r2,i3r2,2&^  +  ^Tg^i^rj^gC«  =  0. 

Außer  diesen  vier  Gleichungen  hat  man  noch  die  zwei: 

8  8 

(10")  2^M  =  1       und      ^%l^^\, 

1  1 

um  die  sechs  Unbekannten  ^r^^^,  d.  h.  die  Bichtungskosinus  der  Schwin- 
gungsrichtungen gegen  die  (als  gegeben  vorausgesetzten)  optischen 
Symmetrieachsen^  durch  die  Hauptlichtgeschwindigkeiten  und  die  Rich- 
tungskosinus der  Wellennormale  auszudrücken.  —  Sind  die  Schwingungs- 
bezw.  Polarisationsrichtungen  für  eine  bestimmte  Wellennormalenrich- 
tung  durch  Beobachtung  bekannt^  so  kann  die  Gleichung  (10')  dazu 
dienen,  den  Binormalenwinkel  („optischen  Achsen winkel^*)  2Q  zu  be- 
rechnen; denn  es  folgt  dann  aus  ihr 

^       •  «-C  ^^2,1^2,2 

7.  Fresnels  Eonstraktion  der  Strablenfläche  (Wellenfi&ohe). 
Ist  die  Normalenfläche  bekannt,  so  kann  daraus  die  Strahlenfiäche 
abgeleitet  werden,  da  sie  die  Enveloppe  aller  Wellenebenen  ist,  die 
sich  in  der  Zeiteinheit  von  einem  und  demselben  Punkte  aus  nach 
allen  Richtungen  hin  fortgepflanzt  haben  (siehe  Einleitung,  §  2). 
Diese  Ableitung,  auf  welche  wir  unten  zurückkommen,  wurde  zuerst 
von  Amp^re^)  durchgeführt.  Fresnel  konnte  zunächst  nur  die 
HaKptschnitte  der  Strahlenfläche,  d.  h.  ihre  Schnittkurven  mit  den 
optischen  Symmetrieebenen,  bestimmen.  Für  diese  folgt  aus  der  in 
Kap.  I,  §  3  dargelegten  Beziehung  zwischen  Ellipse  und  Oval,  daß  sie 
bestehen: 

in  der  X  IT- Ebene  aus  dem  Kreise  vom  Radius  c  und  der  Ellipse 

von  den  Halbachsen  a  ||  F,  6  |]  X, 

1)  Ampere,  Ann.  chim.  phys.  (2)  39  (1828),  p.  113. 
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in  der  FZ- Ebene  aus  dem  Kreise  Tom  Radius  a  und  der  Ellipse 

von  den  Halbachsen  b\\Z,    c     Yy 
in  der  ZX- Ebene  aus  dem  Kreise  vom  Radius  6  und  der  Ellipse 

von  den  Halbachsen  c     X,   a  \\  Z. 
(In  Fig.  11  sind  diese  Ellipsen  gestrichelt  eingezeichnet.) 

Hieraus  leitete  Fresnel  die  Gleichung  der  Strahlenfläche  selbst  ab 
unter  der  Annahme^  daß  sie  vom  4.  Orade  sei. 

Eine  einfache  Konstruktion  der  Strahlenfläche,  welche  ebenfalls 
bereits  von  Fresnel  angegeben  wurde ^),  ergibt  sich  wiederum  durch 
direkte  Verallgemeinerung  der  in  Kap.  I,  §  5  mitgeteilten  Konstruktion 
der  Huygenschen  Strahlenfläche  einachsiger  Kristalle.  Das  Fresnehche 
Eüipsoid  wird  hier,  im  Falle  optisch  zweiachsiger  Kristalle,  das  drei 
achsige  Ellipsoid 

(12)  :; + ',: + :; = i, 

und  die  Ableitung  der  Strahlenfläche  beruht  auf  folgendem  Satz: 

Legt  man  durch  das  Fresnehdie  Ellipsoid  eine  Diametrcdebeney  so 
geben  die  Halbadisen  der  erzeugten  Sdinittellipse  durch  ihre  Länge  die 
FortpflanzungsgeschivindigTceiten  der  beiden  Strahlen  für  die  zu  jetier 
Ebene  senkrechte  Eichtungy  und  zugleich  durch  ihre  Eichtung  die  Nor- 
malen der  Polarisationsebenen  dieser  Strahlen.^) 

Nach  dem  ersten  Teil  dieses  Satzes  ist  nun  die  Gleichung  der 
Strahlenflciche  durch  eine  ganz  analoge  Rechnung  abzuleiten,  wie  sie 
uns    oben  (in  §  2)    zur   Gleichung  der   Normalenfläche   geführt   hat. 

Wir  haben  darin  nur  a,  6,  c   durch   ihre   reziproken  Werte,   und     - 

durch  s  —  die  Strahlengeschwindigkeit  —  zu  ersetzen.  Bezeichnen 
wir  die  Richtungskosinus  der  Strahlen,  bezogen  auf  die  Symmetrie- 
achsen, mit  <Si,<Siyff^y  so  erhalten  wir  durch  dieses  Übertragungsprinzip 
aus  (5)  sofort  die  Gleichung  der  Strahlenflciche  in  der  Form 

(13)      ■  ^^^-  +  ^^'_  +  ^^l_»0, 

8*       a*        s^       6'        s*        c* 
oder 

1)  A.  Fresnel,  Second  Memoire  .  .  . ;  (Euvres  compl.  II,  No.  46,  p.  474->75 
und  No.  47,  §  36,  37. 

2}  Allgemeiner  kann  man  wieder  statt  des  Ellipsoids  eine  Fläche  von  der 

sc  tt  Z^  o  • 

Gleichung      ,-  +  ?2  H — i  =  '       benutzen,   indem   man   auf  der  Normale   der 

Schnittebene  die  —  (i  —  1)^°  Potenzen. der  Halbachsen  der  Schnittkurve  aafträgt 
(V.  V.  Lang). 
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a'(r,*  b^a^         c^   _  a 

«« —  a*  "^  «»"—  fc*  "^  «*  —  c*  ~  ^' 

In  rechtwinkligen  Koordinaten  lautet  sie: 

(13')  (x^  +y^  +  g^)  {a^x^  +  bY  +  c^^') 

-  a\b^+c')x^'-  b\c^+  a^)y^  ~  c\a^  +  b'^z^  +  a^b^c"  =  0, 
woraus  man  z.  B.  für  den  Schnitt  mit  der  FZ- Ebene  erhält: 
(y8  Ji^z^^a^  {bY  +  c^z^  -  b^c^  =.  0, 

also  in  der  Tat  einen  Ej-eis  vom  Radius  a  und  eine  Ellipse  von  den 
Halbachsen  b\\  Z  und  c  ||  F;  analog  in  den  zwei  anderen  Symmetrie- 
ebenen. 

8.  Strahlenachsen  (Biradialen).  Ein  Schneiden  von  Kreis  und 
Ellipse  findet,  wenn  b  die  mittlere  Hauptlichtgeschwindigkeit  ist,  nur 
in  der  ZX- Ebene  statt,  und  zwar  bilden  die  Radien,  auf  welchen  die 
Schnittpunkte  liegen  (z.  B.  0%^  in  Fig.  11),  mit  der  Z- Achse  einen 
Winkel  Z,  der  bestimmt  ist  durch 


(14)  tg Z  =  -^y.;:--4;  =  ->  Q  oder  sinZ  =  -;  Y'^  -  f  sin Q. 

Diese  Richtungen  sind  die  Normalen  der  KreisschniUe  des  Fresndsdien 
Ellipsoids  und  daher  die  einzigen,  für  welche  die  beiden  aus  (13)  zu 
berechnenden  Strahlengeschwindigkeiten  s^y  s^  einander  gleich  werden. 
Man  nennt  sie  daher  die  Strahlenachsen  oder  Biradialen^)  (Fletcher) 
Sie  haben  femer  die  Bedeutung  der  Asymptoten  der  Fokaihyperbd  des 
Indexellipsoids,  da  sie  (infolge  der  reziprokeu  Beziehung  zwischen 
diesem  und  dem  Fresnelschen  Ellipsoid)  den  Achsen  der  dem  Index- 
ellipsoid  umschriebenen  Kreiszylinder  parallel  sind  (Plücker).  Wie 
die  Gleichungen  (14)  zeigen,  weichen  die  Biradialen  bei  Kristallen, 
die  nicht  ungewöhnlich  stark  doppeltbrechend  sind  (d.  h.  nicht  sehr 
Toneinander  yerschiedene  Hauptlichtgeschwindigkeiten  besitzen),  nur 
wenig  von  den  Binormalen  ab,  und  zwar  liegen  sie  zwischen  letzteren 
innerhalb  des  von  der  Z- Achse  halbierten  Winkels  (wenn  c  <  a  ist). 
Nachstehende  Tabelle  gibt  beispielsweise  für  einige  der  wichtigsten 
optisch  zweiachsigen  Kristalle  die  Werte  der  Hauptlichtgeschwindig- 
keiten  a,  6,  c,    ihre    reziproken  Werte    (die    Hauptbrechungsindizes) 

■  «,  ßj  y,   sowie  die  Winkel  2Q  und  2Z,  sämtlich  für  Na-Licht  gültig. 

'  Es  sei  hierbei  bemerkt,  daß  als  „Winkel  der  optischen  Achsen^'  ge* 

1)  Andere  Bezeichnungen  sind:  Lines  of  single  raj  velocitj  bei  Hamilton; 
sekundäre  optische  Achsen  bei  Plücker. 
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wohnlich  der  spitee  Winkel  zwischen  den  Binormalen  angegeben  wird, 
welcher  also  bei  positiven  Kristallen  mit  nnserem  Winkel  2Q  über- 
einstimmt, bei  negativem  aber  180®  —  2Q  ist. 


.' 

ah            c 

a 

ß 

y 

2Q 

2Z 

Beobachter 

Rhomb.Schwefel.O,51270;0,490öolo,44632  1,96047  2,03832 

2,24062    72<>20' 

64*67' 

Schrauf 

CeruB8it(PbC0,) 

0,56442,0,48163  0,48122  1,80368  2,07628 
0,66364^0,69468  0,59816;i,53013  1,68167 

2,07803 

171U6' 

170*81' 

»1 

Arragonit 

1,68589 

162*10' 

160*23' 

Rndberg 

Baryt 

!0,61113  0,6107l!0,60681>l,63680 

1,68746 

1,64797 

36«46' 

36*31' 

Henfier 

Anhydrit 

!o,63710|0,63471|0,61972  1,56962 

1,67663 

1,61362 

43»49' 

42*44' 

Danker 

Gips 

0,66771  0,65677'o,66876  1,62046 

1,62260 

1,62962 

68*6' 

67*47'  iH.  Dufet 

Glimmer 

0,64067  0,62730  0,62611  1,5609 

1,6941 

1,5997 

136*11' 

186*12' 

F.  KohlrauBch 

Topas 

0,62060  0,61967  0,61687  1,61161 

1,61375 

1,62109 

66*66f 

66*39f 

Badberg 

Andalusit 

iO,6127  ,0,6106    0,6086 

1,632 

1,638 

1,643 

96*46' 

96*23' 

Des  Cloizeaux 

Weinsäure 

0,66900,0,66160,0,62302 

1,4948 

1,6347 

1,6061 

76*66' 

78*0' 

W.Kohlrau8ch 

«-Äthyl-  ] 

1 

0,67264!o,67944  0,63186 

1              1 

pyruvat-  [ 
HydrazonJ 

1,4867 

1,7268 

1,8802 

112*6f 

99*11' 

H.  Dufet 

Die  letztgenannte,  monoklin  kristallisierende  Substanz  ist  wegen  ihrer 
außerordentlich  starken  Doppelbrechung  (wohl  die  stärkste  bei  durch- 
sichtigen zweiachsigen  Kristallen  zur  Zeit  bekannte)  bemerkenswert. 

9.  Bationale  Darstellung  der  Quadrate  der  Strahlengesoliwin- 
digkeiten  durch  Besiehung  der  Strahlenriohtung  auf  die  Biradialen. 

Das  in  §  7  ausgesprochene  Übertragungsprinzip,  durch  welches  dort 
die  Gleichung  der  Strahlenfläche  aus  derjenigen  der  Normalenfläche 
abgeleitet  wurde,  gestattet  überhaupt  allen  Sätzen  über  Wellennormalen 
analoge  über  Strahlen  an  die  Seite  zu  stellen.  So  kann  man  nach 
Analogie  der  in  §  6  abgeleiteten   rationalen  Darstellung   für  q^^,  q^^ 

sofort  eine  solche  für  -^ ,     ,  erhalten,  indem  man,  wie  dort  die  Fort- 

Pflanzungsrichtung  der  Wellennormalen  auf  die  Binormalen,  so  hier 
diejenige  der  Strahlen  auf  die  Biradialen  bezieht,  d.  h.  durch  die  mit 
letzteren  eingeschlossenen  Winkel  ^j,  tf;^  fesÜegt.  Man  gelaugt  so  zu 
den  Formeln^) 


(15) 


1)  Fresnel,  Premier  Memoire,  §  36. 
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10.   BeBtixmnimg  der  FolaxiBationBebenen  der  Strahlen.     Den 

Formeln  (6)  entsprechen  ebenfalls  analege  für  die  Normalen  auf  den 
Polarisationsebenen  der  beiden  Strahlen,  welche  sich  in  der  durch  die 
Richtungskosinus  ö^,  6^,  0^  gegen  die  Symmetrieachsen  bestimmten 
Richtung  fortpflanzen.  Sie  folgen  aus  dem  zweiten  Teil  des  in  §  7 
ausgesprochenen  Fresnelschen  Satzes  und  lauten: 


(16) 


<f, 


1  ^  ^'       "« 


3riA=-     , -r*"flÖ~>       ^2A  =     .--     -.-•-«->       ^TsÄ  = 


«ä'  «'  «A*  Ö'  *Ä* 


v,»     a«j      w     ftv      W*     cV 


Andererseits  gilt,  in  Analogie  zu  der  in  §  6  bewiesenen  Konstruktion 
der  Polarisationsebenen  der  Wellennormalen  mit  Hilfe  der  Binormalen^ 
folgender  Satz,  der  die  Bestimmung  der  Polarisationsebenen  der  Strahlen 
ohne  vorherige  Berechnung  ihrer  Geschwindigkeiten  gestattet. 

Die  Polarisatiotisebenen  der  heiden  sich  in  einer  und  derselben 
lUchtiing  S  fortpflanzenden  StraJilen  halbieren  die  Winkel,  weldie  die 
durcli  S  und  die  Biradialen  gelegte^i  Ebenen  miteinander  einschließen. 

Die  Entscheidung,  welche  der  beiden  Halbierungsebenen  dabei 
dem  Strahl  s^  und  welche  dem  Strahl  s^  entspricht^  ist  in  analoger 
Weise  zu  treffen  wie  bei  den  Wellennormalen. 

11.  Eigenschaften  der  Strahlenfläohe.  Die  Strahlenfläche  der 
zweiachsigen  Kristalle  ist  eine  Fläche  4.  Ordnung  und  4.  Klasse. 
Sie  besteht  aus  zwei  Schalen,  welche  nur  in  den  vier  auf  den  Strahlen- 
achsen liegenden  konischen  Boppelpunlden  zusammenhängen.  Ihre  geo- 
metrischen Eigenschaften  sind  zum  Gegenstand  eingehender  Unter- 
suchungen gemacht  worden,  z.  B.  von  Plücker^),  Sylvester*)^ 
Stokes^),  Hecht*),  Mannheim^),  Heaviside®),  Larmor^);  eine 
gedrängte  Übersicht  dieser  mathematischen  Untersuchungen  und  ein 
vollständiges  Literaturverzeichnis  hat  E.  Wölffing  gegeben*). 

1)  J.  Plücker,  Discussion  de  la  forme  generale  des  ondes  lomineuses. 
Joum.  f  Math.  19  (1838),  p.  1,  91.     Ges.  Math.  Abhandl.  Nr.  25,  p.  339. 

2)  Sylvester,  Phil.  Mag.  (3)  11  (1837),  p.  541;  12  (1838),  p.  73. 

3)  G.  Stokes,  London  Proc.  Roy.  Soc.  26  (1877),  p.  386. 

4)  B.  Hecht,  N.  Jahrb.  f.  Miner.  Beil.-Bd.  6  (1889),  p.  258. 

5)  Mannheim,  CR.  88  (1879),  p.  1128, 1179, 1248;  90  (1880\p.l333.  London 
Proc.  Roy.  Soc.  32  (1881),  p.  447.    Messenger  of  Math.  14,  p.  189;  15  p.  40,  (1885> 

6)  Heaviside,  Phil.  Mag.  lune  1885. 

7)  J.  Larmor,  Proc.  London  Math.  Soc.  24  (1893),  p.  272. 

8)  E.  Wöllfing,  Bericht  über  den  gegenwärtigen  Stand  der  Lehre  von 
der  Fresnelschen  WellenflÄche.     Bibl.  math.  3  (1902),  p.  361—382. 
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Von  physikalischer  Bedeutung  ist,  außer  den  schon  erwähnten 
vier  Doppelpunkten,  die  Existenz  von  vier  singvdärenj  die  Fläche  in 
Kreisen  berührenden  Tangentialebenen,  tvdche  senkrecht  zu  den  Binormalen 
sind.  Diese  beiden  Singularitäten  der  Strahlenfläche  bedingen  näm- 
lich die  Erscheinungen  der  konischen  Befraktion,  mit  denen  wir  uns 
weiter  unten  ausführlich  beschäftigen  werden.  Was  die  Krümmungs- 
verhältnisse der  Strahlenfläche  anbetriffl;  —  welche  för  gewisse,  beim 
Durchgang  konvergenten  Lichts  durch  Kristallplatten  auftretende  Er- 
scheinungen (siehe  Kap.  VI)  maßgebend  sind  — ,  so  ist  bemerkens- 
wert, daß  die  Strahlenfläche  in  der  YZ-  und  XF-Ebene  je  vier  Nabd- 
punkte  besitzt,  welche  auf  den  durch  jene  Ebenen  erzeugten  elliptischen 
Schnittkurven  liegen  und  zwar  auf  den  Radien,  deren  Winkel  Q^ 
bezw.  6^2  S^S^^  ^i^  F- Achse  bestimmt  sind  durch  die  Gleichungen 

(1  0  tg*  ©82  =-  ,6(«.  _-ft-^ ,  tg^  ©12  -  «6(6.  -e.)  • 

In  der  ZX- Ebene  liegen  keine  Nabelpunkte,  hingegen  Punkte,  in 
denen  ein  Krümmungsradius  unendlich  klein  oder  unendlich  groß  wird; 
ersteres  tritt  ein  in  den  Doppelpunkten  der  Fläche,  letzteres  in  den- 
jenigen Punkten,  welche  den  Berührungskreisen  der  singulären  Tangen- 
tialebenen angehören.  Für  die  von  diesen  Berührungskreisen  um- 
schlossenen Teile  der  äußeren  Schale  der  Strahlenfläche  ist  ein  Haupt- 
krümmnngsradius  negativ.  —  Auf  die  Krümmungsverhältnisse  der 
Strahlenfläche  beziehen  sich  besonders  die  oben  zitierten  Unter- 
suchungen von  Stokes,  Mannheim  und  Hecht. 

12.  AbleitTiBg  der  Strahlenfläohe  aus  der  Normalenfläohe.    Die 

Bestimmung  der  Strahlen-  oder  Wellenfläche  gemäß  ihrer  Definition 
als  Einhüllende  der  Wellenebenen  wurde  zuerst,  wie  schon  erwähnt, 
von  Ampere  und  später  in  einfacherer  Weise  nahezu  gleichzeitig  von 
A.  Smith  ^)  und  Senff*)  durchgeführt. 

Es  seien  o;',  y',  /  die  Koordinaten  desjenigen  Punktes  der  Strahlen- 
fläche, welcher  zu  einem  Punkte  v^q,  v^q,  v^q  der  Normalenfläche  ge- 
hört, also  der  Berührungspunkt  der  Strahlenfläche  mit  der  Wellen- 
ebene v^x  +  v^y  +  v^z  =  g  ist.  Als  solcher  kann  dieser  Punkt  auf- 
gefaßt werden  als  die  Grenzlage  des  Schnittpunktes  obiger  Wellen- 


1)  Arch.  Smith,  Cambr.  Phü.  Trans.  (1)  6  (IdSG),  p.  85;  Phil.  Mag.  12 
(1838),  p.  835. 

2)  C.  E.  Senff ,  Experimentelle  und  theoret.  Unters,  über  die  Gesetze  der 
doppelten  Strahlenbrechung  und  Polarisation  des  Lichts  in  den  Krist.  des  2-  und 
1-gliedrigen  Systems.     Dorpat  1837,  p.  101. 
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ebene  mit  zwei  beliebigen  sehr  benachbarten.  Die  Gleichungen  solcher 
anendlich  benachbarter  Wellenebenen  erhält  man,  indem  man  Vi,  Vj,  v, 
und  q  unendlich  wenig  variiert,  aber  so,  daß  dabei  die  Relation. 
v^^  +  Vj*  +  Vj*  =  1,  welche  ausdrückt,  daß  Vj,  Vj,  v^  Richtungskosinus 
sind,  und  die  Gleichung  der  Normalenfläche  (5)  erfüllt  bleiben.  Soll 
nun  der  Punkt  Xy  y',  /  der  ursprünglichen  Wellenebene  und  einer  be- 
liebigen unendlich  benachbarten  zugleich  angehören,  so  müssen  daher 
seine  Koordinaten  der  Gleichung 

diy^x  +  Vj  y'  +  v^z  —  g)  =  0 

genügen,  worin  das  Variationszeichen  8  solche  Änderungen  der  Größen 
Vj,  1/2,  v^y  q  bedeutet,  welche  mit  den  Bedingungsgleichungen 

vereinbar  sind.  Diese  letzteren  kann  man  in  bekannter  Weise  dadurch 
berücksichtigen,  daß  man  ihre  linken  Seiten,  mit  Lagrangeschen  Fak- 
toren A,  l'  multipliziert,  von  dem  zu  variierenden  Ausdrucke 
v^x' +  V2y  +  v^z' —  q  subtrahiert  und  dann  die  Variation  für  beliebige, 
voneinander  unabhängige  Andeningen  der  Variabein  v^,  Vg»  ^s»  (Z  gleich 
Null  setzt.  Dann  muß  der  Faktor  jeder  der  Variationen  dv^^dv^fSv^^Sq 
einzeln  verschwinden,  was  folgende  vier  Gleichungen  ergibt: 

x  —  kv.  —  A'-,---    i  =  0, 
^  q^  —  a-  ' 

1  _  x'al—"-^   +  -    "«'      + ^     1=0 

'^''\(3'-a«)«^(2'-&V^^(a»-fVl 

Durch  Zusammenfassung  der  drei  ersten  Gleichungen  mit  den  Faktoren 
Vi,V2,v,  folgt  A  =  5,  ferner  aus  der  vierten: 

A'=»    ' 

WO  R  die  in  §  3  eingeführte  Abkürzung  ist.  Durch  Einsetzung  dieser 
Werte  in  die  drei  ersten  Gleichungen  ergeben  sich  nun  folgende  Aus- 
di-ücke  für  die  gesuchten  Koordinaten  des  Berührungspunktes  der 
Wellenebene  mit  der  Strahlenfläche: 


12.  Ableitung  der  Stxahlenfläche  aus  der  Normalenfiäche. 
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(18) 


^^''»ä  +  ^ij-V-ä^     «der     =v,q  +  f^, 


5 

=  »'»«  +  ?«' 


wobei  rechts  gemäß   den  Gleichungen  (6)    die  Richtungskosinus   der 
Schwingungsrichtung  der  Welle  (v^yV^fV^yq)  eingeführt  sind. 

Durch  Quadrieren  und  Addieren  erhält  man  nun  (mit  Rücksicht 
auf  die  Gleichung  v^jt^  +  »'2^8  +  ^8^3  ^  0)  für  die  Strahlengeschwin- 
digkeit s  die  Relation: 


(19) 


^'  +  2'Ä^ 


Mit  Berücksichtigung  derselben  gehen  die  Gleichungen  (18)  über  in 

^  =  ^32  (1  +  ^t^if)  -v,q^  ^rzrv^, 

oder,  wenn  man  x  =>  söj^,  y'=  sö^,  /=  ««Jj  einführt,  in  die  bezüglich 
der  Bestimmungsstücke    des    Strahles    und   der   Wellennormale   ganz 


symmetrischen  Relationen: 


{20) 


a,s 


v^q 


Ji» !i« 


Um  die  Gleichung  der  Strahlenfläche  zu  erhalten,  sind  nun  hieraus 
die  Bestimmungsstücke  der  Wellennormale  zu  eliminieren.  Man  er- 
hält zunächst,  indem  man  die  Gleichungen  (18)  mit  den  Faktoren 
x  =  ö^s,  !/'=  ö^Sy  z  ^  0^s  zusammenfaßt: 

**  =  {^V. + ?--V*  +  -/-Ab-, + (^^-'+ -^y  +  -»->' 

oder,  da  v^x  -^  v^yf  +  v^z  ^  q  ist  zufolge  der  Gleichung  der  Wellen- 
ebene, auch 

oder  mit  Rücksicht  auf  (19)  =  _ . 

Benutzt  man  dies,  so  ergibt  die  Zusammenfassung  der  Gl.  (20) 
mit  demselben  Faktorensystem    folgende   Gleichung,   in  welcher   nur 
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noch  Sj(Jif62}^s  vorkommen,  und  die  also  die  Strahlenfläche  dar- 
stellt: 

5»  _  a«  "T  gs  1_  5«  -t-  58  _  c«       ^' 
wofür  man  durch  Subtraktion  von  6^^  +  ^,*  +  ö^^  =^  l  auch  schreiben 
kann : 

5S  _  a«  -r  «9  _  5«  -r  ^a  _  ^2  —  ^, 
oder 

^-.^i  —  ^Ji  —  i 
5»       ä«        ««        6«        s«        C-" 

Dies  ist  aber  wieder  die  Gleichung  (13);  es  ist  also  gezeigt,  daß  die 
durch  die  Fresnersche  Ellipsoid-Konstruktion  erhaltene  Fläche  wirk- 
lich die  zur  Wellennormalenfläche  (5)  gehörige  Strahlenfläche  ist. 
Auf  rein  geoinetrischem  Wege  ist  der  Beweis,  daß  die  mittels  der 
Fresnelschen  Konstruktion  aus  dem  Fresnelschen  Ellipsoid  einerseits, 
aus  dem  Ovaloid  andererseits  abgeleiteten  Flächen  zueinander  in  der- 
selben Beziehung  stehen,  wie  die  Konstruktionsflächen  selbst,  d.  h. 
daß  die  zweite  die  Fußpunktfläche  der  ersten  ist,  von  Plücker  er- 
bracht worden.*) 

13«  BeBiehungen  swischen  zusammengehörigen  Strahlen  und 
Wellennormalen.  Aus  den  Gleichungen  (18)  und  (19)  ist  ersichtlich, 
daß  der  Strahl  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  (Fig.  13) 
ist,  dessen  eine  Kathete  von  der  zugehörigen  Wellennor- 
male  q  gebildet  wird,  und  dessen  andere,  in  der  Wellen- 
ebene  liegende  Kathete  die  Länge  -^  und  die  Richtungs- 
kosinus ^1,3^2,^5  besitzt.     Demnach  gilt  der  Satz: 

Die  Welleiinormale^  der  Strahl  und  die  Schwingungs- 
richtung (oder  Normale  zur  Polarisationsebene  der  Welle) 
liegen  in  einer  Ebene  (der  „Schtvingungsebenef^), 

Da  diese  Ebene  für  eine  gegebene  Wellennormale  ent- 
weder mit  Hilfe  der  Gleichungen  (6)  oder  der  in  §  6  erörterten  Kon- 
struktion bekannt  ist,  so  ist  zur  vollständigen  Bestimmung  des  Strahls 
nur  noch  der  Winkel  erforderlich,  den  er  mit  der  Wellennormale 
einschließt.     Dieser  ist  gegeben  durch 

(21)    __  *8^*  =  ^»' 

1)  J.  Plücker,  Discussion  de  la  forme  generale  etc.,  Note.      Ges.  math. 
Abhandl.  p.  385. 
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wo  Mj^  die  durch  (6')  definierte  Größe  ist.  Nach  welcher  Seite  hin 
die  beiden  zur  Wellennormalenrichtung  X  gehörigen  Strahlen  Sj,  S, 
in  den  beiden  Schwingungsebenen  von  N  um  jene  Winkel  r^,  r2  ab- 
weichen, ist  für  den  Fall  a>h>  c  aus  Fig.  14  ersichtlich  und 
übrigens  in  jedem  Falle  leicht  da- 
durch festzustellen ,  daß  man  den 
Kristall  durch  stetige  Abnahme  des 
Winkels  Q  bis  0  oder  Zunahme  bis 
in  einen  positiv  oder  negativ  ein- 
achsigen mit  der  Z-  oder  X-Achse 
als  Hauptachse  übergehen  läßt,  wobei 
im  ersten  Falle  S^,  im  zweiten  S^ 
in  den  ordentlichen  Strahl  über- 
geht. 

Wenn  die  Wellennormalenrich- 
tung durch  ihre  Winkel  qt^,  (p^ 
gegen  die  Binormalen  A^,  Ä^  ge- 
geben ist,  so  ist  es  zur  Berechnung 
der  Winkel  Xj^  bequemer,  die  Größe  R  in  anderer  Weise  auszudrücken. 
Man  findet,  wenn  noch  der  Winkel  A^NA^  =  i  eingeführt  wird^): 
1        a^^c''    .     X     ,    .  . 


Fig.  14. 


(21') 


1 


"2   ""    ^^^  2   «n  (%  +  9>l)- 


Man   gelangt    z.   B.   zur    ersten    dieser   Gleichungen   durch   folgende 
Rechnung: 

Aus  den  Gleichungen  (6),  S.  35  folgt  durch  Multiplikation  mit 
v^  (^j*  —  a*),  1^2 ((Zi^  ""  ^%  ^s^^i*  ~  ^^)  ^^^  Addition: 


1^ 


^l^ll(«l*  -  «*)  +  ^2'f2l(^l*  -  **)  +  ^8^81  («l^  -  C'). 

oder,  da   v^%^^  ===  —  ^i^ii ""  ^i^^i   ist, 

iT  =  »'i^iiC**— «^)  +  «'8-'T^8i(fe*-  <'^)  =  (^*— a*)K^ii  sin^Q  —  v^n^^  cos*Q). 

Nun  ergibt  sich,  wenn  Pj  den  der  Schwingungsrichtung  %^y^,  %^^,  äj, 
entsprechenden  Punkt  der  Kugel  bezeichnet, 

cos  (Pi-^i)  ==  ^11  sin  Q  +  nTgi  cos  Q, 

1)  F.  Nenmann,  Berliner  Akad.  Abb.  1886,  p.'  97—99.     Mac  Cnllagh, 
Dublin  Transactions  18  (1837),  p.  67. 

PockelB,  Krittolloptik.  4 
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und    andererseits     aus    dem     sphärischen    Dreieck    A^NP^,    worin 

p,i\r--|- ist, 

COS  (Pi-4i)  =  —  sin  ^1  sin  y ; 
ebenso 

cos  (Pi-^g)  =  —  Äji  sin  Q  +  Äji  cos  Q     und  =  sin  q>^  sin  |  ; 
also 

—  sin  9>i  sin  |  =  +  ^n  ^^^  Q  +  ^si  cos  Q , 

sin  q>2  süi  o  =  —  ^n  sin  Q  +  ^n  cos  Q. 

Multipliziert  man  die  linke.  Seite  der  zweiten  dieser  Gleichungen  mit 

cos  9>i  =  i/j  sin  Q  +  ^8  cos  Q , 
die  der  ersten  mit 

cos  ^2  =  —  i/j  sin  Q  +  Vj  cos  Q 

und  addiert,  so  erhält  man 

sin  (9,  —  <p^)  sin  Y  «  —  ^v^%^^  sin^  Q  +  2v^n^^  cos*  Q. 
Also  geht  obiger  Ausdruck  für  -g-  über  in 

1        d'—c^    •     X     '    r  \ 

jj^  =  -    2""  ^^^  2  ®^  <<9^»  "■  9^1)' 

d.  i.  die  erste  der  Gleichungen  (21^).     In  ganz  ähnlicher  Weise  findet 
man  die  zweite  dieser  Gleichungen.  — 

Für  in  den  Symmetrieebenen  liegende  Wellennormalen  ist  natür- 
lich nur  je  einer  der  Winkel  Zj^  von  Null  verschieden  und  dieser  be- 
stimmt sich  durch  eine  ganz  analoge  Formel,  wie  sie  in  Kap.  I,  §  4  für 
einachsige  Kristalle  abgeleitet  wurde  (Gl.  5),  nur  sind  darin  0  und  e 
durch  a  und  6  bezw.  h  und  c  zu  ersetzen,  wenn  es  sich  um  eine  in 
der  XY'  oder  FZ- Ebene  liegende  Wellennormale  handelt.  Die 
Mazima  des  Winkels  r  in  den  Symmetrieebenen  treten  demnach  für 
diejenigen  Wellennormalen  und  Strahlen  ein,  deren  Neigungswinkel 
gegeben  sind 

in  der  ZX-Ebene  durch  tg  {NZ)  =  ^  ,     {SZ)  ="[-  (NZ), 

„     „    Xr-Ebene      „      tg  (i^X)  =  ^  ,     (SX)  =  ^  -  (.VX), 

„     „     rZ-Ebene      „       tg  (NY)  =  ^^     ,sr)  ==  ^  -  (NT) , 
und  die  Maximalwerte  von  r  sind  bezw.*) 

1)  W.  Walton,  Quarterly  Joum.  of  Math.  4  (1861),  p.  1. 
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^*k(^t^)'  ^^*g(^Tir-)'  ^^*g(-2^)' 
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von  denen  der   erste  zugleich  das  absolute  Maximum  Ton  r  für  alle 
mögUchen  StraUenrichtungen  darstellt 

Die  folgende  Tabelle  gibt  diese  Maximalwerte  für  diejenigen 
zweiachsigen  Kristalle  an,  deren  optische  Parameter  in  der  Tabelle 
S.  43  zusammengestellt  sind. 


ZX- Ebene 


Xr-  Ebene 


rZ- Ebene 


Bhomb.  Schwefel  .... 

Cerassit 

Ärragonit 

Baryt 

Anhydrit 

Gips 

Glimmer 

Topas  

Andalnsit 

Weinsäure 

a  -  Äthylpyrayathy  drazon 


7*66' 

503s' 

1*36' 
0»22' 
1»24^' 
0^20' 
0»23' 
405' 
18*20' 


2®  3lf 

8^2' 

6«>24' 

0*^2^ 

0«13' 

OMV 

0»  12^ 

0*'  124/ 

1<»  30V 
8*31' 


6*24^' 

0*3' 

0*9' 

0*22' 

1*22' 

0*  17V 

0*12' 

0*  15V 

0*  lOf 

2*34' 

6*16' 


Es  braucht  kaum  gesagt  zu  werden^  daß  die  umgekehrte  Auf- 
gabe, jsu  einer  gegebenen  Strahlenrichtung  die  beiden  zugehörigen  Wellen- 
normalenrirMungen  zu  bestimmen,  in  ganz  analoger  Weise  zu  lösen  ist 
mit  dem  Unterschiede,  daß  die  Ebenen  SN^  und  SN^  gemäß  §  10 
mit  Hilfe  der  Biradialen  %^^  ^  statt  der  Binormalen  zu  konstruieren 
und  daß  die  Winkel  r  nach  einer  Formel  zu  berechnen  sind,  die  aus 

(21)  durch  Yertauschuug  aller  Längen  mit  ihren  Beziproken  ent- 
steht^  also: 

(22)  tg^»--M^' 

wobei  die  dt^  durch  die  Formel  (16)  definiert  sind,  oder  auch,  wenn 
man  die  Winkel  ^^  =  1|f^,  5^  =  ^,  und  3liS8tj=g  einführt,  sich 
bestimmen  ans: 


(22') 


1         1/1         i\-f-/,         ,\ 

X  =  1  (i  -  i)  «^  Y  "^  (^«  +  '^i)- 
Der   Sinn,    in    welchem    die   Normalenrichtungen    JV^,   N^    von    der 
Strahlenrichtung  S  abweichen  ^  ist  aus  Fig.  14  ersichtlich. 

14.    Konstruktion  von  Sylvester.     Da  die  Ebene,    welche  eine 
Wellennormale   und   einen   zugehörigen    Strahl   enthält,    sowohl    den 
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Winkel  zwischen  den  durch  N  und  die  Binormalen  als  denjenigen 
zwischen  den  durch  S  und  die  Biradialen  gelegten  Ebenen  halbiert^ 
80  kann  man,  wie  Sylvester^)  gezeigt  hat,  die  beiden  im  Vor- 
stehenden behandelten  Aufgaben  auch  auf  folgendem  rein  konstruktivem 

Wege  lösen.  Ist  N  gegeben,  so 
halbiere  man  den  Winkel  A^NA^ 
und  seinen  Nebenwinkel  durch  die 
Ebenen  ^p^  und  ^g  (Fig.  15),  lege 
durch  3li  eine  Ebene  JL  $i  und 
eine  solche  J_  ^j»  welche  die  den 
letzteren  entsprechenden  Eugelkreise 
in  Bi  und  B^  schneiden,  mache  in 
diesen  Ebenen  C^Bi'^  B^^^^  und 
CVBg  =  B^i  und  lege  endlich  Ebe- 
nen durch  %^  und  C\  sowie  durch  fl^ 
und  Cg ;  dieselben  schneiden  ^^  bezw. 
§g  in  den  zu  N  gehörigen  Strahlen- 
richtungen S^  bezw.  S,.  Sind  umgekehrt  bei  gegebenem  8  die  zu- 
gehörigen Wellennormalenrichtungen  -ä\,  -ZVj  zu  finden,  so  verfährt 
man  gerade  so,  nur  mit  vertauschten  Rollen  der  Binormalen  und 
Biradialen. 


Fig.  15. 


15«  Konstruktionen  mit  Hilfe  des  Indexellipsoids  allein.    Man 
kann    die    beiden    in    13.   und   14.  behandelten    Aufgaben   auch    ohne 
Heranziehung    der  Binormalen    und    Biradialen 
yy    mit    alleiniger   Benutzung   einfacher  Konstruk- 
tionen   am   Indexellipsoid  lösen,   durch  welche 
die    gegenseitige   Beziehung  zwischen  Strahlen 
und  Wcllennormalen  noch  anschaulicher  wird. 
Hierzu  führt  folgende  Betrachtung.    Es  sei 
OX  =  q   eine   Wellennormale,    OS    der    zuge- 
hörige   Strahl,    OP   die    Schwingungsrichtung. 
Wir  wissen  nach  §  13,    daß   diese  drei  Rich- 
tungen in   einer  Ebene  liegen,  und  nach  §  2, 

daß  OP  eine  Halbachse  des  zu  ON  senkrechten 

1 


FJg  16. 


Diametralschnittes  des  Indexellipsoids  und 


ist.     Im  Endpunkte  P  dieser  Halbachse  werde 
die  Normale  des  EUipsoids  errichtet.     Dieselbe  liegt  ebenfalls  in  der 

1)  J.  J.  Sylvester,  Phil.  Mag.  (3)  12  (1838),  p.  81. 
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Ebene  SOP,  da  die  Tangente  jenes  Diametralschnittes  in  P  J_  OP 
und  _L  ON  ist;  ihr  Schnittpunkt  mit  der  Verlängerung  von  SO  sei 
Q  (Fig.  16).     Die  Richtungskosinus  der  Normale  des  Ellipsoids 

aV+6V+cV=l 
im  Punkte  x,  y,  z  sind  nun  bekanntlich 

-^ ,  -ff-,   '*p',  wo  P--Kä«"^M^&vT?7*, 

also  hier,  da  die  Koordinaten  des  Punktes  P     *,  —  >     '  sind,  wenn 

fl      ^      ^ 

man  noch  die  Werte  von  ^r^,  äj,  äj  aus  Gleichung  (6)  einsetzt^): 
v^a*         1  fjft*  1  v,c*  1 


Ferner  sind  die  Richtungskosinus  des  Strahles  zufolge  den  Formeln  (18) 
proportional  den  drei  Größen 

^1  V  "^  J^RW^  aV '     '^^\}+  -i-^^2'_jrj  ,     ^3^1  +  -^, 22«,^,  _^^,))- 

Bildet  man  nun  die  Summe  der  Produkte  der  korrespondierenden 
Größen  dieser  beiden  Reihen,  so  folgt  für  den  Kosinus  des  Winkels 
PQS  der  Wert: 

wo  K  ein  positiver  Faktor  ist.  Unter  Benutzung  der  Gleichung  (5) 
der  Xormalenfläche  kann  man  den  Ausdruck  in  der  Klammer  schreiben: 

^  ^  B-  \{fr  -  ay  ^  (2»  -  by  ^  {q^  -  cy-J' 

und  dies  ist  zufolge  der  Bedeutung  von  R^  identisch  gleich  Null. 
Folglich  ist   cos  (PQS)  -  0,  PQ  ±  OS. 

Da  auch  SN  1.  ON,  so  folgt  nun  femer,  daß  die  Dreiecke 
PQO  und  ONS  ähnlich  sind,  und  daher 

PQ.  OS-~^ON'  0P=^  1. 
Demnach  haben  wir  das  Resultat: 

Der  zu  der  Wellennormalen  ON  und  Schwing^ingsriditung  OP 
gehörige  Strahl  OS  ist  in  der  Ebene  heider  senkredit  gerichtet  zu  der 
Normale  des  Indexelli]}Soids  im  Punkte  P,  und  seine  Fortjyfhnzungs- 
geschivindigkeit  ist  gleich  dem  reziproken  Werte  der  Strecke,  welche  auf 
jener  Normale  durch  den  Strahl  abgeschnitten  wird. 

1)  Der  die  beiden  sich  parallel  der  betrachteten  Richtung  ON  fortpflanzen- 
den Wellen  unterscheidende  Index  {h  in  Gleichung  (6))  kann  hier  fortgelassen 
werden. 
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Ans    diesem  Satz    ergeben   sich   nun  unmittelbar  folgende  Kon- 
struktionen (siehe  Fig.  17  u.  18): 


--\zJ- -> 


Pig.  17. 


Fig.  18, 


/.  Um  die  zu  einer  gegebenen  Wellennormalenrichtung  ON  ge- 
hörenden Strahlen  zu  finden,  lege  man  durch  das  Indexdlipsoid  die  zu 
ersterer  senkrechte  Diametralehene,  bestimme  die  Hauptachsen  der  Schnitt- 
eUiple  und  errichte  in  den  Endpunkten  die  Normalen  PiQi,  P%Qi  des 
Ellipsoids.  Bann  sind  die  Strahlenrichtungen  die  in  den  Ebenen 
NOP^  und  NOP^  liegenden  Senkrechten  zu  PyQi  und  P^Q^,  und  die 
Strahlengeschwindigkeiten   die  reziproken  Werte  von  P^Qi  und  P^Qi- 

IL  Um  die  zu  einer  gegebenen  Strahlenrichtung  OS  gehörenden 
Wellennarmalen  zu  finden^  lege  man  an  das  IndexeUipsoid  den  zu  OS 
parallelen  Tangentenzylinder  und  bestimme  die  Hauptachsen  seiner 
Querschnittskurve;  die  halben  Längen  derselben  sind  gleich  den  reziproken 
Strahlengeschwindigkeiten  in  der  Richtung  OS,  ihre  Ebenen  (d.  h.  die 
Symmetrieebenen  des  Zylinders)  die  Schwingungsebenen.^)  Sind.P^,  P, 
die  in  diesen  Ebenen  liegenden  Berührungspunkte  des  Tangentenzylinders, 
so  sind  OP^y  OP^  die  Schwingungsrichtungen,  %md  die  in  den  Ebenen 
SOP^  beziv,  SOP^  senkreckt  zu  OP^  bezw,  OP^  gezogenen  Gei^aden 
von  der  Länge  ^^    bezw.  y=-p    die  beiden  gesuchten  Wellennarmalen, 

Aus  diesen  Konstruktionen  geht  hervor,  daß  der  Winkel  zwischen 
Strahl  und  Wellennormale  gleich  ist  demjenigen  zwischen  dem  der 
letzteren  zugeordneten  Radiusvektor  des  Indexellipsoids  und  dessen 
Normale  im  Endpunkte  dieses  Radiusvektors,  und  hieraus  ist  un- 
mittelbar klar,  daß  dieser  Winkel  um  so  größere  Werte  annehmen 
kann,  je  verschiedener  die  Hauptachsen  des  Indexellipsoids  (also  die 
drei  Hauptbrechungsindizes  des  Kristalls)  sind. 

1)  Diese  Konstruktion  nimmt  Fletcher  in  seiner  Schrift  „Die  optische 
Indicatrix"  znm  Ausgangspunkt  der  Entwicklung  der  allgemeinen  Gesetze  der 
Doppelbrechung. 
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Femer  tritt  anschaulicli  hervor,  daß  die  nach  unserer  Festsetzung 
als  „Schwingungsriclitungen"  bezeichneten  Richtungen  (OP^y  OP^)  im 
allgemeinen    nickt    senhreckt  zum   Strahl    sind,    sondern    mit   diesem 

Winkel  bilden,  die  um  die  Winkel  tj^  von  y  abweichen.  (Wir  werden 
im  nächsten  Kapitel  sehen,  daß  in  der  elektromagnetischen  Licht- 
theorie diese  Richtungen  diejenigen  der  dektrisaJien  Verschiebung,  da- 
gegen die  zu  den  Strahlen  senkrechten  Ellipsoidnormalen  Pjöu  Aöa 
die  Richtungen  des  elektrischen  Feldes  bedeuten.) 

Es  sei  noch  bemerkt,  daß  man  in  ganz  analoger  Weise  zur  Her- 
leitung der  Beziehungen  zwischen  Strahl  und  Wellennormale  auch  das 
Fresndsche  EUipsoid  hätte  benutzen  können, 
denn  es  gilt  auch  der  dem  auf  S.  53  auf- 
gestellten ganz  entsprechende  Satz  ^)  (vergl. 
Fig.  19): 

Die  zu  einetn  Strahl  OS  gehörige  Wd- 
lennarmale  ON  liegt  in  einer  Ebene  mit  OS 
und  demjenigen  zu  OS  senkrechten  Badius 
OB  des  Fresndschen  Ellijpsoids,  der  durch 
seine  Länge  die  GeschwindigJceit  von  OS  he-  ^fiT^ 

stimmt,  und  zivar  ist  sie  senkrecht  zur  Nor- 
male des  Ellipsoids  im  Punkte  B,  und  ihre  Geschwindigkeit  ist  gleich 
dem  auf  dieser  Normale  angeschnittenen  Stücke  BT. 

16.  Sinspiläre  Fälle;  Strahlenkegel  und  Noimälenkegel.  So- 
wohl die  in  §  3  imd  6  mitgeteilten  Bestimmungen  der  Polarisations- 
bezw.  Schwingungsrichtungen  als  die  in  §  13  — 15  enthaltenen  der 
Strahlen,  welche  zu  einer  gegebenen  WeUennarmalenrichtung  gehören, 
scheinen  zu  versagen,  wenn  letztere  in  eine  Binormale  fällt,  und  das 
gleiche  gut  von  den  in  §  10  und  13 — 15  gegebenen  Bestimmungen 
der  zu  einer  gegebenen  Strdhlenrichtung  gehörigen  Polarisationsebenen 
und  Wellennormalen  in  dem  Falle,  daß  der  Strahl  die  Richtung  einer 
Biradiale  hat.  Denn  in  diesen  srngulären  Fällen  werden  bei  den  an 
das  Index-  bezw.  Fresnelsche  EUipsoid  anknüpfenden  Konstruktionen 
die  zu  benutzenden  Schnittkurven  Kreise,  folglich  ihre  Hauptachsen, 
d.  h.  die  Polarisationsrichtungen,  und  damit  gemäß  §  15  auch  die  zu- 
geordneten Strahlen- bezw.  Normalenrichtungen  unbestimmt;  und  ebenso 
tritt   diese  Unbestimmtheit   bei-  den   auf  Benutzung   der  Binormalen 

1)  Derselbe  ist  in  Plückers  Discussion  de  la  forme  gän^rale  .  .  .  implicite 
enthalten  und  ausdrücklich  formuliert  von  V.  v.  Lang,  Wiener  Ber.  43,  11 
(1861),  p.  652. 
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nud  Biradialen  beruhenden  Konstruktionen  ein,  da  die  Halbierungs- 
ebenen  der  Winkel  A^NA^  bezw.  ^^S^  natürlich  unbestimmt  werden^ 
sobald  die  Richtung  X  mit  A^  oder  A^  bezw.  S  mit  Ä^  oder  St^  zu- 
sammenfällt. 

Man  erhält  demgemäß  zu  der  üi  eine  Binormale  fallenden 
Wellennormale  unendlich  vide  Polarisations-  und  Strahlenrichtungen 
und  ebenso  zu  dem  in  eine  Biradiale  fallenden  Strahl  unendlicfi  vieU 
Polarisations-  und  Normalenrichtungen.  Die  zur  Binormale  gehörenden 
Strahlen  und  zur  Biradiale  gehörenden  W"ellennormalen  erfüllen  je 
eine  Kegelfläche ,  wie  auch  direkt  aus  den  in  §  11  erwähnten  Singu- 
laritäten der  Strahlenfläche  geschlossen  werden  kann.  Über  die  Natur 
dieser  Strahlen-  bezw.  Normalenkegel  erhalten  wir  auf  die  anschau- 
lichste Weise  Aufschluß  mit  Hilfe  der  in  §  13  enthaltenen  geometri- 
schen Sätze. 

Es  sei  erstens  der  zur  Binormale  OA^^  gehörige  Strahlenkegel  zu 
bestimmen;  OS  sei  einer  seiner  Strahlen.  Dann  halbiert  nach  §  13 
die  Ebene  A^OS  den  äußeren  Winkel  zwischen  den  Ebenen  S0%^ 
und  ÄOSl^,  oder  auf  der  Projektionskugel  der  Bogen  SA^  den  Neben- 
winkel  von    %S%    (Figur  20).     Die    Ebenen    "ä^OS,  SIjOÄ,  A,OS 

und  die  Halbierungsebene  D^OS  des 
inneren  Winkels  zwischen  den  beiden 
ersteren  bilden  daher  ein  harmonisches 
Elenenbüschel.  Dies  gilt  für  jede  Lage 
des  zu  OA^  gehörigen  Strahls  06';  läßt 
man  letzteren  nun  alle  möglichen  Lagen 
annehmen,  so  muß^  da  die  Schnitt- 
linien dreier  jener  Ebenen  mit  der  Bi- 
normalenebene  fest  sind  (nämlich  OA^, 
0%^  und  Oäg),  auch  die  Schnittlinie 
07)i  der  vierten  Ebene  jenes  projek- 
tiven Büschels  fest  bleiben.  Nun  ist  die  Ebene  A^SO  ±  D^SO, 
also  OS  die  Schnittgerade  zweier  durch  zwei  feste  sich  schneidende 
Gerade  (Leitgerade)  gehender  und  stets  zueinander  senkrechter  Ebenen. 
Der  geometrische  Oi-t  solcher  Sehnittgeraden  ist  aber  ein  Kegel  zweiten 
Grades,  von  der  speziellen  Art,  daß  seine  Kreisschnitte  senkrecht  zu  jenen 
Leitgeraden,  also  zu  OA^  und  OD^  sind.  Ziehen  wir  nun  alle  Strahlen 
des  Kegels  bis  zu  der  gemeinschaftlichen  Wellenebene,  welche  im  Ab- 
stände l)  von  0  senkrecht  zur  Binormale  OA^  zu  denken  ist,  so  erhalten 
wir  die  richtigen  Längen  s  der  Strahlen  und  erkennen,  daß  ihre  End- 
punkte in  der  Wellenebene  einen  Kreis  erfüllen,  der  den  Durchmesser 
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besitzt,  unter  A^yD^  die  Schnittpunkte  der  Wellenebene  mit  OA^ 
und  OD^  verstanden.  Dies  ist  also  der  S.  45  erwähnte  Beruhrungs- 
lireis  der  singulären  Tangentiald>€ne  der  Strahlenfläcke. 

Der  ÖffnungswinJcel  A^  OB  =  r,  des  Strahlenkegels  in  der  Sym- 
metrieebene  ist  derjenige  Spezialwert  des  Winkels  r  zwischen  Wellen- 
normale und  zugehörigem  Strahl,  der  eintritt,  wenn  beide  in  der 
Symmetrieebene  ZX  liegen  und  die  Normale  den  Winkel  Q  mit  der 
Z- Achse  bildet;  demnach  folgt  aus  der  Formel  (21),  indem  man  darin 
<lh  ^  ^j  ^1  ~  s^  %  ^3  ^  ^^^  ^  setzt: 


(23) 


tg^.  =  Ay(a*-i*)>*-c») 


Man  kann  diesen  Winkel  x,  auch  durch  Q  und  Z  ausdrücken   und 
erhält: 

(23')  tg..=2^^"^«+£;^-(«-^), 

woraus  direkt  ersichtlich  ist,  daß  er  von  der  Größenordnung  der  Diffe- 
renz Q  —  Z,  nämlich  wenig  verschieden  von  2  (Q  —  I)  ist.  — 

Betrachten  wir  zweitens  die  Wellennormalen,  welche  zu  dem  in 
eine  Biradiale  fallenden  Strahl  gehören,  so  ergeben  sich  ganz  ähnliche 
Beziehungen.  Ist  nämlich  ON  eine  solche  Wellennormale,  so  halbiert 
die  Ebene  %^N0  den  inneren  Winkel  der  Ebenen  A^NO  und  A^NO, 
und  die  Halbierungsebene  des  äußeren  Winkels  A^NA^  bildet  mit 
den  genannten  drei  Ebenen  ein  harmonisches  Büschel,  schneidet  also 
die  Ebene  ZX  in  einer  festen  (d.  h. 
von  der  Lage  von  ON  unabhängigen) 
Geraden  OS)i.  Daraus  folgt,  daß  der 
geometrische  Ort  aller  zum  Strahl  0^1^ 
gehörenden  WeUennormalen  derjenige 
Kegel  zweiten  Grades  ist,  dessen  Kreis- 
schnitte  senkrecht  zur  Biradiale  OSlj 
und  zu  der  Bichtung  055i  sind.  (Der 
eine  Kreisschnitt  ist  also  ;|  2l|®3)i° 
in  Fig.  21.)  Für  den  Offnungswinkel 
®i  OStj  =  r^  dieses  Kegels  ergibt  sich 
aus  der  Gleichung  (21),  wenn  man  v^  =*  sin  Z,  Vg  «=  cos  Z  setzt,  oder 
auch  direkt  aus  (23)  nach  dem,  von  den  Sätzen  für  Wellennormalen 
zu  den  entsprechenden  für  Strahlen  führenden,  allgemeinen  Über- 
tragungsprinzip (vergl.  S.  41)  die  Gleichung: 
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(24)  tg  r„  »  -1^.^--  sin  21  =  i^.  V (a^  -  6^  (6^  -  e^) 


o  sin  (Ö  +  I)  sin  (Ö  —  I)        &•  . 

=  2  — ^ —    .    ,-.  ==  --  ist  r  . 

sin2Z  ac    ^    * 


Bei  schwacher  Doppelbrechung  ist  r^  ebefkifalls  sehr  annähernd 
=  2(Q  —  Z).  Die  Achse  des  Normalenkegels  fällt  dann  nahezu  mit 
der  Binormale^  sowie  die  Achse  des  Strahlenkegels  mit  der  Biradiale 
zusammen.  Folgende  Tabelle  gibt  für  die  schon  früher  als  Beispiele 
gewählten  Kristalle  die  Werte  der  Winkel  r,  und  t„. 


Rhombischer  Schwefel    . 

Cerussit 

Arragonit 

Baryt 

Anhydrit 

Gips 

Glimmer 

Topas 

Andalasit 

Weinsäure 

a  -  Äthylpyruvat-Hy  drazon 


7*10,9' 
1*20,4' 
1*52' 
0*14,5' 
1*4,5' 
0*17,9' 
0*59,5' 
0*16,9' 
0*22,9 
3*54' 
13*10' 


7*83' 
1*9,9' 
1*42,2' 
0*14,6' 
1*5,8' 
0*18,0' 
0*58,4' 
0*16,9' 
0*22,9' 
3*58,3' 
12*23' 


Über  die  Schtvingungsebenen,  welche  den  Strahlen  des  Strahlenkegels 
bezw.  den  Wellennormalen  des  Normalenkegels  entsprechen,  gibt 
der  Satz  des  §  13  Aufschluß,  daß  der  Strahl  und  die  zugehörige 
Wellennormale  in  der  (beiden  gemeinsamen)  Schwingungsebene  liegen. 
Es  folgt  hieraus  nämlich  sofort,  daß  die  Schwingungsebenen  sämt- 
licher Strahlen  des  zu  einer  Binormale  gehörigen  Strahlenkegels  durch 
diese  Binormale,  die  Schuingungsebenen  aller  Wdleftnormalen  des  zu 
einer  Biradiale  gehörigen  Normalenlegels  durch  diese  Biradiale  hin- 
durchgehen. Bei  einem  vollen  Umlauf  des  Strahls  bezw.  der  Normale 
auf  dem  Mantel  ihres  Kegels  dreht  sich  demnach  die  zugehörige 
Schwingungsebene  um  180^;  fQr  den  in  die  Binormale  selbst  fallenden 
Strahl  und  für  die  in  die  Biradiale  fallende  Wellennormale  ist  sie 
senkrecht  zur  Ebene  der  Binormalen  und  Biradialen,  fQr  die  gegen- 
überliegende Erzeugende  jedes  Kegels  (OD  bezw.  0^)  parallel  zu 
dieser  Ebene.  Der  Strahlenkegel  und  der  Normalenkegel  unterscheiden 
sich  also,  wie  die  Betrachtung  der  Fig.  20  und  21  zeigt,  hinsichtlich 
der  Orientierung  der  Schwingungsebenen  dadurch,  daß  diejenige  Er- 
zeugende, für  welche  die  Schwingungsebene  mit  der  Binormalenebene 
(Z X-Ebene)  zusammenfällt,  in  ersterem  der  Z- Achse  zugewandt,  in 
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letzterem  von  ihr  abgewandt  ist.  (Siehe  untenstehende  Figuren  22 
und  23,  worin  die  geraden  Striche  die  Lage  der  Sehwingungsrichtungen 
auf  dem  Kreisschnitte  der  beiden  Kegel  andeuten.) 


Z<— 


Fig.  22.  Fig.  XS. 

17.  Konisohe  Befraktdon.  Die  Existenz  der  im  vorigen  Para- 
graphen behandelten  Strahlen-  und  Normalenkegel  wurde  von  Ha- 
milton^) aus  den  Eigenschaften  der  Strahlenfläche  abgeleitet.  Sie 
gibt  Anlaß  zu  den  Erscheinungen  der  sog.  leonischen  Befraktion,  welche 
alsbald  von  Lloyd  durch  eine  auf  Veranlassung  Hamiltons  unter- 
nommene Untersuchung^)  experimentell  nachgewiesen  und  in  voll- 
ständiger Übereinstimmung  mit  Hamiltons  theoretischer  Voraussage 
gefunden  wurden  —  eine  überraschende  Bestätigung  der  Fresnelschen 
Gesetze  der  Doppelbrechung,  von  der  z.  B.  Plücker  sagte,  daß  kein 
anderer  Versuch  der  Physik  so  großen  Eindruck  auf  ihn  gemacht  habe.^) 

A)  Innere  konische  Refraktion.  Der  StraMenkegel,  welcher 
zu  einer  in  die  Richtung  einer  Binormale  fallenden  Wellennormale  ge- 
hört, wird  in  einfachster  Weise  sichtbar  gemacht,  indem  man  auf 
eine  senkrecht  zu  dieser  Richtung  geschliflene  planparallele  Platte  ein 
feines  Strahlenbündel  senkrecht  auffallen  läßt.  Das  den  Querschnitt 
des  letzteren  bildende  Element  der  zur  Plattenebene  parallelen  Wellen- 
ebene bleibt  beim  Eintritt  in  die  Eristallplatte  sich  selbst  parallel,  es 
entsteht  also  nur  eine,  einer  Binormale  parallele  gebrochene  Wellen- 
normale. Dieser  zugeordnet  liefert  jeder  einfallende  Strahl  einen 
Kegel  gebrochener  Strahlen  mit  der  Spitze  im  Einfallspunkt  und  somit 
beim  Austritt  aus  der  hinteren  Plattenfläche  in  das  umgebende  iso- 
trope Medium,  in  welchem  ja  der  Strahl  wieder  mit  der  Wellen- 
normale identisch  wird,  einen  zur  Plattenebene  senkrechten  StraMen- 
Zylinder  von  kreisförmigem  Querschnitt. 


1)  W.  R.  Hamilton,   Third  Supplement  to  an  Essay  on  the  Theory   of 
Systems  of  Rays.    Dublin  Transactions  17  (1837),  p.  132  (Read  22.  X  1832). 

2)  H.  Lloyd,  Dublin  Trans.  17,  p.  146.    Phil.  Magazine  (3)  2  (1833),  p.  112, 
207.     Pogg.  Ann.  28  (1833),  p.  91,  104. 

3)  Plücker,  Discussion  de  la  forme  generale  des  ondes  lumineuses,  Journ. 
f.  Math.  19  (1838),  §  47;   Ges.  Abh.  I  p.  384. 
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Da  in  Wirklichkeit  ein  Strahlen&ün(2^  von  endlichem  Querschnitt 
<einfällt,  so  erfüllt  die  Gesamtheit  der  austretenden  Strahlen  einen 
Hohlzylinder  und  liefert,  auf  einem  Schirme  aufgefangen,  einen  kreis- 
förmigen Lichtring,  dessen  Breite  sich  nach  dem  Querschnitt  des  ein- 
fallenden Strahlenbündels  richtet,  dessen  Durchmesser  aber  nur  van 
der  Dicke  der  Kristallplatte,  nicht  von  dem  Abstände  des  Äuffang- 
Schirmes  abhängt.  (Siehe  Fig.  24.)  Bei  Einschaltung  eines  Polarisators 
wird  der  Ring  zum  Teil  ausgelöscht,  und  man  erkennt  an  dem  Wan- 
dern der  Yollstandig  ausgelöschten  Stelle  beim  Drehen  des  Polarisa- 
tors die  im  vorigen  Paragraphen  erörterten,  fUr  den  Strahlenkegel 
der  inneren  konischen  Refraktion  charakteristischen  Polarisations- 
yerhältnisse. 


s 


<■■.%. 


Fig.  2i. 


B 


Fig.  25. 


B)  Äußere  konische  Refraktion.  Um  die  dem  Normalen- 
kegel entsprechende  Erscheinung,  die  äußere  konische  Refraktion,  zu 
beobachten,  muß  man  dafür  Sorge  tragen,  daß  innerhalb  des  Kristalls 
sich  ein  Strahl  parallel  einer  Biradialen  0%  fortpflanzt.  Da  dann 
in  der  Kristallplatte  unendlich  viele,  den  Normalenkegel  bildende  ge- 
brochene Wellennormalen  existieren,  so  müssen  auch  im  einfallenden 
Licht  unendlich  viele  Wellennormalen- (oder  Strahlen-)  Richtungen  vor- 
handen sein,  die  einen  bestimmten  Kegelmantel  erfüllen,  dessen  Spitze 
in  der  Eintrittsfläche  liegt.  Gesetzt,  es  falle  ein  derartiges  Strahlen- 
bündel, wie  es  bei  Umkehrung  des  Strahlenganges  aus  dem  Biradial- 
strahl  hervorgehen  würde,  auf  eine  planparallele  Kristallplatte,  so  bil- 
den die  austretenden  Strahlen  einen  ebensolchen  Kegel,  indem  sie  von 
demjenigen  Punkte  9(  der  hinteren  Platt enoberflüche  aus  divergieren, 
in  welchem  dieselbe  von  dem  singulären  Biradialstrahl  getroffen  wird. 
(Siehe  Figur  25,  in  welcher  angenommen  ist,  daß  die  Plattenebene 
wieder  senkrecht  zu  einer  Binormale  sei.) 

Man  beobachtet  also  bei  der  äußeren  konischen  Refraktion,  wenn 
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mau  das  austretende  Licht  auf  einem  Schirme  auffangt;  einen  IJcht^ 
ring,  dessen  Durchmesser  proportional  d^m  Abstände  des  Schirmes  von 
der  Äustrittsfläche  wächst.  Außerdem  unterscheidet  sich  dieser  Licht- 
ring  Yon  dem  der  inneren  konischen  Refraktion  durch  die  Verteilung 
der  Polarisationsrichtungen  y  wie  schon  im  vorigen  Paragraphen  er- 
örtert worden  ist.  Die  hier  vorausgesetzte  Versuchsanordnung  läßt 
sich  nun  praktisch  allerdings  nicht  wohl  realisieren,  vielmehr  muß 
man  einen  vollen,  nach  einem  Punkte  der  Plattenoberfläche  konver- 
gierenden Strahlenkegel,  welcher  den  oben  besprochenen  Kegelmantel 
mit  enthält,  einfallen  lassen  und  erhält  dann  im  austretenden  Licht 
außer  dem  Kegelmantel  der  äußeren  konischen  Refraktion  noch  einen 
vollen  Strahlenkegel,  der  aber  (wie  aus  dem  Gesetze  der  gewöhnlichen 
Brechung  folgt)  nicht  von  einem  Punkte  der  hinteren  Plattenober- 
fläche, sondern  von  einem  Punkte  iw  Innern  der  Platte  aus  divergiert 
und  sich  daher  für  die  Beobachtung  von  dem  für  die  konische  Re- 
fraktion charakteristischen  Kegelmantel  bezw.  Hohlkegel  trennen  läßt. — 

Näher  kann  hier  auf  die  Versuchsanordnungen,  welche  man  zum 
Nachweis  und  zur  Demonstration  der  beiden  konischen  Refraktionen 
benutzt  hat,  nicht  eingegangen  werden;  man  vergleiche  darüber  z.  B. 
Liebischs  „Physikalische  Kristallographie"  p.  345 — 348,  oder  „Grund- 
riß d.  phys.  Kristallogr.*'  p.  366 — 369.  Es  sei  hier  nur  noch  bemerkt,^ 
daß  man  den  von  der  inneren  konischen  Refraktion  herrührenden 
Lichtring  ohne  weitere  optische  Hilfsmittel  direkt  an  einer  Kugel  aus 
rhombischem  Schwefel  (bei  welchem  nach  der  Tabelle  S.  58  der  Öflhungs- 
winkel  r,  relativ  sehr  beträchtlich  ist)  beobachten  kann,  indem  man 
auf  dieselbe  ein  feines  Strahlenbündel  ungefähr  in  der  Richtung  de& 
einer  Binormale  parallelen  Durchmessers  auffallen  läßt.^) 

Wie  die  Erscheinungen  der  konischen  Refraktion  sich  modifizieren,, 
wenn  die  Plattenebene  beliebige  Orientierung  hat,  und  demgemäß  die 
einfallenden  Strahlen  gegen  dieselbe  eine  passende  Neigung  erhalten,, 
soll  hier  ebenfalls  nicht  näher  untersucht  werden.  Doch  sei  auf  einen 
eigentümlichen,  von  Cesäro^)  entdeckten  Fall  hingewiesen,  der  dann 
eintreten  kann,  wenn  die  Plattenoberfläche  den  Kegel  der  inneren 
konischen  Refraktion  schneidet:  bei  passendem  Einfallswinkel  einer 
ebenen  Welle   erhält   man   dann   außer   dem   innerhalb   des  Kristall» 


1)  Vergl.  L.  Boltzmann,  Wiener  Sitzungsber.  (2)  70  (1874),  p.  844  und 
Schrauf,  Wied.  Ann.  37  (1889),  p.  127.  Geeignete  Kugeln  aus  rhombischen 
Schwefelkristallen  sind  von  der  Firma  Steeg  &  Beuter  in  Homburg  v.  d.  H.  er- 
hältlich. 

2)  G.  Cesäro,  Bruxelles  Bull.  (3)  22  (1891),  p.  603. 
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liegenden  Teil  jenes  Strahlenkegels  noch  einen  einzelnen  Strahl^  und 
beim  Austritt  aus  dem  Kristall  einen  Teil  eines  Strahlenzylinders  und 
einen  einzelnen  gegen  dessen  Achse  geneigten  Strahl.  — 

18.  Indexflaohe.  Übersicht  der  Besiehungen  swisohen  den 
Tersohiedenen,  zur  Darstellung  der  Liohtfortpflansiing  benutsten 
Plächen.  Statt  der  Normalenfläche  wird  gelegentlich  noch  eine  an- 
dere Oberfläche  zur  Darstellung  der  Gesetze  der  Fortpflanzung  ebener 
Wellen  in  Kristallen  herangezogen ,  welche  namentlich  für  die  Be- 
stimmung der  Richtungen  reflektierter  und  gebrochener  Wellen  (siehe 
Kap.  IV)  Vorteile  bietet.  Es  ist  dies  die  sog.  Indexfläche,  deren  Ra- 
dienvektoren die  reziproken  WdlennormcUengeschivindigkeiten  oder  also 
die  Brechungsindizes  (w)  ebener  Wellen  für  die  betreffenden  Fortpflan- 
zungsrichtungen darstellen.^)     Ihre  Gleichung  geht  demnach   aus  (5) 

hervor,  wenn  man  darin  q  durch  —  ersetzt.     Wie  der  Vergleich  mit 

(13)  zeigt,  ist  die  so  erhaltene  Gleichung 

nr  n'  n' 

genau  von  der  Form  der  Gleichung  der  Strahlenfläche,  von  der 
sie  sich  nur  dadurch  unterscheidet,  daß  an  Stelle  von  a,  6,  c  deren 
reziproke  Werte  stehen.  Also  ist  die  Indexfläche  gleicha/rtig  mit  der 
Strahlenfläche  und  kann,  ebenso  wie  die  letztere  aus  dem  Fresnelschen, 
80  aus  dem  Indexellipsoid  abgeleitet  werden;  zugleich  folgt  aus  ihrer 
Definition,  daß  sie  die  Reziprokalfläche  der  Strahlenfläche  ist.  Aus 
beiden  Eigenschaften  zusammen  läßt  sich  schließen,  daß  die  Strahlen- 
fläche  ihre  eigene  reziproke  ist  mit  Bezug  auf  ein  Ellipsoid,  dessen 
Halbachsen  die  Werte  ]/6c,  l/ac,  ]/a6  besitzen.*)  Die  reziproke  Be- 
ziehung der  Indexfläche  zur  Strahlenfläche  bedingt,  daß  die  Fußpunkt- 
fläche der  Indexfläche  die  inverse  der  Strahlenfläche  ist,  so  daß  die 
auf  die  Tangentialebenen  der  Indexfläche  von  ihrem  Zentrum  aus  ge- 
fällten Senkrechten  die  reziproken  Strahlengeschwindigkeiten  repräsen- 

1)  Diese  Fläche  ist  von  Cauchy  (Ezercices  de  Mathdmatiques  5  [1B30], 
p.  86),  Mac  Cullagh  (Dublin  Trans.  17  [1833],  p.  252;  18  [1837],  p.  38)  und 
AV.  Hamilton  (Third  Supplement  etc.,  Dublin  Trans.  17  [Read  1882],  p.  141) 
in  die  Betrachtung  eingeführt  worden,  von  letzterem  unter  dem  Namen  „surface 
of  components  of  wave  slowness",  während  Mac  Cullagh  sie  zuerst  „surface  of  re- 
fraction",  später  „index  surface"  nannte. 

2)  J.  Plücker,  Discussion  de  la  forme  g^n^rale  etc.  §  46.  Ges.  Abh.  II, 
p.  383. 
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tieren.  Untenstehende  Figur  26,  welche  den  Durchschnitt  der  Strahlen-, 
Normalen-  und  Indexfläclie  mit  der  ZX- Symmetrieebene  darstellt,  ver- 
anschaulicht die  Lage  der  Indexfläclie  gegen  die  beiden  ersten  Flächen. 

z 


Fig.  26. 


Fig.  27. 


Die  gegenseitigen  Beziehungen  dieser  drei  Flächen  und  der  Hilfs- 
flächen, die  zu  ihrer  Konstruktion  mittels  Auftragen  der  Halbachsen 
der  Schnittkurve  auf  der  Normale  der  Schnitt  ebene  dienen,  mögen 
noch  einmal  in  folgender  Übersichtstabelle  zusammengestellt  und  durch 
Figur  27  andeutungsweise  erläutert  werden,  in  welcher  die  mit  g,5,» 
bezeichneten  Kurvenstücke  Teile  der  Normalen-,  Strahlen-  und  Index- 
fläche, die  mit  V-O^  Fr-E  und  J-E  bezeichneten  die  entsprechenden 
Teile  des  Polarisationsovaloids,  Fresnelschen  und  Indexellipsoids  vor- 
stellen soUen. 


Konstruktionsfläche. 
Fresndsches  Ellipsoid, 
Halbachsen  a,  b,  c. 
PölariscUiansovaloid, 
Halbachsen    ebenfalls    a,   b,  C] 
Fußpunktfläche  von  1. 
Indexellipsoid, 
Halbachsen  a=— ,  /J  =  i-,  y=— ; 

Beziprokaifläche  von  1,  inverse 
von  2. 


Abgeleitete  Fläche. 
I.  Strahlenfläche. 

n.  Narmalenflächej 

Fußpunktfläche  von  I. 

in.  Indexfiäche, 

Reziprokalfläche  von  I,  inverse 
von  n. 


Es  würde  nahe  liegen,  noch  eine  vierte  Fläche  zur  Vervollstän- 
digung jeder  dieser  Reihen  einzuführen,   nämlich  als  Konstruktions- 
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fläche    das   Ovaloid    mit   den   Halbachsen   —,-,-,        und   als   daraus 

a  '   b  '  c 

mittels  der  Fresnelschen  Konstruktion  abgeleitete  Fläche  eine  der 
Normalenfläche  gleichartige,  welche  die  Fußpunktfläche  der  Index- 
fläche ist  und  deren  Radien  (z.  B.  Or  in  Fig.  26  od.  27)  die  reziproken 
Strahlen  darstellen  ( —  sie  wäre  surface  of  ray  slowness  zu  nennen 
nach  Analogie  der  Bezeichnung  surface  of  wave  slowness  für  die  In- 
dexfläche — ).  Doch  ist  die  Anwendung  dieser  Flächen  nicht  ge- 
bräuchlich geworden  und  auch  praktisch  durchaus  entbehrlich,  wes- 
halb wir  nicht  auf  sie  Bezug  nehmen  woUen.  — 

Schließlich  sei  hier  noch  eine  von  Potier^)  gefundene  analy- 
tische Beziehung  zwischen  den  Koordinaten  zweier  Paare  korrespon- 
dierender Punkte  des  Fresnelschen  und  Indexellipsoids  erwähnt,  welche 
in  der  Theorie  der  Reflexion  und  Brechung  von  Nutzen  ist.  Ist 
2F(x^,  j/i,  £rj  =  1  die  Gleichung  des  Fresnelschen  EUipsoids  in  bezug 
auf  ein  beliebiges  Koordinatensystem  (siehe  §  19),  also  F  eine  homo- 
gene Funkton  2.  Grades,  und  sind  |,  77,  ^  die  Koordinaten  desjenigen 
Punktes  sr,  des  Indexellipsoids,  welcher  gemäß  Figur  27  einem  Punkte 
^li^yVy^)  <^®8  Fresnelschen  EUipsoids  entspricht,  so  folgt  aus  der 
reziproken  Beziehung  zwischen  den  beiden  Flächen  (mit  Rücksicht 
auf  die  für  jede  homogene  Funktion  2.  Grades  geltende  Beziehung 

€x       ^    öy  ^        dz  ^ 

wo  der  Index  ^  auf  der  rechten  Seite  bedeutet,  daß  nach  der  Differen- 
tiation die  Koordinaten  x^,  y^,  z^  einzusetzen  sind.  Analog  gilt  für 
irgend  ein  anderes  Paar  korrespondierender  Punkte  der  beiden  Ellip- 
soide: 

'«==fcv   "^^^fev    ^*^(ä7V 

Da  nun  2F  von  der  Form 

a^^x^  +  a^iV^  +  a^z^  +  2a^^yz  +  2a^^xz  +  2a^^xy 
ist,  so  ergibt  sich 

ldF\     ,        lcF\     ,        idF\  ,  , 

also  gleich  einem  Ausdruck,  welcher  bei  Vertauschung   der   Indizes 
1)  A.  Potier,  Journ.  de  phys.  (2)  10  (1891),  p.  349. 
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der  Koordinaten  ungeändert  bleibt.  Somit  folgt  mit  Rücksicht  auf 
die  obige  Bedeutung  der  Differentialquotienten  von  F: 

(26)  x^l^  +  y,ri,  +  z,t,  =  x,i^  +  y^rj,  +  z^i, . 

Dies  ist  jene  Potiersche  Relation. 

19«    Gleichung  des  FolarisationsovaloidB  und  Indexellipsoids 
bezogen  atif  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Koordinatensystem.    Bei 

den  bisherigen  analytischen  Entwicklungen  haben  wir  stets  die  Pola- 
risationshauptachsen als  Koordinatenachsen  zugrunde  gelegt.  Diese 
sind  bei  rhombischen  Kristallen  von  vornherein  durch  die  kristallo- 
graphischen  Symmetrieachsen  gegeben  und  haben  somit  für  alle  Farben, 
sowie  bei  allen  Temperaturen  die  gleiche  Lage.  In  diesem  Fall  reicht 
daher  auch  die  Angabe  der  drei  Hauptlichtgeschwindigkeiten  oder 
Hauptbrechungsindizes  aus^  um  das  optische  Verhalten  des  Kristalls 
für  Licht  von  bestimmter  Farbe  (Schwingungsdauer)  unter  gegebenen 
äußeren  Bedingungen  zu  charakterisieren.  Anders  liegt  die  Sache 
aber  bei  monoklinen  und  triklinen  Kristallen,  wo  die  Lage  der  Pola- 
risationshauptachsen ( —  bei  monoklinen  wenigstens  diejenige  zweier 
von  ihnen  — )  nicht  von  vornherein  bekannt  ist  und  je  nach  der  Farbe 
und  den  äußeren  Bedingungen  verschieden  sein  kann.  Hier  ist  zur  voll- 
ständigen optischen  Charakterisierung  außer  der  Angabe  der  a,  b,  c  noch 
die  Festlegung  der  Richtungen  der  Polarisationshauptachsen  gegen 
irgend  welche  im  Kristall  feste  ( —  etwa  kristallographisch  ausgezeich- 
nete — )  Richtungen  nötig,  wozu  bei  monokUnen  Kristallen  eine 
Winkelgröße  genügt,  bei  triklinen  deren  drei  erforderlich  sind.  In 
dem  letzteren,  allgemeinsten  Falle  hat  man  also  für  jede  Spektral- 
farbe sechs  optische  Parameter.  Einer  symmetrischen  Darstellung  wird 
es  nun  entsprechen,  wenn  man  als  solche  nicht  die  a,  b,  c  und 
jene  drei  Winkel  wählt,  sondern  die  Koeffizienten,  welche  in  der 
Gleichung  des  Polarisationsovaloids  oder  Indexellipsoids  auftreten, 
wenn  man  sie  auf  ein  beliebiges,  nicht  mit  dessen  Hauptachsen  X,  Y,  Z 
koinzidierendes  rechtwinkliges  Koordinatensystem  X',  Y\  Z'  bezieht. 
Bezeichnet  man  die  Richtungskosinus  zwischen  den  Achsen  der  beiden 
Systeme  gemäß  dem  Schema: 

J  X'    r   z' 


0 

X 

«1 

«^ 

<h 

r 

A 

^» 

ß> 

z 

Vx 

v% 

Vt 

PookelB,  KriaUUoptik. 

66    I-  II-    Gesetze  der  Lichtfortpflanzung  in  optisch  zweiachsigen  Kristallen. 

so  ist 

x^a^x  +a^y  -\-a^z\  y  ^  ßiX  +  ß^i/ +  ßj^z,  z  ^  y^x  +  y^y  +  y^/, 
und  hierdurch  geht  der  Ausdi'uck  a^x^  +  b^y^  +  c^r^,  welcher  =  r* 
gesetzt  die  Gleichung  des  PolarisationsovaloidS;  =  1  gesetzt  diejenige 
des  Indexellipsoids  liefert,  üher  in: 

(aV  +  6W  +  ^V>''  +  - ••  +  ••• 
+  2(a'a,a,  +  b'ß.ß,  +  c'y,y,)y/+  ...  +  ... 

Schreiben  wir  die  auf  das  Achsensystem  X'F'Z'  transformierte  Glei- 
chung des  Polarisationsovaloids: 

(28)  r*  =  a^^x^  +  a^^y^  +  agj/«  +  2a^^y/+  2a^^zx  +  2a^^xy, 
oder  diejenige  des  Indexellipsoids: 

(29)  l  =  a,,x'  +  ■■•  +  2a.„yV  +  •  •  • , 

SO  stehen  also  ihre  6  Koeffizienten;  welche  wir  nach  obigem  als  die 
auf  jenes  Achsensystem  bezogenen  PolaHsationskonstanten^)  des  Kri- 
stalls bezeichnen  wollen,  zu  den  Hauptlichtgeschwindigkeiten  und  den 
Richtungskosinus  der  Polarisationshauptachsen  in  den  Beziehungen: 

0,3  =  a*a^^  +  Vß,^  +  cW> 

o,,  =  a»aj«j  +  h'ßißa  +  c^y^y^, 

Betrachtet  man  nun  die  ü/^^  als  gegeben,  so  bietet  sich  die  um- 
gekehrte Aufgabe  dar,  die  a,  b,  c  und  die  Richtungskosinus  «i-  •  •  Yt, 
zwischen  denen  bekanntermaßen  noch  sechs  Relationen,  wie  z.  B. 

a,'  +  «,«+«,»=  1 

fhßi  +  «s/3«  +  chßi  =  0 


(30) 


bestehen,  aus  dem  Gleichungssystem  (30)  zu  bestimmen.    Man  erhält, 
wenn  man  die  Gleichungen  (30)  der  Reihe  nach  mit  den  Faktoren 

ßiri,     ß^n^     ßzVzj     (A^B  +  ftra);     {ßzyi  +  ßi?^),     {ßi7i  +  ß%7i) 
multipliziert  und  dann  addiert,  und  ebenso  mit  den  beiden  analogen, 
aus  vorstehendem  durch  zyklische  Buchstabenpermutation  entstehenden 
Faktorensystemen  verfährt,  zunächst  die  folgenden  drei  Gleichungen: 

1)  Diese  Bezeichnung  ist  von  W.  Voigt  eingeführt  (Göttinger  Nachr,  1896, 
Heft  3,  p.  17). 
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(31) 


+  ('u{ßiyi  +  ßiYi)  =  o, 
«uyi«i  +  ««'/'s«*  +  »8»ys«s  +  »ss(y«as  +  ys«*)  +  «aiCyi«»  +  ys«i) 

+  aij(j'i«s  +  y»«i)  =  0, 
Ou«i  A  +  «««ßjA  +  «««s/'j  +  «2s(aii/'s  +  a»A)  +  «siC«»/'»  +  «s/'i) 

welche  zur  Berechnung  der  Richtungskosinus  cc^  ■  -  ■  }^s  gerade  aus- 
reichen. Sind  diese  so  bestimmt,  so  findet  man  die  Hauptlicht- 
geschwindigkeiteu  aus  folgenden  Gleichungen,  die  sich  durch  Zusam- 
menfassung der  Gleichungen  (30)  mit  dem  Faktorensystem 


^S 


^\ 


«,*,     2a,a8,     2«,«!,     2«!«^ 


und  den  beiden  analogen  ergeben: 

(32)     6«  =  a,,ß,'  +  a^J,'  +  a^ß,'  +  2a.3/?,i33  +  2«3iÄ/5i  +  2«i2A  A, 

Bei  monoklinen  Kristallen  tritt  eine  er-  ^ 
hebliche  Vereinfachung  dadnrch  ein,  daß  die 
Richtung  einer  Hauptachse  des  Polarisations- 
oyaloids  als  zusammenfallend  mit  der  kristallo- 
graphischen  Symmetrienchse  (bezw.  der  Nor- 
malen zur  Symmetrieebene)  von  vornherein 
belcknnt  ist.  Es  sei  dies  die  X-Achse.  Legen 
wir  dann  X'  in  X  und  bezeichnen  den  Winkel 
zwischen    Y  und   Y'  oder    Z  und   Z'  mit    0, 

so    ist  Fig.  28. 

Cfi  -=  1,    «j  =-  «3  =  /3j  =  y^  =  0,    ß^  =  y^  =  COS  0,     /Sg  =  —  yg  =  sin  0. 

Dann  sind  nach  (30)  a^^  und  a^^  =  0,  und  die  erste  der  Gleichungen 

(31)  ergibt 

(31-)  tg20=     -^; 

die  Gleichungen  (32)  gehen  über  in: 

(32')  Ir  =  r/,2  cos*  0  +  «33  sin^  0  +  «^3  sin  20, 

I  c^  =  «32  si^i*  ^  +  (^'M  cos*  0  —  «23  sin  20. 

Durch  (31')  ist  0  bis  auf  90®  bestimmt;  man  wird  denjenigen  Wert 
wählen,  für  welchen,  der  bisherigen  Festsetzung  entsprechend,  6*  >  c* 
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wird.  Die  Werte  von  b*  und  c*  kann  man  unter  Benutzung  von  (31') 
auch  direkt  durch  die  gegebenen  Größen  o^,  a,„  a^^  ausdrücken  wie 
folgt: 

Zur  Bereclmung  ron  <t)  kann  unter  Umstanden  die  Formel 


(31") 


sin  20  «  -;^^ 


«flta 


an  Stelle  von  (31')  vorteilhaft  sein. 


6*— c* 


20«  Dispersion.  Wie  schon  bemerkt,  sind  die  Polarisationskon- 
stanten a^t  abhängig  von  der  Farbe,  welche  durch  die  Schwingungs- 
dauer des  Lichts,  oder  auch,  was  gebrauchlicher  ist,  durch  die  ent- 
sprechende WeUefdänge  X  in  Luft  (eigentlich  im  Vakuum)  charakte- 
risiert wird.  Diese  Abhängigkeit,  bezw.  die  durch  sie  bedingten  Er- 
scheinungen, bezeichnet  man  allgemein  als  Dispersion.  Bei  Kristallen 
rhombischer  und  höherer  Symmetrie  erstreckt  sich  dieselbe  nur  auf 
die  Hauptbrechungsindizes,  bei  monoklinen  und  triklinen  auch  auf 
die  Orientierung  der  Hauptachsen  des  Indexellipsoids  (der  Polarisa- 
tionshauptachsen). 

Als  Beispiele  für  die  Dispersion  rhombischer  Kristalle  seien  hier 
Arragonit  und  Schwefel  angeführt. 


Arragonit  von  Bilin.^) 


Schwefel  (rhombisch).-) 


i  .  10»  1         a 

0,671  '  1,6284 
0,689  1,6307 
0,638         1,6327 

0,480  ;     1,6357 


ß 


zio« 


ß 


1,6776 
1,6820 
1,6869 
1,6918 


1,6821 
1,6866 
1,6906 
1,6966 


0,687 
0,689 
0,527 
0,397 


1,93661 
1,96047 
1,96426 
2,01704 


2,02098 
2,03882 
2,06448 
2,11721 


2,22145 
2,24052 
2,26875 

2,32967 


Stellt   man  für   den  Schwefel  a,  j8,  y   durch   zweigliedrige  Aus- 

drücke  von   der  Form    Äf^  +  .j*    dar,    was  den  vorstehenden  Werten 

gut  entspricht,    so   ergibt   sich  (wenn  die  Indizes   1,  2,  3   der   Reihe 
nach  für  a,  ßj  y  gelten) 

A^  =  1,894,    Ä,  =  1,9715,     A^  =  2,167 , 

1)  A.  Offret,  Bull.  soc.  fran9.  min.  13  (1890),  p.  582. 

2)  A.  Schrauf,  Zeitschr.  f.  Krist.  18  (lö91),  p.  148. 
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und  es  ist  bemerkenswert ^  daß  die  Quadrate  dieser  Konstanten  (also 
die  Hauptbrechungsindizes  für  unendlich  lange  Wellen): 
^j«==  3,591,    V  =  3.886,    ^j«  «  4,596 
annähernd  übereinstimmen  mit  den  Hauptdielektrizitatskonstanten  £;|, 
welche  nach  Boltzmann  die  Werte  haben 

fj  =  3,81 1 ,     fj  «  3,970 ,    £g  =  4,773 , 
—  eine  Übereinstimmung,  die  von  der  Maxwellschen  elektromagneti- 
schen Lichttheorie  gefordert  wird  (vergl.  Kap.  HI,  §  3  und  5). 

In  den  beiden  Torstehenden  Beispielen  wachsen  die  drei  Haupt- 
brechungsindizes mit  abnehmendem  A  —  beim  Arragonit  wenig,  beim 
Schwefel  sehr  stark  —  in  annähernd  gleichem  Verhältnis,  und  es  bleibt 
daher  der  durch  Gleichung  (7),  §  4  bestimmte  Winkel  der  Binormalen 
fast  unverändert;  so  beträgt  derselbe  beim  Arragonit  für  die  größte 
und  kleinste  Wellenlänge  obiger  Tabelle  18^20'  und  18<>42'.  In  an- 
deren Fällen  ist  aber  die  Änderung  der  drei  Hauptbrechungsindizes 
mit  der  Wellenlänge  sehr  verschieden  und  folglich  diejenige  des  Bi- 
normalenwinkels  beträchtlich,  wobei  derselbe  entweder  für  das  rote 
oder  für  das  violette  Ende  des  Spektrums  größer  sein  kann.  Es 
kommt  sogar  vor,  daß  die  Ebene  der  Binormalen  für  das  rote  und 
violette  Licht  verschiedene  Lage  hat,  in  welchem  Falle  der  Binormalen- 
winkel  für  eine  bestimmte  Farbe  durch  NuU  hindurchgehen,  der  Kri- 
stall also  optisch  einachsig  sein  muß.  Dieses  Verhalten  zeigen  z.  B. 
Brookit  (rhombische  Modifikation  von  TiO,),  Eisen-  und  Mangan- 
pikrat, Sacharin,  isomorphe  Mischkristalle  von  Kalium-  und  Ammo- 
nium-Seignettesalz^),  sowie  solche  von  Chlor-  und  Brom-Zimmtaldehyd.') 
Beim  Brookit^)  beträgt  der  scheinbare,  d.  h.  in  Luft  beobachtete 
Binormalenwinkel  2E 

für  Li-Licht  58®  in  der  Ebene  001 , 
„  Na-  „  38n0'  „  „  „001, 
„    Tl-     „      21040'   „     „        „       010; 

der   Übergang,   also    die   Einachsigkeit   tritt   ein   für  Licht  von   der 
Wellenlänge  0,55  •  10~*  mm. 

Für  die  isomorphen  Kristalle  von  Eisenpikrat  und  Manganpvkrat 
sind  die  scheinbaren  Binormalenwinkel  2E  und  die  Orientierungen 
der  Binormalenebene  (a,  c)  folgende^): 

1)  De  Senarmont,  Ann.  chim.  phys.  (2)  33  (1851),  p.  391. 

2)  R.  Brauns,  N.  Jahrb.  f.  Min.  2  (1891),  p.  12. 

3)  V.  Zepharovich,  Ztechr.  f.  Kriat.  8  (1884),  p.  677. 

4)  Hiortdahl,  Zeitschr.  f  Krist.  7  (1883),  p.  69. 
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Eisenpikrat 
Ebene  (a,  c)  2E 


Manganpikrat 
Ebene  (a,  c)  2E 


Li 

(100) 

Na 

(100) 

Tl 

(010) 

24H8' 
46®  54' 


(100) 
(010) 
(010) 


41053' 
15^30' 
67«  13' 


2  E  in  fiOO) 


Da  der  Wechsel  der  Binormalenebene  bei  der  ersten  Substanz  zwischen 
Na-  und  Tl-Licht,  bei  der  zweiten  zwischen  Li-  und  Na-Licht  statt- 
findet, so  muß  es  z.  B.  eine  'bestimmte  isomorphe  Mischung  geben, 
welche  für  Na-IAcht  optisch  einachsig  ist,  was  die  Beobachtungen 
auch  bestätigt  haben. 

Besonders  eingehend  ist  die  Dispersion  der  Binormalen  beim 
Sachann  untersucht*),  bei  welchem  deren  Lage  außer  von  der  Wellen- 
länge auch  von  der 
Temperatur  stark  ab- 
hängig ist  (vergl.  hier- 
über Kap.  I,  §  4  des 
m.  Teils),  J!^eben- 
stehende  Kurven  brin- 
gen für  die  Tempera- 
turen W  und  26°  den 
scheinbaren  Binorma- 
len  Winkel  2  E  als  Funk- 
tion der  Wellenlänge 
zur  Darstellung,  wobei 
derselbe,  je  nachdem 
er  in  der  Ebene  (001) 
oder  (100)  liegt,  als 
positive  oder  negative 
Ordinate  aufgetragen 
ist.  Wie  schon  die  obi- 
gen Daten  für  Brookit, 
Eisen-  und  Manganpikrät,  so  zeigen  noch  anschaulicher  diese  Kurven, 
daß  sich  der  Binormalenuinlel  bei  der  Annäherung  an  den  Wert  XuU 
außerordentlich  stark  mit  der  Wellenlänge  ändert.  Dies  ist  auch  nach 
folgender  theoretischer  Überlegung  vorherzusehen.  Nach  §  4,  Gl.  (7), 
ist  im  Falle,  daß  a^  —  b^  <.W  —  c^  ist,  der  wahre  spitze  Binormalen- 
winkel  bestimmt  durch 


2Lüifooi) 


Flg.  29. 


1)  L.  Brugnatelli,  Zeitschr.  f.  Kristallogr.  29  (1898),  p.  54. 
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oder  der  scheinbare  in  Luft  durch 


Man  wird   nun  für  das   gerade  in  Betracht   kommende   beschränkte 
Spektralbereich  die  HauptbrechuDgsindizes  oder  auch   ihre  Quadrate 

durch  zweigliedrige  Dispersionsformeln  Äf^  +  .  *    genügend  darstellen 
können;  dann  ist 


und  in  der  Nähe  jener  Wellenlänge,  für  welche  E  verschwindet,  wird 
man  hierin  den  ersten  Faktor  als  merklich  konstant  ansehen  dürfen 
(da  dann  y*  —  a*  groß  ist  gegen  ß^  —  «*).     Somit  erhält  man 

woraus  folgt,  daß  für  E=«Q  =  0  der  DiflFerentialquotient  ^y  unendlich 

groß  wird  und  also  bei  der  Annäherung  an  E  =  0  die  Änderung  von 
E  mit  k  in  der  Tat  sehr  schnell  stattfinden  muß.  Weiter  zeigt  die 
vorstehende  Gleichung  aber  auch,  daß  bei  gleichem  (absoluten)  Werte 
von  E  dessen  Änderung  um  so  größer  ist,  je  kleiner  A,  und  daß  also 
die  Kurve,  welche  E  als  Funktion  von  A  darstellt,  unsymmetrisch  in 
bezug  auf  den  Punkt  E  =  0  sein  muß.  Diese  Unsymmetrie  kommt 
in  den  Kurven  der  Fig.  29  in  der  Tat  deutlich  zum  Ausdruck. 
Symmetrische  Kurven,  nämlich  annähernd  Parabelhögen,  würde  man 
(unter  Voraussetzung  des  obigen  Dispersionsgesetzes)  erhalten,  wenn 

man  -jj  statt  A  als  Abszisse  auftrüge. 

In  monoldinen  Kristallen  kommt  zu  der  Veränderlichkeit  der 
Hauptbreehungsindizes  und  des  Bmormalenwinkels  noch  eine  solche 
der  Richtung  derjenigen  beiden  Polarisationshauptachsen ^  tvdche  in  der 
kristaUographischen  Symmetrieehene  (bezw.  senkrecht  zur  krist.  Sym- 
metrieachse) liegen.  Denn  im  allgemeinen  werden  ja  alle  Polarisations- 
konstanten a^^jt  Funktionen  der  Wellenlänge  sein,  folglich  auch  der 
durch  die  Formel  (31'),  §  19  bestimmte  Winkel  O.  Für  die  gegen- 
seitige Lage  der  Binormalen  für  verschiedene  Farben  ergeben  sich 
hieraus  nun  verschiedenartige  Verhältnisse,  je  nachdem  ihre  Ebene 
parallel  oder  senkrecht  zur  kristallographischen  Symmetrieebene  (der 
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YZ- Ebene)  ist.^)  In  ersterem  Falle  (vergl.  Fig.  30  a)  ist  oflfenbar  die 
Ebene  der  Binormalen  für  alle  Farben  die  gleiche;  in  dieser  Ebene 
werden  aber  die  zwei  verschiedenen  Farben,  z.  B.  Rot  und  Violett, 
entsprechenden  Binormalen  (J.^,  Ä^'  bezw.  Ä^y  A^  zu  beiden  Seiten 
der  Mittellinie  {M^j  -^t»);  ^*  diese  ebenfalls  verschiedene  Lage  hat, 
ungleiche  Winkel  miteinander  bilden.  Man  nennt  diesen  Fall,  der 
z.  B.  bei  Gips  vorliegt,  geneigte  Dispersion. 


Flg.  SOa. 


Flg.  80b. 


Fig.  SOe. 


Ist  zweitens  die  Binormalenebene  senkrecht  zur  kristallographi- 
schen  Symraetrieebene,  so  wird  für  alle  Farben  eine  der  beiden  Mittel- 
linien gleiche  Richtung  (X)  haben  und  sowohl  die  durch  sie  hindurch- 
gehende Ebene  der  Binormalen,  als  der  Binormalent^inÄr^Z  variieren. 
Man  spricht  dann  von  gekreuzter  oder  horizontaler  Dispersion,  je  nach- 
dem die  erste  oder  zweite  Mittellinie  die  konstante,  zur  krist.  Sym- 
metrieebene seukrechte  Lage  besitzt;  die  Lage  der  1.  Mittellinie  und 
Binormalen  für  zwei  verschiedene  Farben  ist  für  ersteren  Fall  in 
Fig.  30  b,  für  letzteren  in  Fig.  30  c  schematisch  dargestellt. 

Natürlich  kann  auch  der  Fall  vorkommen,  daß  die  Binormalen- 
ebene für  einen  Teil  des  Spektrums  parallel,  für  den  anderen  senk- 
recht zur  kristallograpbischen  Symmetrieebene  ist.  Der  Kristall  ist 
dann  für  eine  bestimmte  Farbe  optisch  einachsig,  wobei  die  optische 
Achse  entweder  in  der  Symmetrieebene  oder  zu  ihr  senlrecht  liegt. 
So  besitzt  z.  B.  der  Sanidin  bei  ,  höherer  Temperatur  für  violettes 
Licht  geneigte,  für  rotes  horizontale  Dispersion;  umgekehrt  ist  es 
beim  Gips  bei  höheren  Temperaturen  und  beim  Glauberit  schon  bei 
Temperaturen  über  18^  (Näheres  über  den  Einfluß  der  Temperatur 
siehe  III.  Teil,  Kap.  I,  §  4.) 

Die  Dispersion  des  Gipses  bietet  auch  bei  gewöhnlicher  Tempe- 
ratur insofern  außergewöhnliche  Verhältnisse  dar,  als  der  Winkel  der 
Binomialen  für  gelbes  Licht   (nach  Dufet  bei   19^  für  solches  von 


1)  F.  Neumann,  Pogg.  Ann.  35  (1836),  p.  381. 
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der  Wellenlänge  0,5754  •  10"^)  ein  Maximum  besitzt^),  und  gleich- 
zeitig auch  der  Sinn  der  Richtungsänderung  der  1.  Mittellinie  in  der 
Symmetrieebene  sich  umkehrt,  derart,  daß  die  Mittellinien  för  alle 
anderen  Farben  auf  derselben  Seite  von  derjenigen  für  gelbes  Licht 
liegen*);  ihre  Abweichungen  gegen  die  Lage  für  Na-Licht  sind: 
für  die  Fraunhofersche  Linie    B        C        E        F        G 

15'       6'        4'        17'      48'. 
Die  Werte  der  Hauptbrechungsindizes  und  des  Binormalenwinkels  sind 
bei  19*^  für  einige  Wellenlängen  nach  den  Messungen  Dufets*)  für 
Gips  von  Montmarti'e: 


Spektral- 
Linie 

XIO» 

1 

? 

y 

ber. 

2Q 

beob. 

Li 
Na 
Tl 
F 

'     0,671 
0,689 
0,535 
0,486 

1,61770 
;  1,62046 
'     1,62296 

1,62692 

1,61977 
1,52260 
1,62610 
1,62805 

1,62672 
1,62962 
1,53218 
1,63624 

670  28' 

68ny 

67«  56' 
57*20i' 

67026f 
68«  6' 
67«68^' 
57«23' 

Bei  triklinen  Kristallen  sind  außer  den  Hauptbrechungsindizes 
auch  die  Orientierungen  aller  drei  Polarisationshauptachsen  von  der 
Wellenlänge  abhängig.  Genaue  und  vollständige  Dispersionsunter- 
suchungen liegen  hier  noch  nicht  vor. 

Auf  die  Farbenerscheinungen  im  konvergenten  polarisierten  Licht, 
in  welchen  die  verschiedenen  Arten  der  Dispersion  optisch  zweiachsiger 
Kristalle  am  augenfälligsten  hervortreten,  werden  wir  an  späterer 
Stelle  (Kap.  LK,  §  10)  eingehen. 

1)  V.  y.  Lang,  Wiener  Sitzungsber.  (2)  76  (1877),  p.  793;  Wiener  Anz. 
1877,  p.  194. 

2)  H.  Dufet,  BuU.  soc.  min.  11  (1888),  p.  128.  Außerdem  liegen  Disper- 
sionsmesBungen  am  Gips  noch  vor  von  Mülheims,  Zeitschr.  f.  Kriet.  14  (1888), 
p.  232;  Quincke,  Festschr.  d.  naturf.  Ges.  Halle  1879,  und  W.  König,  Wied. 
Ann.  69  (1899),  p.  1.  Letztere  beiden  Untersuchungen  beziehen  sich  speziell  auf 
die  Differenz  y  —  a ,  welche  wegen  der  Verwendung  von  Gipskeilen  (mit  einer 
Fläche  parallel  zur  Symmetrieebene)  zur  Messung  der  Doppelbrechung  von  prak- 
tischer Wichtigkeit  ist.  Die  Resultate  der  verschiedenen  Beobachter  zeigen 
übrigens  ziemliche  Abweichungen,  wahrscheinlich  infolge  Verschiedenheit  der 
untersuchten  Kristalle. 
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Drittes  Kapitel. 

Theoretische  Begrttndnng  der  Fresnelschen  Gesetze  der  Licht- 
fortpflanznng  in  Kristallen. 

Bevor  wir  zu  den  Anwendungen  der  im  Kap.  I  und  11  darge- 
stellten Gesetze  der  Lichtfortpflanzung  in  durchsichtigen  Kristallen 
ohne  Drehungsvermögen  übergehen,  wollen  wir  die  verschiedenen  An- 
sätze, welche  zur  theoretischen  Herleitung  dieser  Gesetze  aus  Differen- 
tialgleichungen für  den  lAddveMor  gemacht  worden  sind,  einer  Be- 
trachtung unterziehen.  Es  soll  aber  im  folgenden  keine  vollständige 
historisch -kritische  Darstellung  dieser  Theorien  gegeben  werden^), 
sondern  nur  eine  knappe  Übersicht  ihrer  wesentlichen  Gesichtspimkte 
und  dann  eine  ausführlichere  Entwicklung  der  eUliromagnetischen 
Theorie  als  derjenigen,  welche  nach  dem  heutigen  Standpunkte  der 
Physik  unbedingt  den  Vorzug  verdient  und  auch  gerade  in  ihrer  An- 
wendung auf  die  Kristalloptik,  wie  wir'  sehen  werden,  sich  den  an- 
deren Theorien  an  Einfachheit  der  Grundannahmen  überlegen  erweist. 

L  Kein  elastische  Liohttheorien.  Die  theoretische  Begründung, 
welche  Fresnel  in  seinem  berühmten  „Memoire  sur  la  double  r^frac- 
tion"*)  für  die  von  ihm  (wie  schon  S.  32  erörtert)  tatsächlich  durch 
eine  geschickte  Verallgemeinerung  gefundenen  Gesetze  der  Lichtfort- 
pflanzung in  zweiachsigen  Kristallen  gab,  ging  aus  von  einer  an  sich 
unzulässigen  Annahme  über  die  durch  Verrückung  eines  Athermoleküls 
erweckten  elastischen  Kräfte  und  wurde  daher  bald  als  unhaltbar 
erkannt.  Auf  einer  mechanisch  wohlbegründeten  Behandlung  der 
Elastizität  fester  Körper  beruhen  die  von  Cauchy'),  F.  Neumann*), 
Green •'^),  Mac  Cullagh^)  und  Lame'')  aufgestellten  Lichttheorien. 
Für  die  Verrückung  eines  Ätherteilchens,  als  welche  hier  der  Lichtvektor 

1)  Ein  solche  ist  in  vortrefflicher  Weise  von  P.  Drude  in  Winkelmanns 
Handbuch  der  Physik  gegeben  worden. 

2)  A.  Fresnel,  M($m.  Acad.  d.  sc.  Paris  7  (1827),  p.  45;  Ann.  chim.  phys. 
(2)  28  (1825),  p.  263;  Pogg.  Ann.  23  (183 1\  p.  372,  494:  (Euvres  compl.  II,  No.  46,  47. 

3)  A.  Cauchy,  M^m.  Acad.  d.  sc.  Paris  9  (1829),  p.  114:  10  (1830),  p.  293 
u.  549;  18  (1839),  p.  153  etc. 

4;  F.  Neumann,  Pogg.  Ann.  25  fl832),  p.  418. 

5)  G.  Green,- Phil.  Transactions  Cambridge  7  (1839),  p.  120;  Math.  Papers 
p.  293. 

6)  Mac  Cullagh,  Dublin  Transactions  21  (1839),  p.  17. 

7)  G.  Lame,  Ann.  chim.  phys.  (2)  57  (1834),  p.  211. 
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gedeutet  wird,  ergeben  sich  dabei  Differentialgleichangeii;  deren  In- 
tegration unter  Voraussetzung  ebener  Wellen  von  gegebener  Fort- 
pflanzungsrichtung auf  die  Existenz  dreier  Wellen  führt,  von  denen 
zwei  streng  oder  annähernd  transversal  sind,  die  dritte  aber  longitudinal 
schwingt.  Außerdem  müssen  zwischen  den  elastischen  Eonstanten 
eine  Anzahl  Relationen  angenommen  werden,  um  auch  im  allgemeinsten 
Falle  für  die  transversalen  Wellen  das  Fresnelsche  Gesetz  zu  be- 
kommen. Wie  zuerst  Green  gezeigt  hat,  erhält  man  die  hierzu  not- 
wendigen Relationen  und  schließt  zugleich  die  mit  den  Beobachtungs- 
tatsachen in  Widerspruch  stehende  longitudinale  Welle  aus,  wenn 
man  dem  Äther  die  Eigenschaft  der  InkompressibiUtät  zuschreibt.') 

Die  Differentialgleichungen,  welche  unter  diesen  Voraussetzungen 
für  die  Verrückungskomponenten  u,  r,  tv  eines  Atherteilchens  gelten, 
lassen  sich  auf  die  Form  bringen 

^^  et*        de        cy'     dt*        ex        cz  ^      dt-        cy        ex' 

Hierin  bedeutet  t  die  Zeit  und  es  ist,  wenn 

/o\  y       dw       dv  du       dw         ,       dv       du 

^  ^  ^       cy      cz '       '       dz       ex'       •       öx       cy 

gesetzt  wird  (so  daß  ~|,  1??,  |g  die  durch  die  Verrückungen  w,  v,  tv 
bedingten  Botationsl'omponenien  des  Volumelements  bedeuten), 

W      ^  ^^äf'    -^^"ä^^    "^^'^^ 

wobei  ist: 

(4)  P  «  |a,J»  -I-  \a^,ri'  +  \a^^i^  +  a„i?{;  +  a^,U  +  a,^U  • 
Die  hierin  auftretenden  Koeffizienten  a^j^  sind  identisch  mit  den  in 
Kap.  n,  §  19  eingefahrten  Polarisationskonstanten.  Setzt  man  in  (4) 
an  Stelle  von  i,  rj,  ^  rechtwinklige  Koordinaten,  so  ist  demnach 
2P  =  1  die  Gleichung  des  Indexellipsoids,  und  man  kann,  indem  man 
die  Koordinatenachsen  in  dessen  Hauptachsen  legt,  jene  Konstanten 
auf  drei:  a^  =  a*,  a^g  =  6*,  a^g  =  c^  reduzieren,  also  P  auf  die  Form 
j(a^|^  +  6*1?'  +  c^i^)  bringen,  wo  a,  6,  c  die  Hauptlichtgeschwindig- 
keiten bedeuten.  Wie  bei  gegebenen  a^^  diese  Transformation  aus- 
zuführen ist,  wurde  in  Kap.  H,  §  19  gezeigt. 

Man  köimte  in  den  mechanischen  Theorien  statt  der  Veri-ückung 
auch  den  Vektor  mit  den  Komponenten  5,  V?  S;  ^Is^  die  Rotation,  als 


1)  G.  Green,  1.  c;  vergl.  auch  G.  Lam^,  Le^ons  surla  th^orie  de  T^lasticite, 
Paris  1866;  G.  Kirchhoff,  Über  die  Reflexion  und  Brechung  an  krist.  Medien, 
Berl.  Akad.  Abh.  1876;  ferner  P.  Volkmann,  Wied.  Ann.  35  (1888),  p.  354; 
W.  Voigt,  Wied.  Ann.  43  (1891),  p.  421. 
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die  für  die  Lichtwirkung  maßgebende  Zustandsgröße  deuten.  Die  aus 
(1)  leicht  ableitbaren  Differentialgleichungen  für  die  Komponenten 
dieses  Vektors  lauten: 


(5) 


dt*  dx  \'(dx        dy 

dt*  "^  ^^       dy\dx  "^  ay  "^  dz}' 
^'^-  AZ        ^  (dX,dYdZ\ 


\dt*       ""^       dz  \dx  ^  dy 
worin   X,  F,  Z  die   durch   die  Gleichungen  (3)  und  (4)   definierten 
linearen  Punktionen  von  i,  rj,  g  sind. 

Integriert  man  die  Gleichungen  (1)  unter  der  Annahme,  daß 
die  Koordinaten  und  die  Zeit  nur  in  der  linearen  Verbindung 
v^x  +  v^y  +  ^'8-^  ""  2^  vorkommen,  wie  es  bei  der  Fortpflanzung 
ebener  Wellen  der  Fall  ist  (vergl.  Einleitung,  §  6),  so  erhält  man  für 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  q  das  Gesetz  (5),  Kap.  II,  und  für 
die  Richtung  des  Lichtvektors  diejenige  in  der  Wellenebene  gelegene 
Richtung,  welche  wir  früher  (S.  6)  als  die  Polarisationsrichtung  definiert 
haben.     Dies  ist  die  zuerst  von  F.  Neumann  vertretene  Auffassung. 

Die  Integration  der  Gleichungen  (5)  führt  zu  dem  gleichen  Ge- 
setze der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ebener  Wellen,  bezüglich  der 
Richtung  des  Vektors  |,  i?,  £  aber  zu  dem  Resultat,  daß  er  senkrecht 
zur  Polarisationsebene  ist.  Die  Deutung  von  I,  ^,  5  als  Lichtvektor 
führt  also  zur  Fresnelschen  Definition  der  Schwingungsnditung, 

2«  Erweiterte  meohanisclie  Theorien.  Die  rein  elastischen 
Theorien  stoßen  auf  Schwierigkeiten,  wenn  es  sich  um  das  Problem 
der  Reflexion  und  Brechung  ebener  Wellen,  also  um  die  Aufstellung 
der  Bedingungen  handelt,  welche  an  der  Grenze  zweier  beliebiger, 
verschiedener  Medien  gelten  müssen;  denn  die  Forderung  der  Theorie 
der  Elastizität  fester  Körper,  daß  in  einer  Grenzfläche  die  Verrückungen 
und  die  Druckkräfte  beiderseits  übereinstimmen  müssen,  führt  nicht 
ohne  weiteres  auf  die  erfahrungsmäßig  festgestellten  Gesetze  fQr  die 
Intensität  der  reflektierten  und  gebrochenen  Wellen.  Außerdem  treten 
diese  Theorien  dadurch  in  Widerspruch  mit  der  Erfahrung,  daß  sie 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  ebener  Wellen,  die  sich  ja  durch 
die  elastischen  Konstanten  des  Mediums  bestimmen,  als  unabhängig 
von  der  Schwingungsdauer  ergeben,  also  die  Erscheinungen  der  Dis- 
persion nicht  zu  erklären  vermögen. 

Daher  sah  man  sich  veranlaßt,  die  mechanischen  Lichttheorien 
dadurch   zu    erweitern,    daß  man   außer  den  elastischen  Kräften   des 
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Äthers  Wechselwirkungen  zwischen  den  Äther-  und  ponderabelen 
Teilchen  einfiihrte.  Von  den  zahlreichen  Theorien  dieser  Art  ist  am 
rationellsten  begründet  und  am  allgemeinsten  und  vollstöndigsten 
durchgeführt  diejenige  von  W.  Voigt  ^),  welcher  über  die  bei  den 
Lichtschwingungen  wirkenden  Kräfte  weiter  keine  Annahmen  machte, 
als  daß  sie  in  yollkommen  durchsichtigen  Körpern  dem  Prinzip  der 
Erhaltung  der  Energie  genügen,  und  daß  sie  unter  keinen  Umstanden 
eine  Kompression  des  Äthers  (dem  dann  nicht  die  Eigenschaft  der 
Inkompressibilität  zugeschrieben  zu  werden  braucht)  herrorbringen, 
d.  h.  daß  infolge  der  Form  der  Bewegungsgleichungen  die  Gleichung 

r,    +  -^ — |-  ö—  ==  0   identisch   erfüllt   ist.      Es   ercfibt   sich   dann    das 

wichtige  Resultat,  daß  das  allgemeinste  in  durchsichtigen  Medien 
ohne  Drehungsvermögen  mögliche  System  von  auf  den  Äther  wir- 
kenden Kräften  die  Superposition  von  zwei  Kräftesystemen  ist,  von 
denen  das  eine  für  periodische  Wellen  Bewegungsgleichungen  von 
der  Form  (1),  das  andere  Gleichungen  von  der  Form  liefert,  welche 
aus  (5)  durch  Vertauschung  von  g,  rj,  g  mit  u,  v,  w  entsteht;  dabei 
sind  aber  die  Koeffizienten  a^^^  jetzt  Funktionen  der  Schwingungs- 
dauer. Jedes  dieser  Gleichungssysteme  für  sich  führt  also  auf  das 
Fresnelsche  Gesetz  der  Wellengeschwindigkeiten,  und  das  erste  auf 
die  Neumannsche,  das  zweite  auf  die  Fresnelsche  Bestimmung  der 
Lage  des  Lichtvektors. 

Es  ist  nun  in  den  Grrundlagen  der  Theorie  kein  Anlaß  gegeben, 
das  eine  oder  andere  der  beiden  Kräftesysteme  auszuschließen.  Die 
DiflFerentialgleichungen,  die  man  durch  Superposition  beider  erhält, 
führen  aber  auf  ein  allgemeineres  Gesetz  der  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeiten, als  das  Fresnelsche;  insbesondere  würde  bei  monoklinen 
und  triklinen  Kristallen  die  Wellenfläche  eine  niedrigere  Symmetrie  be- 
sitzen, als  bei  rhombischen,  da  bei  ersteren  ein  Zusammenfallen  der 
zwei  Achsensysteme,  in  bezug  auf  welche  je  eines  der  beiden  Kräfte- 
systeme  dreifache    Symmetrie    besitzt,    nicht   zu    erwarten    wäre. 

Demnach  genügen  die  Grundannahmen  der  verallgemeinerten 
mechanischen  Theorie  nicht,  um  mit  Notwendigkeit  die  Fresnelschen 
Gesetze  abzuleiten,  und  man  hätte  zu  diesem  Zwecke  etwa  noch  als 
Erfahrungstatsache  die  Forderung  hinzuzunehmen,  daß  die  Wellenfläche 
dreifache  Symmetrie  besitzen  muß.  Demgegenüber  besitzt  die  elektro- 
magnetische Lichttheorie  den  Vorzug,  daß  sie,  sofern  zunächst  auf  Er- 
klärung der  Dispersion  verzichtet  wird,  für  durchsichtige  Kristalle  ohne 

1)  W.  Voigt,  Wied.  Ann.  43  (1891),  p.  410. 
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weitere  Hilfsannafame;  lediglich  auf  Grund  von  Erfahrungstatsachen  auf 
elektromagnetischem  Gdnete,  zu  den  Fresnelschen  Gesetzen  führt,  wie 
wir  im  folgenden  sehen  werden. 

3.  Elektroniagnetisohe  Theorie.  Nach  der  Maxwellschen  elektro- 
magnetischen Theorie  bestehen  zwischen  den  Komponenten  des  elek- 
trischen Feldes  X,  Y,  Z  und  denen  des  magnetischen  Feldes  L,  M,  N 
in  einem  Nichtleiter  die  Beziehungen: 


(6) 


darin  ist  V  die  Verhältniszahl  der  elektromagnetischen  zur  elektro- 
statischen   Einheit    der    Elektrizitätsmenjre    =  3  •  10^®  — ,    und    die 

deutschen  Buchstaben  S,  SK,  91  bezw.  3E,  ^,  3  bedeuten  die  Kom- 
ponenten der  von  Maxwell  als  7nagnetische  bezw.  elektrische  Induktion 
oder  Verschiebung,  von  Hertz  als  Polarisationen  bezeichneten  Größen, 
welche  im  leeren  Räume  mit  den  Feldkomponenten  identisch,  in  iso- 
tropen Körpern  ihnen  proportional  sind.  Für  letztere  erhält  man, 
wenn  man  die  Proportionalitätsfaktoren  (die  „Dielektrizitätskonstante" 
imd  „magnetische  Permeabilität'^  mit  b  und  fi  bezeichnet  und  aus  dem 
ersten  Tripel  der  Gleichungen  (6)  X,  F,  Z  eliminiert: 

/-N  f/t    a*X       ^  j         d  fcL       cM       ey\ 

^'^  V*'~ct*  ^^^^  dlc\dx+   ey  +  ez)' 

und  ganz  analoge  Gleichungen  erhält  man  für  X,  T,  Z  durch  Elimi- 
nation von  Ly  M,  X  aus  dem  zweiten  Gleichungstripel.  Da  femer 
in  isotropen  Medien  zufolge  den  ursprünglichen  Gleichungen 

et\cx        ey        cz] 
ist,    so    kann   bei    der   Betrachtung    der    Fortpflanzung    periodischer 
Schwingungen  das  letzte   Glied   in   vorstehenden   Gleichungen   fortge- 
lassen werden,   und   die  Differentialgleichungen  für   alle    sechs  Feld- 
komponenten nehmen  die  Form  an 

aus  welcher  folgt,  daß  sich  elektromagnetische  Störungen  in  ebenen 
Wellen  mit  der  Geschwindigkeit 
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(9)  q  =  -T- 

fortpflanzen.  Nimmt  mau  also  mit  Maxwell  an,  daß  der  Lichtyektor 
elektromagnetischer  Natur  sei,  so  findet  man  für  isotrope,  nicht  ab- 
sorbierende (d.  h.  nichtleitende)  Medien  die  Lichtgeschicindiglccif  =  —  __ , 

oder,  da  die  magnetische  Permeabilität  optisch  durchsichtiger  Medien 
stets  nur  sehr  wenig  von  Eine  yerschieden  ist,  sehr  annähernd  gleich 
der  Lichtgeschwindigkeit  im  leeren  Räume  V  (die  wir  früher  *gleich 
der  Einheit  gesetzt  hatten)  dividiert  durch  die  Quadratwurzel  aus  der 
Dielektrizitätskonstante  —  d.  i.  die  schon  S.  69  erwähnte  MaxweUsche 
Relation,  welche  freilich  tatsächlich  wegen  der  Dispersion  nur  in 
wenigen  Fällen  und  auch  da  in  beschränktem  Umfange  erfüllt  ist 
(vergl.  hierüber  §  5). 

Für  durchsichtige  Kristalle  ist  man  nun  berechtigt,  ebenfalls  die 
magnetische  Induktion  der  Feldstärke  gleich,  d.  h.  die  Permeabilität 
=  1  zu  setzen;  denn  selbst  in  denjenigen  wenigen  Fällen,  wo,  wie 
bei  Eisensalzen,  für  konstante  oder  langsam  yeränderliche  Felder 
merkliche  Magnetisierbarkeit  besteht,  wird  dieselbe  für  sehr  schnell 
wechselnde  Felder  erfahrungsmäßig  immer  geringer  und  wahrschein- 
lich bei  einer  Wechselzahl,  wie  sie  den  Lichtschwingungen  entspricht, 
ganz  yerschwindend.  Bei  diamagnetischen  Substanzen  ist  die  Ab- 
weichung der  magnetischen  Permeabilität  von  Eins  überhaupt  stets 
so  klein  (von  der  Größenordnung  10~^),  daß  sie  hier  vernachlässigt 
werden  kann. 

Für  die  Komponenten  der  elektrischen  Induktion  der  Verschie- 
bung hat  man  in  Kristallen  erfahrungsmäßig  homogene  lineare  Funk- 
tionen der  Feldkomponenten  einzuführen,  also: 

X  =  fn  -^  +  «12^+  hz^y 
UO)  ^^s^,X  +  e,^Y+B^^Z, 

Darin  müssen  aber  die  symmetrisch  stehenden  Koeffizienten  einander 
gleich  sein,  also  e^^  =^12^  %  =  hzj  ^si  ="  ^13  >  ^^i®  ^^^^  ^^^  ^®^  Prin- 
zipien der  Thermodynamik  schließen  läßt.^)  Von  den  sechs  „dielek- 
trischen Konstanten"  Sf^j.   lassen   sich  nun    diejenigen    mit  ungleichen 

1)  Es  ist  dies  zuerst  für  den  analogen  Fall  der  magnetischen  Induktion 
von  W.  Thomson  gezeigt  worden;  Phil.  Mag.  (4)  1  (1861),  p.  186.  Papers  on 
Electricity  and  Magnetism  p.  485.  Ein  einfacher  Beweis  findet  sich  z.  B.  auch 
in  Drude 8  Optik  p.  289. 
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Indizes    zum    YerBchwinden   bringen^    indem    man    als    rechtwinklige 
Koordinatenachsen  die  Hauptachsen  der  Fläche  2.  Grades^) 

*ii^'  +  h^y^  +  %^*  +  2f2syje^  +  2s^^zx  +  2%a:y  =  Const. 
wählt.     Auf  dieses    System    der  Hauptdielektrizitäisachsen   sollen   die 
Gleichungen  fortan  bezogen^  und   die   übrig   bleibenden   drei  Koeffi- 
zienten des  Systems  (10)  —  die  Haujytdielekirizitätskonstanten  —  mit 
£j,  «2,  fj  bezeichnet  werden.    Dann  ist 

(10») .  3e  =  £iX,  |i  =  f,r,  2>  =  h2 

und  die  Maxwell -Hertzschen  Gleichungen  (8)   für  nichtabsorbierende 
Kristalle  lauten: 


(11) 


Aus  dieser  Form  der  Differentialgleichungen  ist  unmittelbar  ersicht- 
lich, daß  die  jetzigen  Koordinatenachsen  2-zählige  Symmetrieachsen, 
die  Koordinatenebenen  Symmetrieebenen  sind;  also  muß  nach  d^' 
Maxwellschen  elektromagnetischen  Theorie  jeder  durchsichtige  Kristall 
hinsichtlich  seines  optischen  Verhaltens  drei  zueinander  senkrechte  Sym- 
metrieebenen  besitzen,  wie  es  tatsächlich  —  den  Fresnelschen  Gesetzen 
entsprechend  —  der  Fall  ist,  wenn  man  von  der  Dispersion  (und 
etwaigem  optischen  Drehungs vermögen)  absieht. 

Behufs  weiterer  Behandlung  der  sechs  Differentialgleichungen  (11) 
kann  man  aus  ihnen  zunächst  drei  partielle  Differentialgleichungen 
für  die  Komponenten  eines  der  in  ihnen  vorkommenden  Vektoren  — 
also  der  magnetischen  Feldstärke,  oder  der  elektrischen  Verschiebung, 
oder  der  elektrischen  Feldstärke  —  ableiten. 

Für  die  magnetische  Fddstärke  erhält  man,  indem  man  das  erste 

Gleichungstripel  nach  t  differenziiert  und  ^,  -:t— ,  ^  aus  dem  zweiten 
einsetzt: 

^     ^  dt*         f,  cz\dz        dx)        a,  dy\dx        cy) 

und  analoge,  durch  zyklische  Vertauschung  der  Zeichen  hieraus  zu 
bildende  Gleichungen  für  31  und  N.     Diese  Gleichungen  werden  mit 

1)  Dieselbe  iet  stets  ein  EJlipsoid,  da  die  drei  Hauptdielektrizitätskonstanten 
(wie  aus  energetischen  Gründen  zu  schließen  ist)  stets  endlich  und  positiv  sein 
müssen. 
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dem  System  (1) — (4)  der  elastischen  Theorie   identisch,   wenn   man 

setzt 

w  =  Z ,    t?  =  My     IV  =  N, 

*l  *i  *s 

Hätten  wir  das  Koordinatensystem  nicht  spezialisiert^  so  würde  gelt^ 

WO  unter  a'hk  die  Koeffizienten  der  durch  Umkehrung  des  Systems  (10) 
entstehenden  Gleichungen 

(10')  r  =  .;.x  +  £22D  +  ^»3, 

z  « £;i3E  +  5^?)  +  ««3 

yerstanden    sind.     Die    magnetische   Feldstärke   genügt    also   denselben 
THfferentialgleichnngen,  wie  der  Netimannsche  Lichtiekior, 

Für   die   elelirische  Verschiebung   ergibt    die   in   ähnlicher  Weise 
ausgeführte  Elimination  von  jL,  M,  N  die  Differentialgleichungen: 

(13)     qf  -  -^"  Ax  - ;  r'j  +  ""k + '-'% 


welche  mit  dem  auf  die  Hauptachsen  bezogenen  System  (5)  identisch 
werden,  wenn  man  X,  ?),  3  durch  $,  iy,  5  ersetzt.  Somit  entspricht 
die  ^yclelirische  Verschiebung'^  dein  Lichtvektor  im  Fresnelsdien  Sinne, 
wie  wir  unten  auch  noch  direkt  zeigen  werden. 

Die  dritte  nach  der  elektromagnetischen  Theorie  mögliche  Ver- 
fügung über  den  Lichtvektor,  wonach  dieser  gleich  der  elektrischen 
Feldstärke  gesetzt  wird,  ergibt  für  seine  Komponenten  Differential- 
gleichungen, welche  mit  denen  der  mechanischen  Lichttheorien  von 
Sarrau*),  Boussinesq^)  und  Rayleigh  (modifiziert  von  Glaze- 
brook)*)  übereinstimmen.  Diesen  Theorien  zufolge  ist  der  Licht- 
Tektor  senkrecht  zum  Strahl  in  der  Ebene  von  Strahl  und  Wellennor- 
male  gelegen,  also  senkrecht  zur  Polarisationsebene  des  Strahls, 

Um  das  Gesetz  der  Fortpflanzung  ebener  Wellen  aufzusuchen,  ist 
es  einerlei,  welches  von  diesen  drei  Systemen  von  Differentialglei- 
chungen man  integriert-,  denn  die  drei  erwähnten  Vektorgrößen  sind 

1^  Sarrau,  Liouv.  Joum.  (2)  12  (1867),  p   1;  13  (1868),  p.  59. 

2;  BouBsinesq,  Liouv.  JouHi.  (2)  13  (1868),  p.  313,  340,  425;  17  (1872), 
p.  167;  18  (1878),  p.  361. 

8)  Rayleigh,  Phil.  Mag.  (4)  41  (1871),  p.  619.  Glazebrook,  Phil.  Mag. 
<5i  26  (1888),  p.  621. 

Poe  kell,  Kristalloptik.  6 
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ja  durch  die  ursprünglichen  Gleichungen  (10)  und  (11)  miteinander 
verknüpft;  so  daß  durch  einen  yon  ihnen  die  beiden  anderen  mitbe- 
stimmt sind.  Die  je  nach  der  elektromagnetischen  Bedeutung  des 
Lichtvektors  sich  verschieden  ergebende  Orientierung  desselben  gegen 
Polarisationsebene;  Strahl  und  WeUennormale  kann  auch  nicht  zur 
t]ntscheidung  zwischen  den  drei  Gruppen  von  Theorien  dienen;  denn 
es  ist  bislang  nicht  experimentell  entschieden  —  und  für  das  Innere 
eines  Kristalls  ist  dies  auch  an  sich  unmöglich  — ,  durch  welchen  jener 
Vektoren  die  Lichtempfindung  bedingt  wird.  Die  Versuche  mit  stehen- 
den Lichtwellen  von  Wiener  und  von  Drude  und  Nernst,  welche 
gezeigt  haben,  daß  die  photographische  und  die  Fluoreszenz  Wirkung 
polarisierten  Lichtes  in  isotropen  Medien  von  dem  zur  Polarisations- 
ebene senkrechten  —  dem  Fresnelschen  —  Vektor  abhängt,  machen 
es  allerdings  in  hohem  Maße  wahrsclieifdich,  daß  dasselbe  auch  für 
die  physiologische  Lichtwirkung  zutrifft.  Danach  wäre  also  der  Licht- 
vektor in  der  elektromagnetischen  Theorie  entweder  als  die  elektrische 
Feldstarke  oder  die  elektrische  Verschiebung  zu  deuten,  —  als  welches 
von  beiden,  bleibt  noch  unentschieden,  weil  in  isotropen  Medien  beide 
der  Richtung  nach  zusammenfallen.  Wir  wollen  die  elektrische  Ver- 
schiebung als  Lichtvektor  wählen  (was  durch  die  Auffassung  der  Licht- 
wirkung als  Elektrolyse  sich  wahrscheinlich  machen  läßt)  und  also 
das  Gleichungssystem  (13)  integrieren.  Wir  führen  von  vornherein 
die  Annahme  ein,  daß  es  sich  um  Störungen,  die  in  periodischen,  ebenen 
Wellen  fortschreiten,  handelt.  Haben  g,  v^,  v^,  v^  die  frühere  Bedeu- 
tung, so  sind  dann  X,  ?),  3  ^'^  Funktionen  von  VyX  +  v^y  +  r^e  —  qty 
und  es  gilt  folglich,  wenn  man  mit  X"  etc.  die  zweiten  Derivierten 
nach  diesem  ganzen  Argument  bezeichnet: 

?^  =  2'X",  !-^  =  Vi'3e",  i^?  =  V3E",  /-   -v^v^^'\   AX-r,    usw. 

yt  yt  yt 

Schreibt  man  noch  zur  Abkürzung  a*  fftr  — ,  &'  für  — ,  c*  für  — , 
so  gehen  hierdurch  die  Gleichungen  (13)  über  in: 

(14)  (a»  -  6«)  W  +  V, {v, aT  +  r,6»?)"  +  v.c'S")  =  0 , 

Hieraus  hat  man  X",  2)",  3"  zu  eliminieren,  um  die  Beziehung  zwischen 
q  und  i/j,  Vg,  v^,  also  die  Gleichung  der  Normalenfläche,  zu  finden. 
Diese  Elimination  ist  am  einfachsten '  ausführbar  imter  Berücksich- 
tigung der  aus  dem  zweiten  Tripel  der  Grundgleichungen  (11)  fol- 
genden Gleichung 


ct\cx^  dy  ^  cz)       "' 
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dy 
oder 

Dividiert  man  nämlich  die  erste  Gleichung  (14)  durch 

die  zweite  und  dritte  durch  die  analogen  Produkte  (welche  sämtlich 
im  allgemeinen  nicht  gleich  Null  sein  können)  und  addiert  sie  dann, 
so  erhält  man: 

das  ist  aber  die  Fresndsche  Gleidmng  der  Normalenfläche  (Gl.  5,  Kap.  II). 
Aus  den  Gleichungen  (14)  folgt  sodann,  wenn  man  für  q  eine  der 
Wurzeln  q^^  vorstehender  Gleichung  einsetzt,  die  Proportion 

und  dieselbe  Proportion  gilt  auch  für  3E,  ^,  3  selbst,  da  diese  Größen 
in  einer  Welle  homogenen  Lichtes  periodische  Punktionen  der  Zeit 
(also  auch  des  ganzen  Argumentes)  mit  gleicher  Periode  sein  müssen. 
Demnach  kann  der  Vektor  X,  %  3  ^^  3^^^  Fortpflanzungsrichtung 
ebener  Wellen  zwei  feste  Richtungen  haben,  deren  Richtungskosinus 
proportional  den  Größen 


'Zä*-«''  an'-b*'  <h'-c'' 
sind  imd  folglich  mit  den  durch  die  Gleichung  (6),  Kap.  U,  definierten 
Richtungskosinus  :Cj^j^  der  Normale  zur  Polarisationsebene  überein- 
stimmen. Also  haben  wir  in  der  Tat  das  schon  oben  (S.  81)  aus- 
gesprochene Resultat,  daß  die  Richtung  der  elektrischen  Verschiebung, 
als  Schwingungsrichtung  der  Licht  wellen  gedeutet,  der  Fr  esn  eischen 
Schwingungsrichtung  entspricht. 

Wir  wollen  noch  die  Frage  nach  der  Richtung  der  beiden  anderen 
Vektoren,  welche  nach  der  elektromagnetischen  Theorie  als  Licht- 
vektor gedeutet  werden  könnten,  beantworten. 

Die  elelirische  Feldsfärle  bestimmt  sich  aus  der  Verschiebung 
gemäß  den  umgekehrten  Gleichungen  (10): 

*1  *8  *8 

Mit  Rücksicht  auf  die  Definition  von  a,  6,  c  und  die  Gl.  (16)  folgt  also 

(17)  X  :  r :  Z  =  a«X  :  i»^D  :  c^3  =  g^L^..  ••  ,/'^\^  =  /l''«. " 

6* 
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Nach  den  Entwicklungen  von  Kap.  II,  §  15  sind  die  Größen  der 
rechten  Seite  zugleich  proportional  den  Richtungskosinus  der  Nonnale 
des  Indexdlipsoids,  welche  senkrecht  zum  Strahl  ist  und  mit  ihm  imd 
der  WeUennormale  in  einer  Ebene  liegt.  Folglich  ist  die  dekirische 
Feldstärke  senkrecht  mm  Strahl  und  liegt  in  derjenigen  Ebene,  welche 
Strahl,  Wellennormale  und  Fresnelsche  Schwinguugsrichtung  enthält. 
Betreffs  der  magnetischen  Feldstärke  folgt  aus  dem  ersten  Tripel 
der  Gleichungen  (11),  daß  ihre  Komponenten  i,  M,  N  proportional 
sind  mit 

und  daß  folglich 

v^L  +  iK^M+  v^N=  0 
und 

XL  +  Y3I+ZN^0 

ist.  Diese  letzteren  beiden  Relationen  besagen,  daß  die  magnetische 
Feldstärke  in  ebenen  elektromagnetischen  Wellen  senkrecht  ist  zur 
Wellennormale  und  zur  elektrischen  Feldstärke  (nach  dem  vorhergehen- 
den also  auch  zur  elektrischen  Verschiebung),  tind  somit,  als  Lidit- 
velctor  gedeutet,  mit  der  Folarisationsrichtung  der  Welle,  d.  i.  mit  dem 
Ketwiannschen  lAchtvektor,  der  liichtung  nach  zusammenfällt.  Hiermit 
sind  die  sämtlichen  oben  vorweggenommenen  Behauptungen  bewiesen. 

4.  Mögliche  Abweichungen  vom  Fresnelschen  Gesetze  nach 
der  elektromagnetischen  Theorie.  Wir  sahen  in  §  2,  daß  die  ver- 
besserte mechanische  Theorie  zunächst  auf  ein  allgemeineres  Gesetz 
der  Lichtfortpflanzung  in  Kristallen,  als  das  Fresnelsche,  führte.  Ein 
ganz  analoges  Resultat  ergibt  nun  die  elektromagnetische  Theorie, 
wenn  man  in  ihre  Grundgleichungen  nicht  die  Vereinfachung  einfuhrt, 
daß  man  die  magnetische  Permeabilität  konstant  gleich  Eins,  d.  h. 
gleich  der  des  leeren  Raumes,  setzt.  Zwar  ist  diese  Vereinfachung, 
wie  schon  oben  betont  wurde,  durch  die  über  die  Magnetisierungs- 
konstanten vorliegenden  Erfahrungen  wohlbegründet;  aber  da  sie  doch 
immerhin  nur  eine,  wenn  auch  weitgehende  Annäherung  ist,  und  da 
man  neuerdings  auch  meßbare  Abweichungen  vom  Fresnelschen  Ge- 
setze, zu  finden  geglaubt  und  mit  dem  eben  erwähnten  Umstände  in 
Verbindung  gebracht  hat,  so  wird  es  nicht  überflüssig  sein,  auf  diesen 
Punkt  noch  kurz  einzugehen. 

Werden  die  magnetischen  Permeabilitäten  nicht  gleich  Eins  ge- 
setzt, so  müssen  sie  in  Kristallen  auch  nm  der  Eicfitung  des  magne- 
tischen Feldes  abhängen,   und  es  werden  für   die  Komponenten  der 
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magnetischen  Induktion  ganz  analoge  Gleichungen  gelten,  wie  wir  sie 
unter  (10)  für  diejenigen  der  elektrischen  aufstellten,  also 

(18)  m^iL,^L  +  i^,^M+ii,^N, 

Dieselben  lassen  sich  zwar  auch  durch  Wahl  eines  speziellen  Koordi- 
natensystems auf  die  einfache  Form 
(18*)  S  =  .«iii,     SR-iLCgJtf,     SSi^iL^N 

reduzieren,  aber  dieses  Koordinatensystem  —  das  magnetische  Sym- 
metrieachsensystem —  ist  im  allgemeinen  verschieden  von  dem  System 
der  dielektrischen  Symmetrieachsen,  welches  wir  vordem  zur  analogen 
Vereinfachung  der  Beziehungen  (10)  eingeführt  hatten.  Man  kann 
also  nicht  gleichzeitig  die  vereinfachten  Beziehungen  (10*)  und  (18') 
zwischen  elektrischer  und  magnetischer  Induktion  einerseits  und  Feld- 
stärke andererseits  herbeiführen,  außer  wenn  durch  die  Symmetrie  des 
KristaUes  die  Koinzidenz  des  dielektrischen  und  magnetischen  Sym- 
metrieachsensystems bedingt  ist,  was  der  Fall  ist  beim  rhombischen 
und  hexagonalen,  rhomboedrischen,  tetragonalen  Kristallsystem.  (Für 
letztere  drei  sind  überdies  zwei  der  Konstanten  Ej^  sowie  fij^  einander 
gleich.) 

Setzen  wir  zunächst  einmal  den  —  wirklich  freilich  nicht  vor- 
kommenden —  Fall,  daß  die  magnetische  Permeabilität,  nicht  aber 
die  Dielektrizitätskonstante  b  von  der  Richtung  abhängig  sei,  so  er- 
halten wir,  bezogen  auf  ein  beliebiges  Achsensystem,  statt  (11)  die 
Gleichungen 

I  V  et        cz        dy' 

(19) 

T  tT  =  dy  ('""^  +  f»^»^  +  '*»'^)  -  Ä  (/^"^  +  '*"^  +  '*"^)' 

worin  fiii  •  •  •  y^tz  •  •  •  die  Koeffizienten  sind,  welche  bei  Umkehrung 
des  Systems  der  linearen  Gleichungen  (18)  auftreten.  Aus  diesen  zwei 
Gleichungstripeln  folgt  durch  Elimination  der  elektrischen  Feldkom- 
ponenten das  System: 

wo  gesetzt  ist 
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Dieses  Gleichungssystem  entspricht  vollständig  dem  System  (5), 
in  welches  es  übergeht,  wenn  man  die  Variabein  S,  SD?,  9i  mit  |,  ly,  ^ 
und  —  •  yi^hk  mit  a^^^^  vertauscht;  bei  Einführung  der  magnetischen 
Symmetrieachsen  erhielte  man  also  ein  System,  welches  ganz  die 
Form  der  Gleichungen  (13)  für  X,  %  3  besitzt.     Daraus  folgt: 

In  dem  (gedachten)  Falle,  daß  das  magnetische  Verhalten  von  der 
Bichtting  abhängt  und  das  dielelirische  nicht,  gelten  ebenfalls  die  Fresnel- 
sehen  Gesetze,  aber  es  ist  die  magnetische  Induktion  zu/r  optischen 
Polarisationsebene  senkrecht,  die  elektrische  Verschiebung  (oder  die  hier 
ihr  gleichgerichtete  elektrische  Kraft)  eu  derselben  parallel. 

Hätte  man  aus  (19)  die  drei  Differentialgleichungen  für  X,  %  3 
gebildet,  so  hätten  diese  in  der  Tat  die  Form  der  Gleichungen  (1) 
erhalten,  woraus  die  Übereinstimmung  der  elektrischen  Verschiebung 
mit  dem  Neumannschen  Lichtvektor  hervorgehen  würde. 

Im  allgemeinsten  Falle  nun,  daß  sowohl  das  magnetische  als  das 
dielektrische  Verhalten  mit  der  Richtung  variiert,  gelten  für  die  elek- 
trische oder  die  magnetische  Verschiebung  Differentialgleichungen, 
welche,  ganz  analog  denen  der  allgemeinen  mechanisdien  Theorie  von 
Voigt,  als  Superposition  der  bisher  betrachteten  beiden  Typen  (1)  und 
(5)  gedeutet  werden  können.  Ihre  Integration  führt  also  zu  einer 
WeUennormalenfläche,  welche  von  der  Fresnelschen  verschieden  ist 
und  bei  monoklinen  und  triklinen  Kristallen  der  dreifachen  Symmetrie 
entbehrt.  Dieselbe  (bezw.  die  zugehörige  Sti-ahlenfläche)  ist  zuerst 
von  Heaviside^),  sodann  von  Hertz*)  (für  rhombische  Kristalle), 
Raveau^),  Larmor*)  und  Sella^)  untersucht  worden.  Letzterer 
findet  für  die  allgemeinste  Normalenfläche  die  Gleichung: 

0=  ^*i-  f.{ nVAi  +  •••  +  •••  +  ^v,v,is'(,\,  +  .•.+.••} 

(20)     +  [v,\bX  +...  +  ...+  2.,v,(0.3  +•••  +  •••]•  [V(,"')n  +  •  •  • 

+  2v,v,(ii%, +  ■■■  +  ..  .]■ 
darin  sind  die  konstanten  Koeffizienten  gewisse  Aggregate  der  oben 
definierten  £a*  und  ^l,i.,  deren  Bildungsgesetz  aus  folgenden  Beispielen 
ersichtlich  ist: 

1)  0.  Heaviside,  Phil.  Mag.  (5)  19  (1885),  p.  397;  London  Proc.  Roy.  See. 
65  (1899),  p.  80. 

2)  H.  Hertz,  Wied.  Ann.  40  (1890),  p.  622. 

3)  C.  Raveau,  C.  R.  112  (1891),  p.  1056. 

4)  J.  Larmor,  Proc.  London  Math.  Soc.  24  (1893),  p.  272. 

5)  A.  Sella,  Accad.  d.  Lincei  Rend.  (5)  4*  (1895),  p.  287. 
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(Oll  —  ^22 «38  —  («2'8)^       (O23  =■  «12^13  ^  «il«2S  • 

Für  rhombische  Ejistalle  vereinfacht  sich  die  Gleichung  erheblicli  und 
laßt  sich  auf  die  der  Fresnelschen  ähnliche  Form  bringen: 

worin 


ist.  Der  Unterschied  gegen  die  Fresnelsche  Gleichung  ((5),  Kap.  11) 
liegt  in  dem  Auftreten  des  Ton  der  Normalenrichtung  abhängigen 
Faktors  M*  im  Nenner,  welcher  in  Wirklichkeit  aber  nur  sehr  wenig 
von  1  abweichen  kann.  Die  Abweichung  der  allgemeinen  Normalen- 
fläche (21)  von  der  Fresnelschen  zeigt  sich  unter  anderem  darin,  daß 
unter,  ihren  Schnittkurven  mit  den  Symmetrieebenen  keine  Kreise  mehr 
vorkommen.  Bei  optisch  einachsigen  Kristallen  gilt  dies  auch  noch 
vom  Meridianschnitt;  es  würde  also  in  denselben  keine  ordentliche 
Welle  von  konstanter  FortpfUmzungsgeschwindigkeit  existieren. 

Abweichungen  dieser  Art  vom  Huygensschen  Gesetze  glaubte 
neuerdings  C.  Viola  ^)  am  Quarz  und  Turmalin  nachgewiesen  zu  haben. 
Allein  bei  Wiederholung  jener  Beobachtungen  unter  Vermeidung  bezw. 
Berücksichtigung  aller  Fehlerquellen  haben  Mace  de  Lepinay')  am 
Quarz,  Wülfing^)  und  mit  noch  größerer  Genauigkeit  Nakamura^) 
am  Turmalin  die  ordentliche  Lichtgeschwindigkeit  völlig  unabhängig 
von  der  Fortpflanzungsrichtung  und  das  Hujgenssche  Gesetz  bestätigt 
gefunden.  Die  abweichenden  Resultate  Violas  waren  demnach  wahr- 
scheinlich teils  durch  Fehler  der  Beobachtungsmethode  (z.  B.  durch 
den  Einfluß  einer  Krümmung  der  Prismenflächen  bei  den  Beobach- 
tungen nach  der  in  Kap.  V,  §  1  zu  beschreibenden  Stokesschen  Me- 
thode), teils  durch  Inhomogenität  der  angewandten  Kristalle  verursacht. 
In  der  That  waren  auch  die  von  Viola  beobachteten  Abweichungen 
erheblich  größer,  als  sie  gemäß  den  angeführten  Resultaten  der  elek- 
tromagnetischen Theorie  in  Anbetracht  der  geringen  Differenzen  der 
magnetischen  Permeabilitäten  jener  Kristalle  sein  müßten. 

1)  C.  Viola,  Ztschr.  f.  KrißtaUogr.  32  (1900),  p.  661,  667;  34  (1901),  p.  281 ; 
37  (1902),  p.  120. 

2)  Macä  de  L^pinay,  Ztschr.  f.  Kristallogr.  34  (1901),  p.  280. 

3)  A.  Wülfing,  Zentralbl.  f.  Miner.  1901,  p.  299. 

4)  S.  Nakamura,  Göttinger  Nachr.  1908,  p.  100. 
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Wir  kommen  also  zu  dem  Schluß  ^  daß  sowohl  nach  den  vorlie- 
genden Beobachtungen^  als  nach  der  elektromagnäischen  Lichttheorie  das 
HuygenS'Fresnelsclie  Gesetz  det-  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  inner- 
halb der  mit  den  heutigen  Beobachtungsmethoden  erreichbaren  Genauig- 
Tceitsgrenzen  gültig  ist 

5.  Erweiterung  der  elektromagnetiBOhen  Theorie  zur  Erklärung 
der  Dispersion;  Elektronentheorie  des  Lichts.  Die  elektromagnetische 
Theorie  in  der  in  §  3  dargelegten  ursprünglichen  Form  führt  also 
zwar  ohne  weiteres  auf  die  Fresnelschen  Gesetze  der  Lichtfortpftanzung 
in  durchsichtigen  Kristallen,  ergibt  aber  Iceine  Erklärung  der  Erschei- 
nungen der  Dispersion,  d.  h.  da-  Abhängigkeit  der  optisclien  Parameter 
von  der  Schwingungsdauer,  da  sich  ja  die  letzteren  durch  die  elek- 
trischen Konstanten  des  Kristalls  bestimmen.  Um  dieser  Abhängig- 
keit Rechnung  zu  tragen,  bedürfen  also  die  elektromagnetischen 
Gleichungen  gewisser  Erweiterungen,  durch  welche  freilich  der  Vorzug 
der  elektromagnetischen  Lichttheorie,  die  Gesetze  der  Optik  hypothesen- 
frei aus  den  rein  elektromagnetischen  Erscheinungen  herzuleiten,  zum 
Teil  verloren  geht.  Immerhin  lassen  die  in  den  Grundgleiehungen 
hinzuzufügenden  Glieder  eine  anschauliche  physikalische  Deutung  zu, 
die  auf  der  unter  anderem  durch  die  Erscheinungen  der  Elektrolyse 
nahegelegten  Vorstellung  beruht,  daß  an  den  Körperatomen  positive 
und  negative  elektrische  Elementarteilchen  —  „Elektronen"  —  haften, 
welche  in  einem  periodisch  wechselnden  elektrischen  Felde,  wie  es 
in  den  Lichtwellen  gegeben  ist,  Schwingungen  um  eine  Gleichgewichts- 
lage ausführen  können.  Da  nun  die  Dispersion  bei  Anwesenheit 
ponderabeler  Materie  stets  auftritt,  dagegen  im  leeren  Räume  fehlt, 
so  hat  man  diese  Elektronentheorie  des  Lichts  konsequenterweise  so 
ausgebildet,  daß  der  gesamte  Einfluß  der  ponderabelen  Materie  auf  die 
Lichtfortpflanzung,  nicht  nur  die  Dispersion,  auf  das  Mitschwingen 
der  Elektronen  zurückgeführt  wird. 

Die  Grundztige  dieser  Theorie  sind  folgende. 

An  den  Maxwellschen  Grundgleichungen  (6)  wird  unter  allen  Um- 
ständen festgehalten.  Dagegen  sind  die  Beziehungen  (10)  zwischen  den 
Komponenten  der  elektrischen  Verschiebung  (X,  ^,  3)  und  denen  des 
elektrischen  Feldes  (X,  Y,  Z)  durch  andere  zu  ersetzen.  Der  Unter- 
schied der  elektrischen  Verschiebungs-  und  Feldkomponenten  wird  jetzt 
der  durch  das  Feld  bewirkten  Verschiebung  der  Elektronen  aus  ihren  Ruhe- 
lagen zugeschrieben;  wenn  verschiedene,  durch  den  Index  ^  zu  unterschei- 
dende Elektronenarten  vorhanden  sind,  wird  also  z.  B.  X  die  Form  haben 
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(22)  3e  =  X  +  IX„ 

wo  Xj  den  von  der  ä*®*  Elektronenart  herrührenden  Anteil  der  Ver- 
schiebungskomponente parallel  der  X-Achse  bedeutet.  Dieses  X^ 
(die  ^^molekulare  Polarisation*^)  ist  nun  der  Verschiebung  der  Elek- 
tronen aus  ihrer  Ruhelage  (für  welche  das  gesamte  elektrische  Moment 
der  Volumeinheit  Null  ist)  *  proportional,  und  diese  Verschiebung 
ihrerseits  wird  bei  stationärem  Zustande  der  elektrischen  Feldstarke 
proportional  gesetzt  werden  können,  wie  dies  ja  einleuchtend  ist,  wenn 
eine  quasi* elastische  Kraft  die  Elektronen  in  ihre  Ruhelagen  zurück- 
zieht. (In  der  Notwendigkeit,  eine  solche  Kraft  anzunehmen,  liegt 
freilich  vorerst  etwas  Unbefriedigendes,  solange  man  ihr  nicht  auch 
eine  plausible  elektromagnetische  Deutung  zu  geben  vermag.)  In 
einem  Kristall  wird  die  Verschiebung  der  Elektronen  im  allgemeinen 
nicht  in  der  Richtung  des  Feldes  erfolgen,  und  somit  bei  konstantem 
Feld  zu  setzen  sein 

(23)  A-,i,X, +*„,?),  + fc,„3,-c,X    . 


oder  auch 

('23')  X;^  -  e,i ^ X  +  «12 ^Y+e,^^Z 


Hieraus  folgt  zunächst  für  ein  konstantes  Feld: 

(24)  ^  ^  ^^^  +  ^'^^*^  +  ^^'"'*  +  ^^'^«'* 

und  die  Vergleichung  dieser  Relationen  mit  denjenigen  (10)  ergibt 
für  die  elektrostatisch  bestimmbaren  dielektrischen  Konstanten  des 
Kristalls  die  Werte: 

(25)  hi^^+^'hiu     «la^-^^^'^iSÄ.     hz-2''hzh     usw-^ 
wobei  sich  auch   die  Beziehungen  f^^  =  t^^   aus  der  Eigenschaft  der 
quasi-elastischen  Kräfte,  ein  Potential  zu  besitzen,  von  selbst  ergeben 
(da  diese  Eigenschaft  zunächst  die  Gleichheit  von  Ä:^^^  und  k^^j^  in 
(23)  erfordert). 

Ist  das  elektrische  Feld  zeitlich  veränderlich,  so  müssen  sich  die 
Elektronen  hetvegen,  und  es  kommen  zu  den  durch  die  linken  Seiten 
von  (23)  gegebenen  „quasi-elastischen"  Kräften  die  mit  den  Beschleuni- 
gungen proportionalen  Trägheitswiderstände  hinzu  —  sei  es  nun, 
daß  die  Elektronen  an  ponderabeln  Teilchen  haften  oder  daß  sie  nur 
„scheinbare"  (elektromagnetische)  Masse  besitzen  — ,  und  es  gelten  bei 
Abwesenheit  von  Reibungswiderständen,  welche,  wie  wir  später  sehen 
werden,  Absorption  zur  Folge  haben  würden,  für  die  X^,  ^^,  3^  Be- 
wegungsgleichungen von  der  Form 
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(26)  A'ia.X,  +  A-^sA?)/.  +  %  ~^.i'  +  hin^k  ^  ^h  5^ 

^*8a 

*18a3^ä  +  hzh^h  +  *Ma3a  i"  ^^A  -^^i     =  ^h^' 

Sind  nun,  wie  es  in  einer  Welle  homogenen  Lichtes  der  Fall 
ist,  X,  F,  Z  trigonometrische  Funktionen  der  Zeit  Ton  gleicher 
Periode  T,  so  gilt  dasselbe  von  den  3k\,  ^^,  3aj  tind  ©s  ist  folglich 

wo  '&  für  -^  gesetzt  isi    Hierdurch  gehen  die  Qt\.  (26)  Aber  in 


(27) 

und  wenn  man  jetzt  nach  3E;^,  ^;^,  3a  auflöst: 

(27)  3e,-4*)x  +  4*)r+4-:)z 


80  sind  die  Koeffizienten  Yon  X,  F,  Z  Funktionen  der  Schwingungs- 
dauer.  Dies  gilt  somit  auch  von  den  Koeffizienten  f^^^^,  welche  jetzt 
in  dem  aus  (22)  hervorgehenden,  zu  (10)  analogen  Gleichungssystem 
für  die  Gesamtkomponenten  X,  ?),  3  auftreten,  und  welche,  wie  wir  in 
§  3  sahen,  als  die  sechs  optischen  Parameter  des  Kristalls  angesehen 
werden  können.  Die  Annahme  mitschwingender  träger  elektrischer 
Teilchen  (Elektronen)  erklärt  also  die  Abhängigkeit  der  optischen 
Parameter  von  der  Schwingungsdauer,  also  die  Erscheinungen  der  Dis- 
persion, und  zwar  kann  man  durch  hypothetische  Annahme  beliebig 
vieler  verschiedener  Arten  solcher  Teilchen  zu  Formeln  gelangen,  welche 
jedes  beliebige  Dispersionsgesetz  annähernd  darzustellen  vermögen. 

In  dem  bei  allen  Kristallen  von  rhombischer  und  höherer  Sym- 
metrie vorliegenden  Falle,  daß  drei  bestimmte  zueinander  senkrechte 
Richtungen  existieren,  für  welche  alle  molekularen  Polarisationen 
in  die  Feldrichtung  fallen,  wird  bei  Zugrundelegung  dieses  Hanpi- 
achsensystems: 

wo  die  allein  übrigbleibenden  Konstanten  Ä*  vereinfacht  nur  mit  zwei 
Indizes  geschrieben  sind.     Weiter  ergibt  sich  hiernach 
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^12  ^  *«3  '^  hl  ~  ^  > 

letztere  drei  Größen  sind  aber  nach  den  Ausführungen  des  §  3  den 
Quadraten  der  drei  Hauptbrechungsindiges  («*,  ß^,  y*)  gleich.  Dispersions- 
formeln von  der  sich  so  ergebenden  Form  sind  z.  B.  für  Steinsalz,  Fluß- 
spat, Sylvin  und  den  ordentlichen  Strahl  im  Quarz  aufgestellt  worden 
und  schließen  sich  den  Beobachtungen  schon  mit  zwei  bezw.  drei 
Gliedern  in  einem  weit  über  das  sichtbare  Spektrum  hinausreichenden 
Gebiete  sehr  gut  an^). 

Man  sieht  leicht,  daß  für  die  Dispersion  diejenigen  Schwingungs- 
dauern  eine  ausgezeichnete  Rolle  spielen,  fQr  welche  einer  der  Nenner 

Tersch windet;  dies  sind  —  wie  aus  den  Gleichungen  (26)  hervorgeht, 
wenn  man  in  ihnen  X,  Y,  Z  ==^  0  setzt  — ,  die  Eigenschwing^ungsda/uem 
der  Elektronen.  Liegen  diese  (TJ  sämtlich  außerhalb  des  in  Betracht  zu 
ziehenden  Spektralbereichs,  so  kann  man  die  einzelnen  Summenglieder 

in  Reihen  nach  Potenzen  von  -:—  =  J5    oder  von  -^  ^-Pr i©  nach- 

dem  %•  <i%'j^  oder  >  -ö-^  ist  —  entwickeln  und  erhält  so  für  die 
Brechungsindizes   die   bekannten  Dispersionsformeln   von   der   Gestalt 

(30)  „»  =  ^  +  ^.  +  -J^  + AT-PT*--, 

welche  sich  den  Beobachtungen  an  durchsichtigen  Körpern  mit  nor- 
maler Dispersion  in  der  Tat  sehr  gut  anschließen.    Dabei  ergibt  sich 

A  =  l  +  ^'  -j—j  wo  die  Summe  nur  über  diejenigen  Glieder  zu  bilden  ist, 

für  welche  -^  =  ^j,^>^^  ist:  da  andererseits  die  Dielektrizitätskonstante 
(welche  man  aus  (30)  für  T=  oo  erhält)  durch  1  +  der  ganzen  Summe 
^y  ~-  gegeben  ist,  so  erklärt  sich,  weshalb  die  Dielektrizitätskonstante 
nicht   nur   von   n',   sondern   auch   von  dem  von   der    Periode  unab- 

1)  Vgl.  Drude,  Optik,  p.  860—61.  Für  mofioJcUne  Kristalle  hat  neuerdings 
Nakamura  (Phjs.  Zeitschr.  5  [1905],  p.  172)  die  entsprechenden  Formeln  ent- 
wickelt und  speziell  auf  die  Dispersion  der  Polari8aUo7i8hauptachsen  angewendet. 
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hängigen  Gliede  Ä  der  Entwicklung  von  «^  verschieden  ist.  Wegen 
näherer  Ausführungen  hierüber,  sowie  Ober  die  anomale  Dispersion^ 
welche  dann  vorliegt,  wenn  eine  oder  mehrere  der  Eigenschwingungs- 
dauern  in  das  für  die  Beobachtung  in  Betracht  kommende  Spektral- 
gebiet fallen  und  somit  die  betreflfenden  Glieder  der  Formeln  (29) 
nicht  in  Potenzreihen  entwickelt  werden  können,  sei  z.  B.  auf  P.D rüdes 
Lehrbuch  der  Optii,  Kap.  V,  verwiesen. 


Viertes  Kapitel. 

Geometrisches  Problem  der  Reflexion  und  Brechnng:  Richtung  der 
reflektierten  und  gebrochenen  Wellen  und  Strahlen;  totale  Reflexion. 

1.  Problemstellung.  Wenn  eine  Welle  die  Grenzfläche  zweier 
verschiedener  Medien  erreicht,  so  entstehen  im  allgemeinen  sowohl 
in  das  erste  Medium  zurückkehrende,  „reflektierte^^,  als  in  das  zweite 
Medium  eindringende,  „gebrochene"  Wellen.  Wir  können  ohne 
wesentliche  Beschränkung  voraussetzen,  daß  sowohl  die  einfallende 
Welle,  als  die  Grenzfläche  eben  und  die  beiden  Medien  homogen  sind^); 
dann  folgt  aus  dem  Huygensschen  Prinzipe,  wie  schon  in  §  3  der 
Einleitung  ausgeführt  wurde,  daß  auch  die  reflektierten  und  gebroche- 
nen Wellen  eben  sind.  Es  bieten  sich  dann  zwei  Aufgaben  dar: 
erstens  sind  die  Bichtungen  der  reflektierten  und  gebrochenen  Wellen 
und  Strahlen,  zweitens  deren  Intensitäten  zu  bestimmen;  die  erstere 
Aufgabe  kann  man  als  den  geometrischen,  die  letztere  als  den  physikali- 
schen Teil  des  Gesamtproblems  der  Reflexion  und  Brechung  bezeichnen. 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  d^m  geometrischen  Teil,  für 
dessen  Lösung  das  Huygenssche  Prinzip  und  die  in  Kapitel  I  und  II 
behandelten  Gesetze  der  Lichtfortpflanzung  ausreichen,  und  welcher 
besondere  praktische  Wichtigkeit  besitzt  als  Grundlage  der  haupt- 
sächlichsten Methoden  zur  Bestimmung  der  optischen  Konstanten  der 
Kristalle. 

Da  die  Bestimmung  des  zu  einer  gegebenen  Wellennormale  ge- 
hörigen Strahles  bereits  erledigt  ist,  so  können  wir  uns  beim  Problem 
der  Reflexion  und  Brechung  im  allgemeinen  auf  die  Betrachtung  der 
Wellennormal^n  beschränken     Die  Untersuchung  der  StrahlenrichixxiL^ 


1)  Denn  in  jedem  praktisch  in  Betracht  kommenden  Falle  trifft  dies  far 
Teile  der  Welle,  deren  Ausdehnung  groß  ist  gegen  die  Wellenlänge,  in  hin- 
reichender Annäherung  zu. 
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wird  nur  heranzuziehen  sein,  um  zu  entscheiden,  ob  eine  Welle  re- 
flektiert  oder  gebrochen  ist;  denn   da  der  Strahl  die  Richtung  der 
Energiefortpflanzung  repräsentiert,   so  wird  sich   die   Lichtbewegung 
von    der    getroffenen   Stelle    der 
Grenzfläche  aus  in  dasjenige  Me- 
dium   fortpflanzen,     in    welches 
hinein  der  entstehende  Strahl  ge- 
richtet ist,  sie  wird  also  als  eine  j^ 
reflektierte  anzusehen  sein,  wenn 
der  Strahl  in  das  erste,  als  ge- 
brochene dagegen,  wenn  der  Strahl 

in  das  zweite  Medium  weist*,  dabei  yj^  3i 

kann  es  sehr  wohl  vorkommen, 
daß  die  Wellennormale  nach  dem  anderen  Medium  hin  gerichtet  ist. 
(Siehe  Fig.  31,  wo  JOS  den  einfallenden,  OS^  einen  reflektierten  Strahl, 
ON^  die  zu  letzterem  gehörige  Wellennormale  bedeutet.) 

2.    Beflexions-    und    BreohiingsgesetB     der    Wellennormalen. 

Aus  der  schon  in  §  3  der  Einleitung  erläuterten  Konstruktion  der 
reflektierten  und  gebrochenen  Wellenebenen  auf  Grund  des  Hujgens- 
schen  Prinzips  ist  zunächst  ersichtlich,  daß,  wenn  sowohl  dasjenige 
Medium,  in  welchem  die  Welle  einfällt,  als  das  angrenzende  Medium 
kristallinisch  ist,  aus  der  einen  einfallenden  Wellenebene  im  allgemeinen 
zivei  reflektierte  und  jswei  gebrochene  hervorgehen.  Ferner  folgt  aus 
jener  Konstruktion  (vergl.  Fig.  2)  sogleich,  dass  die  reflektierten  und 
gebrochenen  Wellennormalen  stets  in  der  EinfdlUebene  liegen,  und  daß, 
wenn  i,  r^,  r^®,  r^,  r^  die  Winkel  der  einfallenden,  reflektierten  und  ge- 
brochenen Wellennormalen  gegen  das  Einfallslot,  ö'^,  ^i*^,  g^2^  2i>  &  ^i® 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  der  ihnen  entsprechenden  Wellen- 
ebenen bezeichnen,  die  Relationen  bestehen: 

das  heißt,  es  gilt  für  die  Wellennormalen  das  getvöhnliche  Brechungs- 
gesetz.  Dabei  besteht  jedoch  gegenüber  der  Brechung  an  der  Grenze 
isotroper   Medien    der   Unterschied,    daß  jetzt   die    Brechungsindizes 

n^  =  —  von  der  BicJitung  der  gebrochenen  Wellennormalen  abhängen, 

welche  selbst  erst  durch  das  Brechungsgesetz  gefunden  werden  soll; 
und  hierdurch  wird  natürlich  eine  erhebliche  Komplikation  des  Pro- 
blems bedingt.    Dasselbe  läßt  sich  aber  auf  geometrischem  Wege  in  viel 
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ein&cherer  Weise,  als  durch  die  HiiYgeiisscliey  an  die  Strahlenfläcfae 
anknüpfende  Eonstraktion,  mit  Benutzung  der  Index  fläche  (vgl. 
Kapitel  II ,  §  18)  lösen  ^),  weil  hier  die  ganze  Eonstraktion  in  einer 
Ebene  —  der  Einfallsebene  —  auszuführen  ist,  wie  wir  sogleich 
sehen  werden. 


3.  Konstruktion  mit  Hilfe  der  Indezfl&ehe.  Man  konstruiere 
um  einen  Punkt  0  der  Grenzfläche  GG  ( —  den  „Einfallspunkt"  — ) 
als  Zentrum  die  Schnittkurven  der  Indexflächen  beider  Medien  mit 
der  Einfallsebene,  welche,  wenn  beide  Medien  kristallinisch  sind,  aus 
je  zwei  geschlossenen,  sich  im  allgemeinen  nicht  schneidenden  Kurven 

(C«undCinB%32)«), 
bestehen ;  femer  trage 
man  auf  der  durch  0 
gehenden  ein&Uen- 
den  Wellennoimale 
eine  Strecke  ON^  ab, 
deren  Länge  die  rezi- 
proke Geschwindig- 
keit der  einfallenden 
Welle  repräsentiert. 
Durch  den  Endpunkt 
N^  dieser  Strecke, 
welcher  auf  der  Kurve 
C^  liegt,  ziehe  man 
eine  Senkrechte  N^P 
zur  Grenzebene;  die- 
selbe schneide  ver- 
längert die  Kurve  C®, 
außer  in  N^y  in  den 
PunkteniV,^^',^iV4^ 


und  C  in  iV^,  JVg, -Vß,  iV^. 
bindungslinien  ON^^j  OXf^ 
so  ist 


Sind  r^^,  r^  die  Neigungswinkel  der  Ver- 
gegen    das   Einfallslot    OL   (oder  N^P)y 


1)  Diese  Konstruktion  ist  von  W.  Hamilton  [Third  Supplement  etc.,  Dublin 
Trans.  17  (1833),  p.  U4]  und  MacCullagh  [Geometrical  Propositions  ...,  ibid. 
p.  252]  angegeben  worden.  Für  die  Brechung  in  isotropen  Medien  ist  sie  nach 
Reuschs  Vorgang  [Pogg.  Ann.  117  (1862)  p.  241]  allgemein  gebräuchlich. 

2)  In  der  Figur  sind  die  Kurven  für  den  Fall  eines  einachsigen  Kristalls  ge- 
zeichnet, wo  sie  je  aus  einer  Ellipse  und  einem  Kreise  bestehen.  Im  allgemeinen 
würden  sie  Kurven  vierten  Grades  sein. 
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ON^^  sin  r,«  «  0A\  sin  r^  -  ON^  sin  i  »  OP 
oder,  da  die  Strecken  ON^  als  Radien  der  Indexflache  die  (absoluten) 
Brechungsindices  n^  oder  reziproken  Normalengeschwindigkeiten   für 
die  betreflFenden  Richtungen  darstellen: 

w/  sin  r,^  =«=  n^  sin  r^^  =  «®  sir  t 

oder  .      ft        • 

8in  r^"        8in  r^ sin  t 

Demnach  sind  die  Relationen  (1)  erfüllt,  und  es  repräsentieren 
Oy^y  ON^  die  reflektierten,  ON^,  ON^  die  gebrochenen  Wellen- 
normalen. Die  Richtung  ON^  ist  die  Normale  einer  zweiten  ein- 
fallenden Welle,  welche  reflektierte  und  gebrochene  Wellen  von  der- 
selben Richtung  erzeugen  würde,  wie  es  die  gegebene  einfallende 
Welle  wirklich  tut,  —  also  einer  Welle,  welche  zwar  für  das  vor- 
liegende Problem  keine  direkte  Bedeutung  hat,  deren  Einführung  als 
(nur  gedachte)  sog.  „Hilfswelle"  aber  bei  der  Bestimmung  der  Polari- 
sation der  in  ein  isotropes  Medium  austretenden  Welle  von  Nutzen 
ist  (siehe  Kap.  VII,  §  9).  Die  Richtungen  ON^  und  ON^  gewinnen 
Bedeutung,  wenn  das  zweite  Medium  die  Gestalt  einer  planparallelen 
Platte  hat:  sie  sind  dann  die  an  deren  zweiter  Grenzebene  reflektierten 
Wellennormalen. 

Die  reflektierten  und  gebrochenen  Strahlen  sind  durch  die  von 
0  auf  die  Tangentialebenen  der  Indexfläche  in  den  Punkten  N^'^  bezw. 
N^  gefällten  Senkrechten  gegeben  (vgl.  Kap.  II,  §  18);  man  erkennt^ 
daß  die  zu  OJV^  und  ON^  geliörigen  in  der  Tat  in  das  zweite  Medium^ 
die  zu  ON^j  ON^  gehörigen  in  das  erste  gerichtet  sein  werden.  In 
der  Figur  sind  sie  nicht  darstellbar,  da  sie  im  allgemeinen  nicht  in 
der  Einfallsebene  liegen. 

Wenn  die  Strecke  OP  =  n°  sin  i  größer  ist,  als  der  Abstand  der 
zur  Grenzebene  senkrechten  Tangente  eines  Zweiges  der  Kurve  C  vom 
Einfallslot,  so  liefert  dieser  Kurvenzweig  keine  gebrochene  Welle 
mehr;  ein  Fall,  der  bei  isotropem  äußerem  Medium  immer  dann  ein- 
treten kann,  wenn  dessen  Brechungsindex  größer  ist  als  die  Haupt- 
brechnngsindizes  des  zweiten,  kristallinischen  Mediums. 

In  diesem  Falle  tritt  an  Stelle  der  verschwindenden  gebrochenen 
Welle  und  der  zugehörigen  reflektierten  eine  mit  voller  Intensität 
reflektierte^):  es  findet  totale  Reflexion  statt.     Mit  den  Bedingungen, 

1)  Außerdem  ist  allerdings,  wie  wir  in  Kapitel  VII  sehen  werden,  anch  im 
zweiten  Medium  eine  gewisse  Lichtbewegung  vorhanden,  jedoch  nur  in  nächster 
Nachbarschaft;  der  Grenzebene,  so  daß  sie  sich  für  gewöhnlich  der  Wahrnehmung 
entzieht. 
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unter  denen  dieselbe  eintritt,  werden  wir  uns  weg«a  ihrer  großen  prak- 
tischen Wichtigkeit  weiterhin  ausführlich  zu  beschäftigen  haben.  — 

Andererseits  ist  aus  der  Konstruktion  Fig.  32  ersichtlich,  daß. 
wenn  das  „obere"  Medium,  in  welchem  sich  die  einfallende  Welle 
fortpflanzt,  kristallinisch  und  letztere  die  langsamere  Welle  ist  — 
wenn  also  ON^^  die  einfallende  Wellennormale  bedeutet  —  dann  der 
Schnittpunkt  iVj®  und  somit  die  schnellere  reflektierte  Welle  ver- 
schwinden Mnn,  Dies  tritt  ofifenbar  dann  ein,  wenn  der  Einfallswinkel 
denjenigen  Wert  t  überschreitet,  für  welchen  N^  und  N^^  im  Be- 
rührungspunkt des  inneren  Zweiges  der  Kurve  C®  mit  der  vertikalen 
Tangente  zusammenfallen  und  somit  die  Strahlen,  welche  zur  lang- 
sameren reflektierten  und  zur  einfallenden  „Hilfswelle"  gehören, 
streifend  zur  Grenzfläche  verlaufen.  Dieser  Grenzwert  des  Einfalls- 
winkels, fär  welchen  die  einfache  innere  Reflexion  beginnt,  ist  offenbar 
unabhängig  von  der  Xatur  des  zweiten  (in  Fig.  32  unteren)  Mediums, 
hängt  aber  im  allgemeinen  von  der  Orientierung  der  Grenzebene  und 
der  Einfallsebene  ab.  Die  Gesamtheit  der  in  allen  möglichen  Einfalls- 
ebenen  unter  dem  entsprechenden  Winkel  i  in  einem  Punkt  der 
Grenzebene  einfallenden  Wellennormalen  erfüllt  eine,  für  den  Kristall 
und  die  gegebene  Grenzebene  charakteristische  Kegelfläche,  den  Gi'enz- 
Tiegel  der  einfachen  inneren  Reflexion, 

Dieser  Grenzkegel  ist  für  optisch  einachsige  Kristalle,  sowie  für 
zweiachsige  in  den  Fällen,  daß  die  Grenzebene  eine  optische  Sym- 
metrieebene ist,  von  Kaemmerer  näher  analytisch  untersucht 
worden*).  Es  mögen  hier  nur  die  Resultate  für  einachsige  Kristalle 
angeführt  werden.  In  solchen  von  positive^n  Charakter  der  Doppel- 
brechung existiert  der  Grenzkegel  für  die  außerordentlichen  Wellen 
und  ist,  wenn  die  Grenzebene  unter  dem  Winkel  90®  —  #  gegen  die 
optische  Achse  geneigt  ist,  ein  elliptischer  Kegel,  dessen  Achse  im 
Hauptschnitt  der  Grenzebene  ein  wenig  gegen  deren  Normale  geneigt 
ist,  und  dessen  ÖflFhungswinkel  »i  im  Hauptschnitt  und  ©j  senkrecht 
zum  Hauptschnitt  bestimmt  sind  durch 

1)P.  Kaemmerer,  Reflexion  und  Brechung  des  Lichtes  an  inaktiven 
durchsichtigen  Kristallplatten;  Dissertation  Göttingen  1904,  p.  62 — 78.  (Auch  im 
N.  Jahrb.  f.  Min.,  Beil.-Bd.  20.)  Für  einachsige  Kristalle  ist  die  Gleichung  des 
Oienzkegels  auch  schon  von  J.  Grailich,  Ber.  d.  Akad.  Wien,  math.-nat.  Kl. 
12  (1854),  p.  235 ff.,  gelegentlich  der  Untersuchung  der  Reflexion  an  einer 
Zwillingsfläche  aufgestellt  worden;  vgl.  dazu  auch  Ost  hoff,  Dissertation,  Göt- 
tingen  1904,  §  7. 
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wo  gesetzt  ist 


IV 


]/'^  +  4o8(o8-e«)cOS*^. 


Bei  schwacher  Doppelbrechung   sind  die  Winkel  -—    und  y    immer 

wenig  <  90®^  der  Kegel  also  sehr  stumpf.  Im  Falle  einer  zur  optischen 
Achse  parallelen  Grenzebene  (-ö"  =  90^)  zerfallt  er  in  ein  sich  in  der 
optischen  Achse  schneidendes  Ebenenpaar.  —  In  negativ  einachsigen 
Kristallen  ist  der  Kegel,  der  dann  von  ordenüichen  Wellennormalen 
gebildet  wird^  ebenfalls  elliptisch,  seine  Achse  fällt  aber  genau  in  die 
Grenzflächennormale,  und  seine  Öffiiungswinkel  bestimmen  sich  aus 


/o\                       •     Ml        1  /ö*C08* ^  +  e*  sin* <& 
(3)  sin  -^  ==  [/ ^ , 


"f 


0 


«"^2   -   e 


für  0-  =»  90^  wird   er   ebenfalls  zu   einem   durch   die   optische  Achse 
gehenden  Ebenenpaar. 

4.  Analytische  Lösung.  Aus  Yorstehender  Konstruktion  ergibt 
sich  folgendes  Verfahren  zur  Berechnung  der  Winkel  r^.  Wir  trans- 
formieren die  Gleichung  der  Indexfläche  ((25)  in  §  18,  Kap.  II),  welche 
in  rechtwinkligen  Koordinaten,  bezogen  auf  die  Polarisationshaupt- 
achsen X,  y,  Zj  lautet: 

{x^  -f  y»  +  z")  (b'c'x'  +  c^a}y^  +  a^^z') 
^^^        .       '-{(P'  +  c')x'  +  {€"  +  a^)y'  +  (a>  +  b')z'}  +1=0, 

auf  andere  rechtwinklige  Achsen  X',  Y',  Z',  deren  Richtungskosinas 
gegen  X,  Y,  Z  gemäß  (27)  in  Kap.  II,  §  19  bezeichnet  werden  mögen: 

i    X'    r   Z' 


Xi      «1      a,      «3 

z\    ri    Yi    Yi 

Dann  erhalten  wir  die  Gleichung: 

{x*  +  y'»  +  z'*)  {x'\h*<^a*  +  c»o«/3,»  +  a«6Vi')  +  •••  +  • 


;  -2y'/[(6»+c*)«,a,+(c*+a*)/3,/3,+(a>+«'*)3'«n] +1=0, 

oder,  wenn  wir  die  in  Kap.  II,  §  19  durch  die  Gleichungen  (30)  defi- 
nierten „Polarisationskonstanten"  Oj^  . . .  a^,  . . .  einführen: 

Pock.la,  Kriitslloptik.  7 
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(x'»+y'«+/'){a;'»(«„a„-a|.)+y'»(a„a,,-a|,)+/»(a,,a«-af,) 


(4") 


+2yV(o„a,,-a,ja„)+2/a;'(o,jOj,-Oi,Oj,)+2a;y(a„a,i-a„a„)} 

x'\a„  +  a„)  -  y'»(a„  +  a,,)  -  /»(a„  +  a„) 
+  2y'e'a,t  +  2/a;'a,i  +  2x'y'au  +  1=0, 
oder  endlich  in  Polarkoordinaten: 

(40                     ^?[(««--^)(«»3-,^) -«13]  + -•  +  ••• 
+  2<i;5'[a8iaig  -  a^^(a^^  -  -?i)]  +  •  •  •  + ^  0 . 

Setzen   wir  nun   fest,  die  Z'- Achse  sei  das  Einfallslot   (in   das 
zweite  Medium  gerichtet)  und  die  ^T'X'- Ebene  die  EinfaUsebene,  so 

erhalten  wir  die  Gleichung  der  Schnitt- 
kurve C  einfach,  indem  wir  in  vor- 
stehender Gleichung  y^O  setzen.  Der 
so  erhaltenen  Gleichung  vierten  Grades 
C{/,x')  ^0  genügen  nun  die  Koordi- 
naten der  Punkte  Nf^ :  a;^'  —  n®  sin  i, 
z^  =  n®  sin  i  •  cotg  r^.  Da  von  diesen 
Werten  der  erste  gegeben  ist,  so  geht 
durch  ihre  Einsetzung  die  Gleichung 
C{x'j  z)  « 0  über  in  eine  Gleichung  fttr  cotg r  oder  tg  r,  deren 
Wurzeln  die  Werte  r^yr^^r^jT^  sind.  Aus  (4^  erhält  man  diese 
Gleichung  in  der  Form^: 


(5) 
worin  Tc 


[«11  -  2aM  tg  r  +  («3,  ~  Tc^)  tg»  r]  [a,,  +  {a^  -  Ä-«)  tg«  r] 
-K-««tgr)«(l  +  tg«r)==0, 
1 


-.  flcesetzt  ist. 


Die  Einsetzung  in  (4^  dagegen  ergibt  eine  Gleichung,  in  welcher,, 
wenn  man  sie  nach  Potenzen  von  tgr  geordnet  schreibt: 


(6)    /"((tg  r))  =  ^0  tg*  r  +  ^1  tg»  r  +  Ä^  tg«r  +  A^  tg  r  +  A^ 
die  Koeffizienten  A^  . , ,  A^  folgende  Werte  haben»): 


0, 


1)  G.  Eirchhoff,  Über  die  Reflexion  und  Brechung  an  der  Grenze  krist. 
Medien,  Berlin.  Akad.  Abh.  1876,  Ges.  Abb.  p.  852. 

2)  Tb.  Liebiscb,  Über  die  Totalreflexion  an  doppeltbr.  KriBt.,  N.  Jahrb. 
f.  Min.  1886,  2,  p.  191. 


(6') 
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^  A,  =  n^'  Bin*  i  [l^c^a,^  +  c'a^ß,^  +  a«6V/J 

-  n«'  sin«  i  [(b'  +  c^a,'  +  (c«  +  a«)  ft«  +  (a*  +  6«)  y,^  +  1, 
4,  =  2no'  Bin*  i  [feV«,a3  +  c^a^/S^ft  +  a'b'y^y,] 

^  2no'  sin'i  [(6«  +  c«)  «i «, +  ((?*  + a>)  ftft +  (a» +  6»)  y,^,], 
^,  =  n''  sin*  i  [fe«c*(«,«  +  «3«)  +  c*a«(/J,>  +  ft«)  +  a^b\y,'  +  y,^] 

-  n^'  sin«  i  [(6«  +  c«)  «s«  +  (c«  +  a«)  ft«  +  (a«  +  &*)  ^3»], 
^3  -  2n«'  sin*  i  [6«c««ia3  +  c^a'ftft  +  a«&Vin]> 

^  A^  -  n<>*  sin*  t  [ft^c^aj«  +  c^a*/?««  +  a'ftVs*]- 

Sind  alle  vier  Wurzeln  der  Gleichung  (6)  oder  (6)  reell,  so  gibt 
es  zwei  gebrochene  und  zwei  an  der  zweiten  Grenzebene  der  Kristall- 
platte reflektierte  Wellen^  und  zwar  entsprechen  die  beiden  kleineren 
Werte  von  r  den  gebrochenen^  die  beiden  größeren  (die  im  allgemeinen 

>  y  sein  werden)  den  reflektierten.    Sind  nur  zwei  Wurzeln  reell,  so 

gibt  es  nur  eine  gebrochene  Welle  ^  und  sind  alle  Wurzeln  komplex, 
gar  keine;  es  findet  dann  totale  Reflexion  einer  oder  beider  Wellen 
statt  (siehe  §  7). 

Die  Berechnung  der  Wurzeln  ist  im  allgemeiiien  nur  durch  An- 
näherung möglich. 

5«  Syznmetrie*FiUle.  In  den  praktisch  wichtigsten  Fällen,  welche 
durch  Symmetrieeigenschi^n  ausgezeichnet  sind,  findet  jedoch  «ine 
Reduktion  der  Gleichung  f{tg  r)  =  0  auf  eine  oder  zwei  solche  zweiten 
Grades  statt.     Diese  Falle  sind  folgende. 

L  Wenn  die  Gremä>ene  eine  Symm€tried)ene,  oder  ihre  Si^nitUinie 
mit  der  EinfaUsebene  eine  Symmetrieachse  der  Indexfläche,  und  folglich 
die  Schnittkurve  C  symmetrisch  mr  Grenz- 
d)€ne  ist,  so  müssen  sich  je  zwei  Werte 
Yon  r^  zu  X  ergänzen,  es  muß  demnach 
jeder  positiven  Wurzel  tg  r  eine  gleiche 
negative  entsprechen,  und  der  Ausdruck 
/"(tg  r)  quadratisch  in  tg«  r  sein. 

A.  Es  sei  erstens  die  Grenzebene 
parallel  zu  einer  Symmetrieebene,  z.  B.  der 
FZ- Ebene,  und  es  werde  der  Winkel,  den 
die  X'- Achse  mit  der  F- Achse  (oder  F' 
mit  Z)  bildet,  also  das  Azimut  der  Ein- 
fallsebene gegen  die  XF- Symmetrieebene,  mit  i  bezeichnet;  dann 
sind  die  Richtungskosinus: 


Fig.  34. 
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(6'") 


Fig.  S5. 


Oj  =-  0,     ft  »=  COS  g,     yi  «  sin  g, 

«8  =  1»     ^==0,     y8«0, 
und  folglich: 

I  Aq  =»  {nO*a»  sin«  i  -  1 }  {n^'(c«  cos»  f  +  6«  sin»  g)  sin«  i  -  1 } , 
(6'»)  I  A^  =  n^\b^(^  +  a«6«  sin«  t  +  c^a^  cos«g)  sin*  i  -  »®*(6«  +  c«)  sin*  t, 
.1^  -  no'  6«c«  sin*  i;  JL^  -  ^  -«  0. 

Die  Formeln  für  die  zwei  analogen 
Fälle  werden  aus  vorstehenden  durch  zy- 
klische Vertauschung  der  a,  b,  c  erhalten. 
B.  Zweitens  falle  die  Schnittlinie  von 
Einfalls-  und  Grenzebene,  d.  i.  die  X-Achse, 
mit  einer   Symmetrieachse,  z.  B.  der   X- 
Achse,  zusaipmen,  und  das  Einfallslot  bilde 
mit  der  Z- Achse  den  Winkel  %  im  posi- 
tiven Quadranten  YZ  (Fig.  35).   Dann  gilt 
«,-1,     ^,«0,     ;;,=0, 
«8  =  0,     /Sj  =  sin  ^,     yg  «  cos  ^; 
i  A^  =  (6»n<>'  sin«  i  -  1)  (c«n«'  sin«  i  -  1), 
A^  =  n«*  (6«c«  +  c«a«  sin«  ^  -f-  a«6«  cos«  ^)  sin*  i 
-  »o2  (^2  ^  jsr  ßogj  ^  ^  ^2  gin«  ^)  sin«  i, 

^4  «  w®^a«(fe«  cos«  ^  -f  c«  sin«  -ö-)  sin*  i, 
j  ^1  -  ^3  «  0. 

IL  Wenn  die  Einfallsebene  eine  optische 
Symmehneebene,  oder  der  Kristall  optisch  ein- 
achsig  ist,  so  zerfällt  die  Kurve  C  in  einen 
Kreis  und  eine  Ellipse,  und  dementsprechend 
die  Gleichung  /"(tg  r)  =^  0  in  zwei  Glei- 
chungen zweiten  Grades. 

A.  Der  Kristall  sei  zweiachsig  und  die 
Einfallsebene  die  FZ- Ebene*);  die  Z'- Achse 
bilde  den  Winkel  %•  mit  der  Z- Achse 
(vergl.  Fig.  36). 

Dann  lautet  die  Gleichung  der  Kurve  C: 

[a\f  +  z»)  -  1]  {ch/  +  h'z'  -  1]  =  0 


1)  Die  Lösung  für  die  beiden  analogen  Fälle  (Einfallsebene  die  ZX-  bezw. 
Xy- Ebene)  erhält  man  natürlich  aus  der  obigen  durch  zyklische  Vertauschung 
der  a,  &,  c. 


5.  Symmetrie-Fälle. 
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nnd  die  Gleichung  für  tg  r,  wenn  man  hierin 

y  ^  n^  sin  i(cos  -d*  —  sin  -^  cotg  r),   z  =^n^  sin  i(sin  -0"  +  cos  %^  cotg  r) 
einführt: 

(7)  {(aV8in*i-l)tg^'+aVsin«i}{i?otg*^  +  2Bitgr  +  B,}  =  0, 

worin 

B^  «  n^{c^  cos«  fr  +  fc«  sin^  fr)  sin«  i  -  1, 

(7')  B^  «  w^\6*  —  c«)  sin  fr  cos  fr  sin*  i, 

i^j  =  n«^(&»  cos«  fr  +  c«  sin«  fr)  sin«  i. 

Der  erste  Faktor,  gleich  Null  gesetzt,  gibt  sin  r  =  +  an^  sin  i, 
also,  wenn  n°  <  a ,  für  jeden  Einfallswinkel  einen  positiven  und  einen 
gleichen  negativen  Winkel  r,  welche  der  gebrochenen  und  innen  re- 
flektierten, parallel  der  Einfallsebene  polarisierten  Welle  entsprechen. 

Ebenso  liefert  die  Gleichung  B^  4«  r  +  2B^  tg  r  +  B^^  0,  falls 
sie  reelle  Wurzeln  besitzt,  den  Brechungs- 
und inneren  Reflexionswinkel  der  senkrecht 
zur  Einfallsebene  polarisierten  Welle,  und 
zwar  ersteren  als  den  kleinsten  der  beiden 
zwischen  0  und  it  liegenden  Werte  von  r. 

B.  Der  Kristall  sei  einacJisig^  und  seine 
optische  Achse  bilde  den  Winkel  fr  mit 
dem  Einfallslot  Z\  während  das  Azimut 
der  EinfaUsebene  in  bezug  auf  den  Haupt- 
schnitt der  Grenzebene  —  welchen  wir  als 
ZX-Ebene  wählen  — ,  mit  t  bezeichnet 
werde.     Dann  wird,  wie  aus  Fig.  37  hervorgeht, 

«1  =-  cos  {;  cos  fr,  ßi  =  —  sin  f ,  y^  =  cos  5  sin  fr, 
«2  =  sin  f  cos  fr,  /?2  =  cos  g,  y,  =  sin  f  sin  fr, 
«8  ==  —  sin  fr,         jSj  =  0,  ys  =  cos  fr, 

und  man  erhält  für  r  die  Gleichung: 

(8)  {(o«nö' sin« i-l)tg«r  +  o«n^%in«i}  {6'otg«r-f  26\tgr  +  C8}  =  0, 
mit: 

Cq  =  n®  sin«  i  [o«  cos«  g  sin«  fr  +  e«(sin«  g  +  cos«  g  cos«  fr)]  —  1 

=  n«^  sin«  i  [e«  +  (o«  --  r)  sin«  fr  cos«  g]  -  1 , 
C\  =  n^  (o«  —  e«)  sin«  i  cos  g  sin  fr  cos  fr, 
C;  -  n^^  (o«  cos«  fr  +  e«  sin«  fr)  sin«  i 
Der  erste  Faktor  Null  gesetzt,  gibt  für  den  Brechungswinkel  r^ 
der  ordentlichen  Welle 


(8') 
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sin  r„  =  öw®  sin  i  =  —  sin  i. 

Durch   Nullsetzen   des   zweiten   Faktors   findet   man  den  Brechungs- 
(und  inneren  Reflexions-)  Winkel  der  außerardenÜich^n  Welle. 

Ist  die  Einfallsebene  senkrecht  zum  Hauptschnitt^  also  ^=»90®,  so 
ist  zugleich  die  Bedingung  des  Falles  I  (Symmetrie  der  Kurve  C  in 
bezug  auf  die  Grenzebene)  erfüllt^  und  die  durch  Nullsetzen  des  zweiten 
Faktors  erhaltene  Gleichung  ffir  die  außerordentliche  Welle  vereinfacht 
sich  zu: 

(8*)     (n^'  ^  sin»  i  —  1)  tg«  r,  +  n«*(ö*  cos*  »  +  e^  sin^-e»)  sin»  i  ==  0; 

dem  gebrochenen  Strahl  entspricht  natürlich  die  positive  Wurzel. 

Im  Falle  IIA  wird  die  Gleichung  ebenso  einfach  nur  dann,  wenn 
die  Grenzebene  ebenfalls  eine  Symmetrieebene,  sIbo  z.  B.  ^  =*  0  ist;  dann 
gibt  der  zweite  Faktor  von  (7),  gleich  Null  gesetzt,  die  Gleichung: 

(7*)  (n<>*  c»  sin«  i  -  1)  tg»  r  +  w«'  ¥  sin«  i  =  0. 

6.  Singulare  FäUe  der  Strahlenbreohung.  Während  zufolge 
der  in  §  3  erörterten  Konstruktion  die  beiden  gebrochenen  Weüen- 
normalen  außer  bei  senkrechtem  Einfall  nur  dann  in  dieselbe  Rich- 
tung fallen  können,  wenn  diese  Richtung  diejenige  einer  Binormalen 
(also  q^ »  q^  ist,  besteht  die  Möglichkeit  des  Zusammenfaüens  der  beiden 
gebrochenen  Strahlen  (der  Richtung  nach)  in  gewissen,  weniger  über- 
sichtlichen Fällen,  nämlich  dann,  wenn  in  der  Huygensschen  Konstruk- 
tion (siehe  Einl.  §  3;  Fig.  2)  die  Berührungspunkte  S^,  S,  der  durch  die 
Gerade  D  an  die  beiden  Schalen  der  Strahlenfläche  gelegten  Tangen- 
tialebenen auf  demselben  Radiusvektor  liegen.  Diese  Fälle  sind  unter 
der  Voraussetzung,  daß  die  Einfallsebene  eine  optische  Symmetrie- 
ebene ist  (also  beide  gebrochene  Strahlen  in  der  Einfallsebene  liegen, 
und  deren  Schnitt  mit  der  Strahlenfläche  in  Kreis  und  Ellipse  zer- 
fällt), von  Vers chaf feit  untersucht  worden.*)  Derselbe  bestimmt 
zunächst  den  geometrischen  Ort  aller  Schnittpunkte  der  durch  Punkte 
der  Strahlenfläche,  die  in  der  Einfallsebene  auf  demselben  Radius- 
vektor liegen,  in  dieser  Ebene  gezogenen  Tangentenpaare;  dieser  geo- 
metrische Ort  besteht  aus  vier  Kurvenzweigen,  die  je  zwei  zueinander 

1)  J.  Vers  chaf  feit,  Bull.  soc.  fran9.  de  min.  19  (1896),  p.  40.  Für  ein- 
achsige Kristalle  ist  die  Frage  schon  firüher  behandelt  worden  von  Billet 
(C.  R.  39  [1864],  p.  733),  Bravais  (Inst.  XXII,  p.  413,  1864),  Wace  (Quart. 
Joum.  of  Math.  3  [1868],  p.  47),  Cavan  (Grunerts  Archiv  41  [1864],  p.  199)  und 
Cesäro  (Bull.  soc.  fran9.  de  min.  12  [1889],  p.  401). 


6.  Singnläre  F&lle  der  Sirahlenbrechung. 
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senkrechte  Asymptoten  besitzen.  In  Fig.  38  sind  zwei  dieser  Kurven 
{CC  und  C"C'")  und  ihre  Asymptoten  (die  gestrichelten  Geraden) 
für  die    FZ- Symmetrieebene   des  rhombischen  Schwefels   dargestellt. 


Flg.  38. 


Schneidet  die  so  erhaltene  Kurve  die  Spur  der  gegebenen  Gh-enzfläche 
06r  in  D^  so  findet  man,  indem  man  von  Z>  aus  an  die  um  0  kon- 
struierte Strahlenfläche  Z^  des  äußeren  Mediums  —  welches  in  der 
Figur  als  isotrop  und  unterhalb  OG  liegend  angenommen  ist  —  die 
Tangentialebene  legt,  diejenige  Richtung  der  einfallenden  Wellen- 
normale bezw.  des  einfallenden  Strahles  {OSJ,  fttr  welche  bei  der 
gegebenen  Lage  der  Grenzfläche  und  Einfallsebene  das  Zusammen- 
fallen der  beiden  zugehörigen  gebrochenen  Strahlen  OS^  und  OS^^  also 
sdieifibar  einfache  Brechung,  eintritt.  Aus  der  Gestalt  der  Kurve  CC" 
folgt,  daß  es  unter  Umständen  drei  Richtungen  scheinbar  einfacher 
Brechung  geben  kann  (entsprechend  den  Schnittpunkten  D^,  2)|,  Dg 
in  der  Figur).  Bei  optisch  einachsigen  Kristallen  ist  von  vornherein 
klar,  daß  die  Voraussetzung ,  die  Einfallsebene  sei  der  Hauptschnitt 
der  Grenzebene,  notwendig  ist  für  die  Möglichkeit  der  Koinzidenz  des 
ordentlichen  und  außerordentlichen  gebrochenen  Strahles.  Die  Hilfs- 
kurve CC"  zerfällt  hier  in  die  Gerade  CC  und  den  Kurvenzweig 
C'C",  welcher  zwei  zur  optischen  Achse  parallele  Asymptoten  (die 
gestrichelten  Geraden  in  Figur  39)  besitzt.  Außer  der  (dem  Schnitt- 
punkt D^  zugeordneten)  optischen  Achse,  welche  natürlich  immer  eine 
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Bichtung  einfacher  Brechimg  ist^  gibt  es  demnach  noch  zwei  andere^  ent- 
sprechend den  Schnittpunkten  i),,  Dj,  vorausgesetzt,  daß  die  Neigung 
der  Grenzflächennormale  gegen  die  optische  Achse  über  dem  Grrenzwerte 

^  =  arctg|yj/l+(^)*) 

bleibt,  der  z.  B.  für  Kalomel, 
worauf  sich  die  Figur  bezieht, 
73M',  für  Kalkspat  69^27'  be- 
trägt. —  Die  scheinbar  ein- 
fache Strahlenbrechung  gibt 
sich  zu  erkennen  an  dem  Zu- 
sammenfallen^) der  beiden  Bil- 
der eines  durch  die  Kristall- 
platte gesehenen  Punktes.  Um 
dieselbe  beobachten  zu  können, 
würde  aber  in  einem  Teil  der 
an  sich  möglichen  Fälle  ein 
Eintauchen  der  Platte  in  eine  stark  brechende  Flüssigkeit  nötig  sein. 
(Siehe  Fig.  38,  wo  sich  von  D^  aus  keine  Tangente  an  die  Strahlen- 
fläche Z^  legen  läßt.) 

Durch  eine  der  vorstehenden  analoge  Betrachtung  hat  Yerschaf- 
felt  in  derselben  Arbeit  die  Frage  beantwortet,  wann  ein  Strahl  un- 
gebrochen durch  eine  gegebene  KristaUplaäe  hindurchgeht.  Bekanntlich 
ist  dies  im  allgemeinen  nicht  der  Fall  bei  smhrechtem  Einfall.  Soll 
der  gebrochene  Strahl  mit  dem  verlängerten  einfallenden  koinzidieren, 
so  mufi  er  in  der  Einfallsebene  liegen,  und  dies  erfordert,  daß  die 
letztere  eine  optische  Symmetrieebene  des  Kristalls  ist;  nur  unter 
dieser  Bedingung  kann  also  das  Phänomen  eintreten.  Dann  hat  man 
einen  dem  gewöhnlichen  Brechungsgesetz  folgenden  „ordentlichen^ 
Strahl,  der  nur  bei  senkrechtem  Einfall  ungebrochen  bleibt,  und  einen 
außerordentlichen,  der  sich  mit  Hilfe  der  durch  den  Punkt  D  gehenden 
Tangente  an  die  EUipse,  in  welcher  die  eine  Schale  der  Strahlenfläche 
von  der  Einfallsebene  geschnitten  wird,  bestimmt.  Soll  dieser  Strahl 
in  der  Verlängerung  des  einfallenden  liegen,  so  müssen  die  Berührungs- 
punkte der  Tangenten,  welche  von  D  aus  an  die  erwähnte  Ellipse 
und  an  den  um  0  beschriebenen,  den  Durchschnitt  der  Strahlenfläche 

1)  Eigentlich  ist  es  ein  Übereinanderf allen,  denn  die  Bilder  liegen,  wie 
allerdings  erst  die  Betrachtung  des  Durchgangs  von  ^iToMeiibündeln  durch 
Kristallplatten  lehrt,  in  verschiedener  scheinbarer  Entfernung.     (Vergl.  Kap.  VI.); 
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des  äußeren^  isotropen  Mediums  darstellenden  Kreis  gezogen  werden, 
auf  demselben  RadiuErvektor  liegen.  Die  Aufgabe  wird  also  ganz  analog 
der  Torhergehenden^  nur  mit  dem  Unterschied,  daß  der  Durchschnitts- 
kreis der  Strahlenfläche  des  äußeren  Mediums  an  Stelle  desjenigen 
der  Strahlenfläche  des  Kristalls  tritt. 

Da  hier  die  Frage  gestellt  wurde,  in  welchen  Richtungen  einer 
der  beim  Eintritt  aus  einem  isotropen  Medium  in  einen  Kristall  ent- 
stehenden Strahlen  ohne  Richtungsänderung  weitergeht,  so  liegt  es 
nahe,  die  analoge  Frage  für  die  Wellennormalen  daran  zu  knüpfen. 
Hier  ist  die  Bedingung  für  ein  Fortschreiten  ohne  Richtungsänderung 
zufolge  dem  Brechungsgesetz  (1)  die  Gleichkeit  der  Geschwindigkeiten 
im  äußeren  isotropen  Medium  und  im  Kristall.  Die  fraglichen  Rich- 
tungen werden  also  auf  dem  Kegel  liegen,  der  vom  Eintrittspunkt  0 
aus  durch  die  Schnittkurre  der  um  diesen  Punkt  konstruierten  Nor- 
malenflächen  des  Kristalls  und  des  äußeren  Mediums  gelegt  wird. 
Demnach  gibt  es  solche  Richtungen  nur  dann,  wenn  der  Brechungs- 
index des  äußeren  Mediums  zwischen  dem  größten  und  kleinsten 
Brechungsindex  des  Kristalls  liegt.  Dann  aber  sind  diese  Richtungen 
ganz  unabhängig  von  der  Lage  der  Grrenzebene,  und  deshalb  ist  die 
Beantwortung  dieser  zweiten  Frage  wesentlich  einfacher  als  die  der 
oben  diskutierten  nach  den  Richtungen  verschwindender  Strahlen- 
brechung. 

Verschaffelt  hat  Beispiele  für  die  beiden  zuletzt  besprochenen 
Fälle  singulärer  Brechung  auch  experimentell  am  Kalkspat  untersucht 
und  die  Rechnungsresultate  völlig  bestätigt  gefunden.  — 

Die  Singularitäten  der  Strahlenbrechung,  welche  bei  zweiachsigen 
Kristallen  in  dem  Falle  eintreten,  daß  die  gebrochene  Wellennormale 
in  eine  Binormale  fällt,  sind  bereits  in  dem  Abschnitt  über  die  innere 
Ionische  Befraliion  (Kap.  II,  §  17)  erörtert  worden. 

7.  Totale  Beflexion;  allgemeine  Bedingungen.  Wie  wir  bereits 
in  §  4  sahen,  wird  bei  wachsendem  Brechungsindex  des  äußeren  Me- 
diums, welches  wir  als  isotrop  voraussetzen  wollen,  der  Fall  eintreten, 
daß  eine  der  gebrochenen  Wellen  verschwindet  und  an  ihrer  Stelle 
eine  total  reflektierte  auftritt,  und  zwar  ist  der  Beginn  der  totalen 
Reflexion  dadurch  bestimmt,  daß  die  im  Punkte  P  (Fig.  32)  errich- 
tete Senkrechte  zur  Grenzebene  die  Schnittkurve  C  der  Indexfläche 
des  Kristalls  mit  der  Einfallsebene  tangiert,  wobei  der  Berührungs- 
punkt sowohl  im  Kristall  als  im  äußeren  Medium  liegen  kann.  In 
diesem   Grenzfalle,    wo   die  betreffende   gebrochene   Welle  eben  noch 
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existiert^  kann  also  deren  Normale^  d.  i.  der  nach  dem  Berü^ongs- 
punkt  gezogene  lladiusvektor  der  Indexfläche,  sowohl  in  den  Kristall, 
als  in  das  äußere  Medium  hinein  gerichtet  sein;  dagegen  liegt  der  zu- 
gehörige  gebrochene  Strahl  stets  in  der  Greneftäche^  da  dessen  Richtung 
durch  die  Senkrechte  zur  Tangentialebene  der  Indexfläche  gegeben  ist, 
und  diese  Tangentialebene  hier  senkrecht  zur  Grenzebene  steht.  Mao 
nennt  daher  diesen  Grenzfall  auch  den  der  streifenden  Brechung.  Die 
erwähnte  Tangentialebene  ist  aber  im  allgemeinen  nicht  senkrecht  zur 
Einfallsebene.  Im  dllgemeinen  liegt  also  hei  der  streifenden  Brechung 
der  Strahl  in  der  Grenzehene,  aber  nicht  in  der  Einfallsebene,  dagegen 
die  WeUennormale  zwar  in  der  Einfalls-,  aber  nicht  in  der  Grenzd)ene. 
Die  Strecke  OP  =»  n^  sin  t,  welche  man  aus  dem  Einfallswinkel  i,  bei 
dem  die  Totalreflexion  beginnt  —  dem  sog.  Grrenztvinlcel  der  totalen 
Reflexion  —  und  dem  Brechungsindex  des  äußeren  Mediums  berechnen 
kanU;  hat  also  weder  die  Bedeutung  der  reziproken  Normalengeschwin- 
digkeit, noch  die  der  reziproken  Strahlengeschwindigkeit  der  streifend 
gebrochenen  Welle.  Trägt  man  für  alle  möglichen  Azimute  der  Ein- 
fallsebene ihren  reziproken  Wert  auf  der 
Schnittlinie  von  Einfalls-  und  Grenzebene 
auf,  so  erhält  man  die  Fußpunktkurre  F 
der  Schnittkurve  der  Strahlenfläche  mit  der 
Grenzebene,    wie    aus    der    nebenstehenden 

Fig.  40,  worin  OS  =  jy  der  streifend  ge- 
brochene Strahl  für  die  zu  OE  parallele  Ein- 
fallsebene  und    Op  ^r  ==^  ^p   ist ,   sogleich 

hervorgeht  (da  aus  OP  *  Op  ^  Os  -  OS  die 
Ähnlichkeit  der  Dreiecke  OsP  und  OpS 
folgt).  Dies  ist  zu  berücksichtigen,  wenn  man  durch  Beobachtungen 
der  Totalreflexion  die  Fresnelschen  Gesetze  einer  Prüfung  unterziehen 
will,  wie  es  zuerst  (mittels  F.  Kohbauschs  Totalreflektometer)  durch 
W.  Kohlrausch  geschehen  ist.*)    Die  ron  p  bei  der  Umdrehung  der 

1)  W.  Kohlransch,  Wied.  Ann.  6  (1879),  p.  86.  Diese  Beobachtungen 
wurden  größtenteils  an  zu  Sjmmetrieebenen  parallelen  Flächen  angestellt,  wo 
die  oben  erwähnte  Fußpunktkurve  zugleich  die  Schnittkurve  der  Normalenfläche 
ist,  und  daher  die  von  Kohlrausch  unter  der  im  allgemeinen  unrichtigen  An- 
nahme, daß  durch  die  Totalreflexion sbeobachtungen  die  in  der  Grenzebene  lie- 
genden Normalengeschtcindigkeiten  gefunden  würden,  durchgeführte  Rechnung 
durch  die  Beobachtungen  bestätigt  wurde.  Daß  W.  Kohlrausch  aber  auch  die 
Messungen  an  einer  natürlichen  RhomboMerfläche  von  Natronsalpeter  mit  seiner 
Rechnung  im  Einklang  fand,   beruhte  auf  einem  von  Liebisch  (N.  Jahrb.  f. 
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EinfallsebeDe  um  das  Einfallslot  beschriebene  Kurve  F  ist  nur  dann 
die  Schnittkurre  der  Normalenfläche ^  wenn  die  Grenzebene  einer 
optischen  Symmetrieebene  parallel  ist  (vergl.  jedoch  §  12  wegen  des 
Falles ;  .daß  letztere  die  Ebene  der  Binormalen  ist).  Die  auf  solche 
Fälle  bezüglichen  Messungen  Kohlrauschs  lieferten  in  der  Tat  eine 
vollständige  Bestätigung  des  Huygensschen  bezw.  Fresnelschen  Ge- 
setzes der  Wellengeschwindigkeiten. 

Die  Gesamtheit  aller  an  einer  gegebenen  Kristallfläche  unter  dem 
Grenzwinkel  einfallenden  oder  reflektierten  Strahlen  erfElUt  eine  zwei- 
schalige  Kegelfläche,  welche  kurz  als  Grenzstrahlenkegd  bezeichnet 
werden  mag.  Sie  wird  gemäß  der  obigen  Konstruktion  erhalten,  wenn 
man  Yom  Einfallspunkt  0  aus  durch  alle  Punkte  derjenigen  Kurve 
Gerade  zieht,  in  welcher  der  zur  Grenzebene  senkrechte  Tangenten- 
zylinder der  Indexfläche  des  Kristalls  die  um  0  mit  dem  Badius  n^ 
beschriebene  Kugel  (die  Indexfläehe  des  äußeren  Mediums)  schneidet; 
somit  hängt  ihre  Gestalt,  außer  von  der  Orientierung  der  Grenzebene 
des  Kristalls,  auch  von  dem  Brechungsindex  des  äußeren  Mediums  ab. 
Wir  werden  diese  Abhängigkeit  unten  für  spezielle  Grenzebenen  dis- 
kutieren (siehe  §§  9  und  10). 

Die  analytische  Bedingung  für  die  Grenze  der  Totalreflexion  ist 
zufolge  §  4  die,  daß  zwei  von  den  vier  Wurzeln  der  Gleichung  (6)  für  tg  r 
einander  gleich  werden^);  denn  dieser  Fall  bildet  die  Grrenze,  bei 
welcher  das  eine  reelle  Wurzelpaar  in  ein  konjugiert  komplexes  über- 
geht. Das  Gleich  werden  zweier  Wurzeln  tritt  aber  dann  ein,  wenn 
die  „Diskriminante^^  der  Gleichung  (6)  verschwindet,  d.  h.  wenn  gilt 
(9)  D  =»  A»  -  6A'«  =  0, 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist 

A  =  2(^^,-4^,^3  +  3J,^), 


A'=6 


Da  die  Größen  Aj^  gemäß  den  Definitionsgleichungen  (6')  Punk- 
tionen von  sin  i  und  den  ßichtungskosinus  des  Einfallslotes  und  der 
Schnittlinie  von   Einfalls-  und  Grenzebene  (der   X'- Achse)   sind,    so 

Min.  1885,  1,  p.  246)  nachgewiesenen  Fehler  in  der  Berechnung  der  in  die 
Schnittlinie  dieser  Fläche  mit  dem  Hauptschnitt  fallenden  Normalengeschwindig- 
keit; tatsächlich  enthalten  auch  diese  Messungen  eine  gute  Bestätigung  der  oben 
erörterten,  zuerst  von  Liebisch  klargestellten  Theorie. 

1)  Th.  Liebisch,  N.  Jahrb.  fftr  Miner.  1885,  2,  p.  191. 
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gibt  die  Gleichung  D  «=  0,  wenn  man  die  Gtrenzebene  als  gegeben 
ansieht;  eine  Relation  zwischen  dem  Grenzwinkel  und  der  Richtung  X\ 
also  die  Gleichung  des  Grenzstrahlenkegels. 

Wir  werden  nun  die  durch  Symmetrieeigenschaften  ausgezeich- 
neten Fälle,  in  denen  sich  die  Gleichung  D  =  0  wesentlich  verein- 
facht, im  einzelnen  behandeln,  schalten  jedoch  zuvor  einige  orientie- 
rende Bemerkungen  über  die  zur  Beohdddung  der  Totalreflexion  be- 
nutzten Methoden  ein. 

8.  Prinzipien  der  Methoden  zur  Beobaohtung  der  Totalreflexion. 
Die  experimentelle  Bestimmung  des  Grenzwinkels  i  der  totalen  Re- 
flexion kann  mittels  zweierlei  Versuchsanordnungen  geschehen:  ent- 
weder kann  man  (wie  in  Fig.  41a  angedeutet)  im  isotropen  {stärker 
hrechenden)  Medium  homogenes  Licht  unter  verschiedenen  Winkeln 
(also  „diffuses"  Licht  oder  ein  konvergentes  Strahlenbündel)  einfallen 


Fig.  41  a. 


Fig.  41b. 


lassen  und  im  reflektierten  Licht  die  durch  eine  scheinbar  plötzliche 
Zunahme  der  Intensität  kenntliche  Grenze  zwischen  partiell  reflektierten 
(in  Fig.  41a  punktiert  gezeichneten)  und  total  reflektierten  Strahlen 
aufsucheia  und  den  entsprechenden  Reflexionswinkel  messen;  oder  man 
kann  (Fig.  41b)  schwach  konvergentes  Licht  innerhalb  des  KristuUs  — 
dem  man  zu  diesem  Zweck  gewöhnlich  die  Gestalt  einer  flachen  Kreis- 
scheibe  mit  matt  geschliffenem  oder  poliertem  Rand  gibt  —  nahezu 
streifend  einfallen  lassen  und  die  Grenze  der  in  das  isotrope  Medium 
gebrochenen  Strahlen  aufsuchen,  welche  ebenfalls  unter  dem  Neigungs- 
winkel i  gegen  das  Einfallslot  liegt,  da  man  hier  ja  einfach  den  um- 
gekehrten Strahlengang  herstellt,  wie  wir  ihn  oben  bei  der  „streifen- 
den Brechung"  voraussetzten.  Bei  den  meisten  Instrumenten  sind 
beide  Beobachtungsarten  nach  Belieben  anwendbar;  sofern  es  die  Be- 
schaffenheit des  zu  untersuchenden  Kristalls  gestattet,  gibt  man  jedoch 
jetzt  der  zweiten  Methode  —  der  des  streifenden  Einfalls  —  den  Vor- 
zug, weil  die  Grenze  zwischen  dem  ganz  dunklen  und  dem  durch  ge- 
brochene Strahlen  erleuchteten  Teile  des  Gesichtsfeldes  bequemer  zu 
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beobachten  ist,  als  diejenige  zwischen  den  oft  nur  wenig  verschiedenen 
partiell  und  total-refiektierten  Intensitäten  bei  der  ersten  Methode. 

Als  isotropes  Medium,  in  welchem  das  Licht  einfällt  bezw.  nach 
der  Grenzbrechung  austritt,  dient  entweder  eine  sehr  stark  brechende 
Flüssigkeit,  wie  Schwefelkohlenstoff  («n.  «  1,63190  bei  15«),  «-Mono- 
bromnaphtalin  (nN*  «»  1,65904  bei  15«),  Methylenjodid  (nxa  =»  1,7416 
bei  15«),  und,  um  noch  höhere  Brechungsindizes  (bis  zu  1,85)  zu  er- 
zielen, Lösungen  von  Jod  und  Schwefel  in  letzterer  Flüssigkeit;  oder 
man  verwendet  einen  stark  brechenden  Glaskörper,  an  welchen  die 
zu  untersuchende  Kristallfläche  angelegt  wird,  wobei  man  die  dünne 
Zwischenschicht  zwischen  Glas  und  Kristall  mit  einer  Flüssigkeit, 
deren  Brechungsindex  größer  ist  als  der  größte  des  Kristalls,  aus- 
füllt.^) Die  Anwendung  des  Glaskörpers  ermöglicht  genauere  Be- 
stimmungen als  die  Beobachtung  in  Flüssigkeiten  wegen  des  geringeren 
Einflusses  der  Temperatur  auf  sein  Brechungs vermögen;  außerdem  lassen 
sich  damit  noch  höhere  Brechungsindizes  erreichen  (1,89  bei  dem 
schwersten  Jenenser  Glas).  Bei  der  ersten  Anwendung  des  Glaskörpers 
durch  Wo  11  as ton  hatte  derselbe  die  Gestalt  eines  dreiseitigen  PHsmas, 
an  dessen  eine  Fläche  der  Kristall  angelegt  wurde,  während  das  Licht 
durch  die  beiden  anderen  ein-  bezw.  austrat.  Später  wurde  nach 
Pulfrich  ein  zylindrischer  oder  (nach  Bertrand  und  Abbe)  halbkugel- 
förmiger Körper  angewendet,  auf  dessen  Basis-  bezw.  Querschnittsfläche 
die  Kristallplatte  zu  liegen  kommt.  Letztere  Form  ist  bei  den  genauesten, 
gegenwärtig  von  der  Firma  Zeiß  hergestellten  Kristall-Refraktometern 
angenommen  worden.  Auf  die  Konstruktion  dieser  Instrumente  im 
einzelnen  kann  hier  nicht  näher  eingegangen  werden;  es  muß  in  dieser 
Hinsicht  auf  die  mehrfach  genannten  Lehrbücher  der  physikalischen 
Kristallographie  von  Th.  Liebisch,  sowie  die  Mitteilungen  von 
C.  Pulfrich^,  S.  Czapski*)  und  C.  Leiß*)  verwiesen  werden.  Hier 
sei  nur  noch  bemerkt,  daß  die  Beobachtung  der  Grenzlinie  des  total- 
reflektierten   bezw.    unter    streifendem    Einfall    gebrochenen    Lichtes 


1)  Über  die  Berücksichtigung  des  Fehlers,  der  durch  eine  schwach  keilför- 
mige Gestalt  dieser  Flüssigkeitszwischenschicht  entstehen  kann,  vergl.  iS.  Na- 
kamura,  Göttinger  Nachr.  1903,  p.  100. 

2)  C.  Pulfrich,  Das  TotaLreflektometer  und  das  Refraktometer  für  Che- 
miJser  etc.  Leipzig  1890.  Über  die  Anwendbarkeit  d.  Methode  d.  Totalreflexion 
auf  kleine  und  mangelhafte  Kristallflächen,  Zeitechr.  f.  Erist.  80  (1898),  p.  568; 
Z.  S.  f  Instr.  1899,  p.  4  u.  79. 

3)  S.  Czapski^  Kristallrefraktometer  nach  Abbe,  Zeitschr.  f.  Instr.  1890, 
p.  246;  N.  Jahrb.  f.  Miner.  Beil.-Bd.  7,  1890,  p.  176  und  1892,  1,  p.  209. 

4)  C.  Leiß,  N.  Jahrb.  f.  Miner.  1898,  2,  p.  64;  Z.  S.  f.  Instr.  19  (1899),  p.  77. 
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mittels  eines  auf  Parallelstrahlen  eingestellten  (bei  den  Halbkugel- 
instrumenten  vor  dem  Objektiv  noch  mit  einer  die  Eugelkrümmnng 
kompensierenden  Linse  yersehenen)  Fernrohres  geschieht^  dessen  Rich- 
tung an  einem  vertikalen  Teilkreise  abgelesen  wird,  und  daß  die  Be- 
obachtung bei  yerschiedenem  Azimut  der  Einfallsebene  dadurch  be- 
quem möglich  gemacht  ist,  daß  der  zylindrische  oder  halbkugelige 
Glaskörper  samt  der  horizontal  darauf  liegenden  E^ristallplatte  um 
seine  vertikal  stehende  Rotationsachse  drehbar,  und  diese  Drehung  an 
einem  horizontalen  Kreise  ebenfalls  meßbar  ist. 

Die  Anwendung  eines  Botationskörpers  aus  Glas  als  äußeres,  stark 
brechendes  Medium  gestattet  auch,  den  ganzeu  Grenzstrahlenkegel  bezw. 
seine  Schnittkurve  mit  einer  zu  serner  Achse  senkrechten  (also  zur 
Eristallfläche  parallelen)  Ebene  objektiv  sichtbar  zu  machen.  Man  läßt 
zu  diesem  Zweck  das  Licht  mit  Hilfe  eines  Eegelspiegels  {S)  von 
allen  Seiten  her  horizontal  in  den  Rand  der  als  Kreisscheibe  geschlif- 
fenen Kristallplatte  {K  in  Fig.  42)  eintreten  und  fängt  die  aus  dem 

Glaskörper  (G)  austretenden  ge- 
brochenen Grenzstrahlen  auf  einem 
horizontal  darunter  gelegtenSchirme 
auf.^)  Die  im  allgemeinen  aus 
zwei  geschlossenen  Zweigen  be- 
stehende Grenzkurve  (in  der  Figur 
durch  CC  im  Durchschnitt  mit 
der  Zeichnungsebene  angedeutet), 
welche  sich  auf  dem  Schirme  dann 
abbildet,  ist  aber  nicht  (wie  von 
^  ^idic  C dunkel  L^jß  behauptet  worden)  ähnlich  der 
Schnittkurve  der  Indexfläche  mit 
der  Grenzfläche  des  KristaUs;  denn  ihre  Radienvektoren  sind  propor* 
tional  mit  tg  i  statt  mit  sint.  Ebensowenig  kann  man,  wie  Leiß^ 
vorgeschlagen  hat,  durch  Verwendung  eines  parabolischen  Glaskörpers 
oder  eines  parabolischen  Spiegels,  dessen  Brennpunkt  in  der  Kristall- 
fläche liegt,  die  Durchschnittskurve  der  Strahlenfläche  genau  zur  Dar- 
stellung bringen. 


dtMAti  C  ChtH 


9.    Grenzstrahlenkegel  der  totalen  Reflexion  an  optisoh  ein- 
achsigen Kristallen.    Die  Verhältnisse  vereinfachen  sich  hier  wesent- 


1)  C.  Pulfrich,  Zeitflchr.  f.  Instr.  7  (1887),  p.  25;    C.  Leiß,  Zeitachr.  f. 
Krist.  30  (1898),  p.  859. 

2)  C.  Leiß,  Berliner  Ber.  1899,  p.  42,  178. 
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lieh  dadurch;  daß  die  Indexfläche  in  eine  Kugel  und  ein  Rotations- 
ellipsoid zerfällt.  Nach  §  7  sind  die  gebrochenen  Wellennormalen^ 
welche  den  unter  dem  Grenzwinkel  einfallenden  entsprechen^  diejenigen 
Kadien  der  Indexfiäche^  welche  nach  deren  Berührungspunkten  mit  den 
zur  Ghrenzebene  senkrechten  Tangenten  gerichtet  sind.  Diese  Radien 
erfüllen  nun  in  diesem  Fall  für  die  Grenzbrechung  der  ordentlichen 
Strahlen  den  Schnittkreis  der  Kugel  mit  der  Grenzebene,  fOr  diejenige 
der  außerordentlichen  aber  die  mm  EinfaUslot  konjugierte  Diametral- 
ebene  des  EUipsoids  der  Indexflüche. 

Die  Schnittkurve  der  Strahlenfläche  mit  der  Grenzebene  besteht 
aus  einem  Kreis  und  einer  Ellipse ,  also  ihre  Fußpunktkurre,  deren 
Radien  nach  S.  106  umgekehrt  proportional  mit  n®  sin  %  sind,  aus  einem 
Kreis  und  einem  Oval,  welches  letztere  aber  verschieden  ist  von  dem- 
jenigen Oval,  in  welchem  die  Normalenfläche  von  der  Grenzebene  ge- 
schnitten wird. 

Die  analytische  Bedingung  (9)  für  die  Grenze  der  Totalreflexion^ 
nämlich  daß  f(tg  r)  «=  0  zwei  gleiche  Werte  von  r  liefert,  zerfällt  hier 
gemäß  der  in  Formel  (8)  angegebenen  Form  von  f(tg  r)  in  die  beiden: 

(10)  sin  r  —  — ü  ===  -^ 

und 

oder  nach  (8) 


.^^>,^         •     "  —  i!    l/  Q*  cos»  ^  +  e*  sin*  d" 

^Ii;       smi,  —  y  y  ^,  ^^^,  ^  ^  e»  sin«  -0-  +  (o«  —  e*)  cos*  f  sin»  -8- ' 

Die  erste  Gleichung  bestimmt  den  Grenzwinkel  der  Totalreflexion  de» 
ordentlichen,  die  zweite  den  des  außerordentlichen  Strahls. 

Für  die  mit  dem  Hauptschnitt  der  Grenzebene  zusammenfallende, 
also  der  optischen  Achse  parallele  Einfallsebene,  in  welcher  g  =  0 
ist,  ergibt  die  Gleichung  (11) 


/ii*\  •     -  olAos*-©"    ,    sin*  ^        q* 

(11-)  smt,  =  q'>y--^  +  -^,     =L.^, 

^^  ^e  gemäß  der  Formel  (2')  in  Kap.  I  die  Geschwindigkeit  des  in  die 
Durchschnittslinie  der  Einfalls-  und  Grenzebene  fallenden  Strahls  ist 
Für    die    zum    Hauptschnitt    senkrechte   Einfallsebene    (g  =  90®) 
erhält  man  aus  (11) 

(IP)  Bm~i,^^  =  -^r 

Die  Mepsung  der  Grenzwinkel  in  dieser  Einfallsebene  liefert  also  direkt 
C3  und  €,  und  man  kann  demnach  durch  Totalreflexionsmessungen  an 
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einer  bdidngen  Fläche  eines  einachsigen  Kristalls,  ohne  deren  Orien- 
tierung zu  kennen j  unmittelbar  die  beiden  Hauptbrechungsindizes  finden: 
man  braucht  zu  diesem  Zwecke  nur  durch  Drehen  der  Flache  in  ihrer 
Ebene  diejenige  Einfalkebene  aufzusuchen^  wo  sich  der  yeranderliche 
Grenz  winke!  (ij  am  meisten  von  dem  konstanten  (i  J  unterscheidet. 
Mißt  man  dann  noch  i^  in  der  zu  dieser  Ebene  senkrechten  (d.  i.  im 
Hauptschnitt),  so  kann  man  zufolge  (11*)  aus  der  Gleichung 

1 j^ 

auch  die  Neigung  der  Grenzfläche  gegen  die  optische  Achse  bestimmen, 
oder  erhält;  wenn  die  letztere  anderweitig  bekannt  ist,  eine  Eontrolle 
für  die  Messungen  von  o  und  e.  (Vergl.  die  Anm.  S.  106  betreffs  der 
Berechnung  der  Beobachtungen  W.  Eohlrauschs  am  Natronsalpeter.) 

Die  Abhängigkeit  der  Grenzwinkel  vom  Azimut  der  Einfallsebene 
und  vom  Brechungsindex  des  äußeren  Mediums  übersieht  man  am 
besten  durch  die  Betrachtung  der  Grenzstrahlenlegel^)  (siehe  (7)).  Der- 
jenige Kegel  K^y  welcher  die  zu  den  streifend  gebrochenen  ordentlichen 
Strahlen  gehörigen  reflektierten  enthält  —  wir  wollen  ihn  kurz  den 
„ordentlichen  Grenzstrahlenkegel"  nennen  —  ist  natürlich  ein  Kreiß- 
kegel mit  dem  Einfallslot  als  Achse.  Der  andere,  ^^außerordentliche'', 
K^  ist  durch  die  Gleichung  (11)  gegeben,  wenn  darin  i^  als  Funktion 
von  g  betrachtet  wird.  Da  diese  Funktion  für  ±  g  und  «  ±  S  den 
gleichen  Wert  annimmt,  so  ist  der  Grenzstrahlenkegel  K^  symmetrisch 
in   bezug  auf  die  Einfallsebene  und  die  zu  ihr  senkrechte. 

Führen  wir  ein  rechtwinkliges  Achsensystem  X'  Y'Z'  ein,  dessen 
Nullpunkt  im  Einfallspunkt  0  liegt,  dessen  Z'- Achse  das  Einfallslot, 
und  dessen  X'- Achse  die  Schnittlinie  von  Einfallsebene  und  Grenz- 
ebene ist,  so  wird 

sin*  »=.-,,     ' , -,    .-. ,     sin*  i  cos*  5=8  -i — ^ti — mi y 

und  aus  (11)  erhält  man  die  Gleichung  des  Kegels  K^  in  rechtwink- 
ligen Koordinaten: 

derselbe  ist  also  vom  zweiten  Grade. 

1)  Dieselben  sind  zuerst  von  H.  de  Senarmont  (C.  R.  42  [1856],  p.  65; 
Pogg.  Ann.  97,  p.  605),  dann  eingehender  von  Th.  Liebisch  (N.  Jahrb.  f  Min. 
1886,  2,  p.  47)  diskutiert  worden. 
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Die  Schnittkorve  C^  dieses  Kegels  mit  einer  zur  Grenzebene  paral- 
lelen im  Abstände  /==  1  ist  also,  wenn  wir  noch  statt  der  Licht- 
geschwindigkeiten die  Brechungsindizes  einführen,  gegeben  durch 

(12") 


f.-5->)+''"&-l)-'. 


■  d-  +  e*  cos« 

während  dieselbe  Ebene  den  ordentlichen  Grenzstrahlenkegel  in  dem 
Kreise 


(^'*+y'o(S^-i)  =  i 


<12') 
schneidet. 

Ist  n^  sowohl  >  CD  als  >  £;  so  ist  die  Eurre  C^  stets  eine  Ellipse 
und  der  Kreis  (12*)  reell;  ist  w®  kleiner  ab  beide  Hauptbrechungs- 
indizes des  Kristalls,  so  werden  beide  Kurven  imaginär,  da  man  dann 
gar  keine  Totabeflexion  erhält.  Anderenfalls  sind  folgende  Fälle  zu 
unterscheiden,  wobei  q  eine  Abkürzung  für  ]/a}*  sin*  ^  +  e^  cos*  d" 
bedeutet. 

I.  Charakter  der  Doppelbrechung  positiv :  co  <  ß. 


Kfbis 


Schnittkurve  C, 


ej  <  n*  <  9 
*  <  n«  <  « 


n«>« 


reell 


imaginär 
Hyperbel,  deren  reelle  Achse  ||  zum  Hanptschnitt  ist. 

Q 


die  zwei  parallelen  Geraden:  x^^  + 


V^'-9' 


EUipse,   die   ganz  außerhalb  des  Kreises  liegt,   und 
deren  große  Achse  J_  zum  Hauptschnitt  ist. 


IL  Charakter  der  Doppelbrechung  negativ:  (d>  s. 


1           Kreis 

Schnittkurve  C^ 

s<n^<9 

imaginär 

Hyperbel,  deren  reelle  Achse  J_  zum  Hauptschnitt  ist. 

n'^Q 

11 

die  zwei  parallelen  Geraden:  y'  =  db  -     *        - 

^  <  no  <  « 

it 

Ellipse,  deren  große  Achse  ||  dem  Hauptschnitt  ist. 

n^^o} 

unendlich  groß 

»1           11          »1          »1     11     11              11             >i 

n«>(o 

reell 

Ellipse,  die  ganz  innerhalb  des  Kreises  liegt,  und 
deren  große  Achse  ||  zum  Hauptschnitt  ist. 

In  jedem  Falle  ist  die  zum  Hauptschnitt  senkrechte  Achse  der 
Kurve  C,  unabhängig  von  der  Orientierung  der  Grenzebene.  Die  an- 
dere, zum  Hauptschnitt  parallele  Achse  von  C^  wird  für  eine  zur 
optischen  Achse  parallele   Grenzebene   (d.  h.  für  ^  =  y)   S^^^^^  ^^^ 

Po  ekel  8,  Kristalloptik.  8 


> 
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RadiuB  des  Kreises^  so  daß  dann  die  Kurve  C^  den  Kreis  in  dessen 
Schnittpunkten  mit  dem  Hauptschnitt  berührt'^  im  Falle  I  kann  dies 
sowohl  für  die  Hyperbel^  als  für  das  Parallelenpaar  oder  die  Ellipse 
(in  den  Endpunkten  ihrer  kleinen  Achse) ^  im  Falle  U  nur  für  die 
Ellipse  (in  den  Endpunkten  der  großen  Achse)  eintreten^  und  in  letzte- 
rem Falle  fehlt,  da  9  =  co  wird,  der  dritte  ünterfalL 

Die  verschiedenen  Formen  des  Qrenzstrahlenkegels  lassen  sich^ 
wie  aus  der  vorstehenden  Diskussion  hervorgeht,  realisieren,  indem 
man  eine  und  dieselbe  Kristallfläche  sukzessive  in  Flüssigkeiten  von 
verschiedenen  Brechungsindizes  (n^)  beobachtet.  So  erhält  man  z.  B. 
an  einer  zur  optischen  Achse  parallelen  Kalkspatfläche  bei  Beobach- 
tung mit  Na-Licht  als  Schnittkurven  der  Grenzstrahlenkegel  mit  einer 
zur  Grenzebene  parallelen  Ebene  ^): 

in  Äthylenbromid  (n®  =  1,53631):  eine  Hyperbel, 

in  Schwefelkohlenstoff         (nP  =  1,63190):  eine  Hyperbel, 

in  a-Monobromnaphthalin    (n®  =  1,65850  =  ©):  zwei  parallele  Gerade^ 

in  Phosphorlösung  in  CS^  (n^  «=  1,7190):  Kreis  und  Ellipse. 

Ein  anderes  Verfahren,  uin  die  verschiedenen  Kurvenarten  zu  be- 
obachten, besteht  in  der  Beobachtung  mit  verschiedenfarbigem  Licht 
in  einem  isotropen  Medium  von  solcher  Dispersion,  daß  sein  Brechungs- 
index für  gewisse  Farben  zwischen  den  Hauptbrechungsindizes  o  und 
€  des  Kristalls  liegt,  für  andere  größer  ist  als  der  größte  von  beiden. 
Dies  gilt  z.  B.  für  eine  der  optischen  Achse  parallele  Kalkspatfläche, 
die  an  Monobromnaphthalin  grenzt^),  da  dessen  Brechungsindex  für 
Na-Licht  (bei  16®)  gleich  dem  o  des  Kalkspats,  für  Licht  von  kleinerer 
Wellenlänge  >  03,  für  solches  von  größerer  Wellenlänge  (rotes  Licht) 
<  CO  und  >  €  ist,  wie  folgende  kleine  Tabelle  zeigt : 


Spektrallinie 

n*»  bei  16,1« 

CO 

s 

K              ' 

1,68988 

1,64993 

1,48268 

Li« 

1,64816 

1,65391 

1,48420 

Na 

1,66846 

1,66850 

1,48639 

Tl              i- 

1,66868 

1,66292 

1,48840 

Cs,            II 

1,69394 

1,67196 

1,49245 

1)  Vergl.  C.  Pülfrich,  N.  Jahrb.  f.  Miner.  Beil.-Bd.  5  (1887),  p.  167. 

2)  J.  Norrenberg,  Verh.  d.  naturhiet.  Vereina  d.  Rheinlande  45  (1888), 
p.  1.     Wied.  Ann.  34  (1888),  p.  843. 
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Die  entsprechenden  Schnittknrren  der  Grenzstrahlenkegel  mit  der 
Ebene  /=^  1  sind  in  Fig.  43  dargestellt. 

Die  Grendinien  der  Totalreflexion,  welche  man  in  einem  unter 
dem  Winkel  l  auf  die  Grenzebene  gerichteten  Femrohr  beobachtet, 
sind  die  innerhalb  des  Gesichtsfeldes  liegenden  Stöcke  der  Schnitt- 
kurven des  betreffenden  Grenz- 
strahlenkegels mit  einer  zu  der- 
jenigen seiner  Erzeugenden, 
welche  gerade  in  die  Femrohr- 
achse fallt,  senkrechten  Ebene. 
Diese  Kurvenstücke  erscheinen 
bei  nicht  sehr  großem  Gesichts- 
felde nahezu  geradlinig.  Versteht 
man  demgemäß  unter  „Richtung 
der  Grenzlinie"  die  Richtung 
ihrer  Tangente  im  Mittelpunkte 
des  Gesichtsfeldes,  so  erkennt 
man  ohne  weiteres,  daß  die  den 
ordentUchen  Strahlen  entspre- 
chende Grenzlinie  stets  senkrecht 
zur  Einfallsebene  ist,  die  den 
außerordentlichen  entsprechende 
aber  im  allgemeinen  mit  letzterer 
einen  von  90^  verschiedenen  Winkel  Xe  bildet.  Man  kann  denselben 
mit  Hilfe  der  Gleichung  (12)  des  außerordentlichen  Grenzstrahlen- 
kegels leicht  berechnen,  indem  man  berücksichtigt,  'daß  er  zugleich 
der  Winkel  ist,  welchen  die  EinfaUsebene  mit  der  in  ihrer  Schnitt- 
linie mit  dem  Grenzstrahlenkegel  an  letzteren  gelegten  Tangentialebene 
bildet.     Man  findet  so^) 

e(o*  —  €*)  sin*  &  sin  f  cos  ^ 


113)  COs;|r^  = 


{[o*c»  — g^*(o»co8-Ö'  +  e*8in*0')]o*co3*^+(o*co8*^  +  c*8in«d)*(«*  — (Z^Vin'U- 


Hieraus  ist  ersichtlich,  daß  Xe  ^^^  ^^^^^  =*  ^0®  wird,  wenn  entweder 
^  =  0  bezw.  180*^,  d.  h.  die  Grenzebene  senkrecht  zur  optischen  Achse 
ist,  —  in  welchem  Falle  K^  ebenfalls  ein  Kreiskegel  wird  — ,  oder 
wenn  bei  beUebigem  a«  g-=  0,  90«^,  180^  oder  270<>,  d.  h.  die  Einfalls- 
ebene parallel  oder  senkrecht  zum  Hauptschnitt  der  Grenzfläche  ist. 
Messungen  des  Winkels  %,  welche  mit  der  vorstehenden  Berech- 


1)  Th.  Liebisch,  N.  Jahrb.  f.  Miner.  1886,  2,  p.  56,  68. 
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niing   im    Einklänge    stehen^    worden   am    Kalkspat   ansgeführt   Yon 
Danker'),  Pulfrich*)  und  Norrenberg'). 

10.  Polarisation  der  Grenzstrahlen.  Wenngleich  der  Polarisa- 
tionszustand des  an  der  ebenen  Grenzfläche  eines  Kristalls  gebrocheneu 
oder  reflektierten  Lichtes  allgemein  erst  mit  Hilfe  der  in  Kap.  VII 
zu  entwickelnden  ToUständigen  Theorie  der  Reflexion  und  Brechung, 
d.  h.  in  Verbindung  mit  der  Bestimmung  der  reflektierten  und  gebroche- 
nen Amplituden  ermittelt  werden  kann,  so  läßt  sich  derselbe  in  spe- 
ziellen Fällen  doch  schon  aus  bloßen  Symmetrieüberlegungen  ableiten, 
und  es  mögen  hier  einige  daraus  für  die  Polarisation  des  gebrochenen 
oder  reflektierten  Lichtes  in  der  Nähe  der  Grenzstrahlenkegel  zu 
ziehende  Folgerungen  Erwähnung  finden,  welche  auch  für  die  Be- 
obachtungen von  Nutzen  sind,  zumal  da  ja  bei  letzteren  gerade  die 
durch  Symmetrie  ausgezeichneten  Fälle  bevorzugt  werden. 

Jene  speziellen  FäUe  sind  solche,  wo  die  Einfallsebene  eine  optische 
Symmetrieehene  des  Kristalls  ist,  an  dessen  Grenzfläche  gegen  ein 
äußeres  isotropes  Medium  die  Brechung  oder  Reflexion  stattfindet. 
Hier  muß  nämlich  offenbar  eine  einfallende  Welle,  welche  parallel 
oder  senkrecht  zur  Einfallsebene  polarisiert  ist^  bei  der  Reflexion  und 
Brechung  ihren  Polarisationszustand  beibehalten.  Bei  einer  im  Kristall 
einfallenden  Welle  ist  dann  jene  Voraussetzung  über  die  Polarisations- 
richtung  von  selbst  erfüllt.  Diejenigen,  aus  dem  Kristall  in  das 
(stärker  brechende)  isotrope  Medium  gebrochenen  Strahlen^  welche 
zwischen  den  beiden  Grenzstrahlenkegeln  liegen  und  somit  nur  aus 
je  einem  im  Kristall  auf  die  Grenzfläche  einfallenden  Strahl  heryor* 
gehen,  sind  daher  vollständig  und  zwar  entweder  parallel  oder  senk- 
recht zur  Einfallsebene  polarisiert.  Innerhalb  des  inneren  Grenz- 
strahlenkegels Kl  dagegen,  wo  je  zwei  einfallende  Strahlen  zu  jedem 
gebrochenen  beitragen,  ist  das  gebrochene  Licht  (falls  das  einfal- 
lende Licht  ursprünglich  natürliches  war)  nur  teihveise  linear  po- 
larisiert. Bei  der  Beobachtungsmethode  „mit  streifendem  Einfall^ 
kann  man  daher  die  innere  Grenzkurve  durch  ein  vor  dem  Auge 
eingeschaltetes  Polarisationsprisma  (einen  Analysator)  zum  Ver- 
schwinden bringen,  indem  man  die  Polarisationsebene  des  letzteren 
senkrecht  zu  derjenigen  des  Strahles  stellt,  welcher  auf  K^  die  strei- 


1)  F.  Danker,  N.  Jahrb.  f.  Miner.  Beil.-Bd.  4  (1885),  p.  265.     Vergl.  auch 
Liebisch,  N.  Jahrb.  f.  Miner.  1886,  2,  p.  63. 

2)  C.  Pulfrich,  N.  Jahrb.  f.  Miner.  Beil.-Bd.  5  (1887),  p.  182. 

3)  J.  Norrenberg,  Yerh.  d.  naturhist.  Vereine  d.  Rheinl.  45  (1888),  p.  82. 
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fende  Brechung  erleidet;  andererseits  kann  man,  indem  man  den 
Analysator  um  90®  dreht ,  alles  Licht  zwischen  den  beiden  Ghrenzen 
und  damit  zugleich  die  äußere  Grenze  selbst  auslöschen.  Hierdurch 
hat  man  also  ein  Mittel^  die  Polarisationsrichtungen  der  beiden  strei- 
fend gebrochenen  Grenzstrahlen  zu  bestimmen. 

Läßt  man  natürliches  Licht  an  der  Grenzfläche  des  Kristalls  im 
isotropen,  stärker  brechenden  Medium  reflektieren,  so  ist  dasselbe  inner- 
halb der  inneren  Grenzkurve,  wo  die  zur  Einfallsebene  parallelen  und 
senkrechten  Komponenten  des  einfallenden  Lichts  beide  partiell,  aber 
mit  yerschiedener  Litensi1»t  reflektiert  werden,  teilweise  (  II  oder  JL 
zur  Einfallsebene)  polarisiert;  beim  Überschreiten  der  inneren  Grrenz- 
kurve  wächst  die  Intensität  einer  jener  beiden  reflektierten  Kom- 
ponenten rapide  auf  ihre  volle  Litensität  an,  und  es  kann  daher  durch 
einen  Analysator,  der  diese  Komponente  auslöscht,  die  innere  Grenz- 
kurve zum  Verschwinden  gebracht  werden.  Zwischen  den  beiden 
Grenzen  ist  das  reflektierte  Licht  ebenfalls  teilweise  linear  polarisiert, 
außerhalb  der  äußeren  Grenzkurve  —  wo  auch  die  andere  Komponente 
die  volle  Intensität  erreicht  —  aber  völlig  unpolarisiert ,  und  durch 
Auslöschung  der  letzteren  Komponente  mitteis  des  Analysators  wird 
die  äußere  Grenzkurve  zum  Verschwinden  gebracht.  Hieraus  ist  er- 
sichtlich, daß  man  auch  bei  Beobachtung  der  Grenzen  im  reflektierten 
Licht  in  derselben  Weise,  wie  bei  der  Methode  des  streifenden  Ein- 
falls, die  Polarisationsrichtungen  der  beiden,  in  der  Einfallsebene  strei- 
fend zur  Grenzebene  verlaufenden  Strahlen  im  Kristall  ermitteln  kann, 
welche  ja  in  dem  vorausgesetzten  Fall  mit  den  Polarisationsrichtungen 
der  die  Helligkeitsgrenzen  im  reflektierten  Lichte  bedingenden  Strahlen 
übereinstimmen. 

Angewendet  auf  die  Totalreflexion  im  Hauptschnitt  einer  beliebigen 
Grenzfläche  optisch  einachsiger  Kristalle  ergibt  die  vorstehende  Über- 
legung die  Regel:  In  derjenigen  Stellung  des  Analysators,  für  wdche 
die  innere  Grrenzkune  verschwindet,  ist  dessen  Polarisationsebene  im 
Falle  eines  positiven  Kristalls  senkrecht,  im  Falle  eines  negativen  parallel 
jzur  Einfallsebene,  Diese  Regel  gilt  auch  für  die  Reflexion  an  einer 
£ur  Hauptachse  senkrechten  Fläche  und  enthält  ein  bequemes  Hilfs- 
mittel zur  Feststellung  des  Charakters  der  Doppelbrechung  einachsiger 
Kristalle.  Ist  die  Grenzfläche  parallel  zur  Hauptaclise,  so  sind  die 
vorausgesetzten  Symmetriebedingungen  auch  dann  erfüllt,  wenn  die 
Einfallsebene  senkrecht  zum  Hauptschnitt  ist;  in  diesem  Falle  sind  in 
der  obigen  Regel  die  Worte  „positiv''  und  „negativ"  zu  vertauschen. 

In  den  vorstehend  betrachteten  Fällen  stimmt  die  Polarisations- 
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richtimg  der  durch  streifende  Brechung  und  der  durch  totale  Reflexion 
erzeugten  Grenzstrahlen  überein.  Im  allgemeinen  findet  diese  Über- 
einstimmung aber  nicht  statt.  ^)  Doch  gibt  es  bei  einachsigen  Kristallen 
noch  einen  besonderen  Fall,  wo  sie  immer  besteht:  wenn  nämlich  der 
Brechungsindex  des  äußeren  Mediums  übereinstimmt  mit  dem  ordent- 
lichen des  (negativen)  EristaUs,  wa«  natürlich  nur  für  eine  bestimmte 
Spektralfarbe  gelten  kann.  In  diesem,  bei  Kalkspat  in  Monobromnaphthalin 
für  Na-Licht  realisierten  Falle,  wo  jeder  ordentliche  Strahl  ungebrochen 
und  ungeschwächt  durch  die  Grenze  geht  und  der  (ordentliche)  äußere 
Grenzkegel  in  die  Grrenzebene  selbst  ausartet  (siehe  oben  S.  113),  sind 
alle  reflektierten  Strahlen  vollständig  polarisiert  und  zwar  senkrecht 
zu  den  in  ihrer  Richtung  im  Kristall  fortschreitend  gedachten  ordent- 
lichen Strahlen;  dies  gilt  also  insbesondere  auch  für  die  Strahlen  des 
außerordentlichen  Grenzstrahlenkegels.  Wir  werden  auf  diesen  Fall 
in  Kap.  VII  näher  eingehen. 

Bei  optisch  zweiachsigen  Kristallen  ergeben  die  obigen  Über- 
legungen für  die  Fälle,  daß  die  Einfallsebene  eine  der  optischen  Sym- 
metrieebenen ist,  folgende  Regeln  bezüglich  der  Polarisation  der  in- 
neren, also  der  schnelleren  Welle  entsprechenden  Grenzkurve  (wobei, 
wie  immer,  vorausgesetzt  ist,  daß  die  größte  Achse  des  Index- 
ellipsoids  in  die  Z- Achse,  die  kleinste  in  die  X-Achse  fällt).  Ist  die 
Einfallsebene  die  XF- Ebene,  oder  ist  sie  die  ZX-Ebene  und  liegt 
ihre  Schnittlinie  mit  der  Grenzebene  innerhalb  des  von  der  Z- Achse 
halbierten  Winkels  der  Binormalen,  so  ist  die  innere  Grenzkurve 
senkrecht  zur  Einfallsebene  polarisiert  (wird  also  ausgelöscht  durch 
einen  Analysator,  dessen  Polarisationsebene  parallel  der  letzteren  ist); 
ist  die  Einfallsebene  die  FZ-Ebene,  oder  ist  sie  die  ZX-Ebene  und 
liegt  ihre  Schnittlinie  mit  der  Grenzebene  in  dem  von  der  X-Achse 
halbierten  Binormalenwinkel,  so  ist  die  innere  Grenzkurve  parallel 
zur  EinfaUsebene  polarisiert. 

Hiemach  ist  leicht  ersichtlich,  wie  man  aus  der  Polarisation  der 
inneren  Grenzkurve  der  Totalreflexion,  welche  man  au  einer,  zu  einer 
optischen  Symmetrieebene  parallelen  Grenzfläche  eines  zweiachsigen 
Kristalls  in  deren  Hauptschnitten  beobachtet,  auf  die  Orientierung 
der  X-,  Y-  und  Z- Achse  schließen  kann. 

11.  Spezialfälle  der  Totalreflexion  an  optisch  zweiachsigen 
Kristallen.     Die  Gleichung  (9)   vereinfacht  sich  in  den  schon  in  §  5 


1)  Siehe  P.  Kaemmerer,  Disaertation,  p.  130. 
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angeführten  speziellen  Fällen  der  Orientierung  der  Einfalls-  bezw. 
Grenzebene. 

Ist  zunächst  die  Einfallsebene  eine  Syfnmetrieef)ene  (Fall  II  A)^ 
etwa  die  F^-Ebene^  so  erhält  man  als  Bedingungen  für  das  Gleich- 
werden zweier  Wurzeln  der  Gleichung  (9)  unter  Benutzung  der  For- 
meln (7)  und  (7'):  

n  A\  0    '     -  1  0'-         i/cös*^    ,    sin* -O- 

(14)  n«sm  *!«--,    w^smij-  [/-  ^-, -+     ^,-. 

Letzterer  Ausdruck  stellt  die  reziproke  Strahlengeschwindigkeit  für 
die  Schnittlinie  von  Einfalls-  und  Grenzebene  dar;  in  der  Tat^^st  hier^ 
da  der  Strahl  nach  Symmetrie  in  der  Einfallsebene  liegt,  diese  Strahlen- 
geschwindigkeit direkt  für  die  Grenzbrechung  maßgebend. 

Im  Falle  I  des  §  5,  wo  die  Grenzebene  eine  Symmetrieebene  oder 
ihre  Schnittlinie  mit  der  FAnfallsehene  eine  Syynmetrieachse  ist,  hat  die 
Gleichung  /"(tg  r)  =  0  paarweise  entgegengesetzte  Wurzeln:  ±  tg  r, 
±  tg  r'.    Damit  die  einem  solchen  Wurzelpaar  entsprechenden  Winkel, 

z.  B.  /  und  %  —  r'y  einander  gleich  werden,  müssen  sie  beide  gleich   - 

sein,  d.  h.  die  gebrochene  WeUennormale  muß  im  Falle  der  Grenz- 
brechung in  der  Grenzebene  liegen  —  was  auch  geometrisch  direkt 
aus  der  Symmetrie  der  Schnittkurve  C  in  bezug  auf  die  Grenzebene 
ersichtlich  ist.     Demnach  gilt  für  die  Grenze  der  Totalreflexion: 

^g  ^'  ==•  ±  ^^     bezw.    tg  r"  =  ±  cx) , 

was  erfordert,  daß  der  Koeffizient  Aq  verschwindet.  Dies  ergibt  in 
dem  Spezialfall  I  B,  wo  die  Schnittlinie  der  Einfalls-  und  Grenzebene 
eine  Symmetrieachse,  z.  B.  die  X-Achse  ist,  gemäß  (6'^)  für  die  bei- 
den Grenzwinkel  die  Relationen: 

man  findet  also  in  diesem  Falle  aus  den  Grenzwinkeln  direkt  zwei 
Hauptbrechungsindizes. 

Im  Falle  I  A,  wo  die  Grenzebene  eine  Symmetri ebene,  etwa  die 
XF-Ebene  ist,  ergibt  die  Bedingung  J-^  =  0: 

(15)  8in«i  =  f,     sinj,  =  -_=^^^ 


WO  i  das  Azimut  der  EinfaUsebene  gegen  die  X-Achse  bedeutet.  Die 
Nenner  von  sin  i^  und  sin  i^  sind  hier  die  in  die  Schnittlinie  von 
Einfalls-  imd  Grenzebene  fallenden  Radien  der  Kormaienfläche.  Der 
Grenzstrahlenkegel  zerfällt  hier  wieder  in  zwei  Kegel  zweiten  Grades, 
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von  denen  einer  {K^  ein  Kreiskegel  ist;  ihre  Gleichungen ,  bezogen 
auf  das  optische  Symmetrieachsensystem^  sind: 

(K,)  (c«-3«*)(^^  +  y^  =  goV, 

Der  Kreiskegel  ist  nur  reell,  wenn  q^  <Cc  ist,  und  liegt  dann,  da 
nach  unserer  Annahme  a  >  6  >  c  ist,  ganz  außerhalb  des  Kegels  K^ . 
Letzterer  ist  nur  reell,  wenn  ^  <a  ist,  und  seine  Schnittkurve  mit 
einer  Ebene  z=  Const.  (Parallelebene  zur  Grenzebene)  ist: 

für  a>  g®>  6  eine  Hyperbel,  deren  reelle  Achse  parallel  der  F- Achse  ist,. 

für  q^  =  h  ein  Paar  zur  X-Achse  paralleler  Gerader, 

für  q^  <l  eine  Ellipse  mit  der  großen  Achse  parallel  der  X-Achse. 

Der  Winkel  x^  welchen  die  im  Fernrohr  beobachtete  Grenzlinie 
mit  der  Einfallsebene  bildet,  ist  beim  Kegel  K^  =  90®  und  bei  K^ 
gegeben  durch 

—  (a*  —  fe*)  sin  l  cos  ^ 


(16) 


cos;C 


[a\a*  —  gro*)  sin*  f  +  6«(6«  —  g«*)  cos»  ^)* 


Messungen   dieses  Winkels  %   hat   J.  Dank  er  ^)   am    Arragonit   aus- 
geführt. 

Für  Grenzebenen,  die  einer  der  anderen  beiden  Symmetrieebenen 
parallel  sind,  erhalt  man  die  entsprechenden  Formeln  natürlich  durch 
zyklische  Buchstabenvertauschung.  Bezüglich  der  Durchschnittskurven 
der  Grenzstrahlenkegel  mit  einer  zur  Grenzebene  parallelen  Ebene  ergibt 
sich  dann  je  nach  dem  Größenverhältnis  der  Lichtgeschwindigkeit  (j^ 
im  äußeren  Medium  zu  den  Hauptlichtgeschwindigkeiten  des  Kristalls 
das  in  folgender  Tabelle  dai^estellte  Verhalten: 

Grenzebene  die  FZ- Ebene. 


Schnittkurve  mit  K^ 

Schnittkurve  mit  JT, 

a>a»>6 

!                Kreis 

1 

imaginär 

&>'/">« 

11 

Hyperbel  mit  reeller  Achse  ||  Z 

q"  =  0 

11 

zwei  zur  Y-Achse  parallele  Gerade,  zwischen 
denen  der  Kreis  liegt 

q-<C 

1» 

Ellipse  mit  großer  Achse  ||  Y,  den  Kreis 
ganz  einschliefiend. 

1)  J.  Danker,  N.  Jahrb.  f  Miner.  Beil.-Bd.  4  (1885),  p.  272.    Vergl.  dazu 
Th.  Liebisch,  N.  Jahrb.  f.  Miner.  1886,  2,  p.  63. 
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Grenzebene  die  ZX- Ebene  (Binormalenebene). 


Schnittkurre  mit  f  , 

Schnittkurve  mit  Ä', 

a>q'>b 

imaginär 

Hyperbel  mit  reeller  Achse  ||  Z 

b>i'>>e 

Eiei« 

11           «         fi           11        11 

,»-c 

11 

zwei  zur  X-Achse  parallele  Gerade 

«•<c 

11 

Ellipse  mit  großer  Achse    ||  X. 

In  letzterem  Falle  schneiden  die  Hyperbel,  das  Geradenpaar  bezw. 
die  Ellipse  den  Ereis^  denn  die  beiden  Grenzstrahlenkegel  haben  hier 
diejenigen  Erzeugenden  miteinander  gemein^  die  in  den  die  Binormalen 
enthaltenden  Einfallsebenen  liegen. 

Anßer  den  diesen  beiden  Kegeln  entsprechenden  Grenzknrven 
treten  aber  in  diesem  Falle ,  wie  überhaupt  an  Grenzflächen^  welche 
die  Kegel  der  inneren  konischen  Refraktion  schneiden,  gewisse  singu- 
läre  Grenzkurven  auf,  mit  denen  wir  uns  noch  naher  zu  beschäftigen, 
haben. 

12.  Singulare  Ersoheiniingen  der  Totalreflexion,  welche  mit 
der  konisohen  Befraktion  zusammenlxängen^).  Wir  setzen  zunächst, 
wie  oben,  voraus,  daß  die  Grenzebene  genau  parallel  der  ZX- 
Ebene  sei.  Nun  folgt  aus  dem  früher  (S.  62)  besprochenen  Verhält- 
nis der  Indexfläche  zur  Strahlenfläche,  daß  erstere  ebenso  wie  letztere 
vier  singulare  Tangentialebenen  besitzt,  welche  sie  in  Kreisen  berühren^ 
die  hier  aber  senkrecht  zu  den  Biradialen  (statt  zu  den  Binormalen) 
sind.  Im  oben  vorausgesetzten  Falle  sind  also  diese  singulären 
Tangentialebenen  senkrecht  zur  Grenzebene ;  es  gibt  demnach  außer 
denjenigen  zum  EinfaUslot  parallelen  Tangenten,  welche  die  Index- 
fläche in  ihren  Schnittkurven  mit  der  ZX- Ebene,  also  dem  Kreise 
V{x^-\-  z*)  =  1  und  der  Ellipse  (^x^+  fl^^*=  1,  berühren,  noch  solche^ 
welche  vier  Ebenenstreifen  erfüllen  und  die  ZX-Ebene  in  denjenigen 
Stücken  der  gemeinsamen  Tangente  jenes  Kreises  und  jener  Ellipse 
schneiden,  welche  zwischen  deren  beiden  Berührungspunkten  3t,  58 
liegen  (siehe  Fig.  44,  S.  122).  Die  nach  den  Berührimgspunkten  dieser 
Tangenten  der  Indexfläche  gezogenen  Radien  bilden  den  Kegel  der 
äußeren  konischen  Refraktion,  d.  h.  sie  sind  diejenigen  Wellennormalen,, 
welche  zu  einem  in  eine  Biradiale  fallenden  Strahl  gehören.     Den- 

1)  DeSenarmont,  Liouv.  Journ.  1  (1866),  p.  305;  Th.  Liebisch,  N.  Jahrb. 
f.  Min.  1886,  2,  p.  47;  Mallard,  Journ.  de  phys.  5  (1886),  p.  389;  Ch.  Soret, 
Arch.  sc.  phys.  nat.  G^növe  (8)  20  (1888),  p.  279. 
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selben  entsprechen  als  einfallende  bezw.  reflektierte  Strahlen  diejenigen, 
welche  den  Einfallspunkt  mit  den  Durchschnittslinien  der  erwähnten 
Ebenenstreifen   und  der  um   den   Einfallspimkt   beschriebenen   Kugel 

vom  Radius  vP  verbinden  (siehe  §  7, 
S.  107).  Diese  einfallenden  oder  reflek- 
tierten Grenzstrahlen  erfüllen  denmach 
vier      schmale       Kegelmantelsektoren, 

welche  den  mit  dem  Winkel  arc  cos  \ 

0 

um  die  Biradialen  beschriebenen  Rota- 
tionskegeln angehören  und  die  beiden 
oben  charakterisierten  Grenzstrahlen- 
kegel Ä", ,  K2  je  in  einer  Geraden  von 
außen  berühren.  (Siehe  Fig.  53,  S.  128, 
die  den  Schnitt  der  Grenzstrahlenkegel  mit  einer  zur  Grenzebene  paral- 
lelen Ebene  darstellt.)  Die  Berührungsgerade  mit  dem  Kreiskegel  Ü4 
liegt  in  der  durch  das  Einfallslot  und  die  Biradiale  0%  gehenden  Ebene, 
diejenige  mit  dem  Kegel  K^  in  derjenigen  Einfallsebene,  welche  die 
Wellennormale   093  enthält. 

Bei   der   Beobachtung   in   einem  Fernrohr,   dessen  Achse   in  die 
Richtung    einer    der   Durch schnittslinien    der    Kegel  K^  und  K^    ein- 
gestellt ist,  entspricht  einem  solchen  zu  K^  und  Ä'g  hinzukommenden 
/;  Kegelmantelsektor  ein  Stück  einer  dritten 

Grenzkurve  {G')  der  Totalreflexion,  welches 
die   beiden  eigentlichen,   sich  im  Zentrum 
des  Gesichtsfeldes  schneidenden  Grenzkurven 
^^  (tj  G2  und  G^  G^    berühi-t,  so  daß  man  die 

I  J»'-'  I    in  nebenstehender    Figur  (45)    dargestellte 

V    .  :  A  I    Erscheinung   wahrnimmt     In  den   (in   der 

\  )  \  /     Figur    einfach    schraffierten)    Gebieten    M 

'^  y        und  N  des  Gesichtsfeldes  zivischen  den  bei- 

^-  *?/'  ^®^  Grenzkurven  G^G^  und  G^G^  ist  nur 

je  einer  der  beiden  bei  der  Brechung  eines 
^^^  ^^'  einfallenden  Strahles  entstehenden  Strahlen 

totalreflektiert,  in  dem  doppelt  schraffierten  sichelförmigen  Gebiete 
zwischen  ^r^,  A  G^  einerseits  und  G'  andererseits  dagegen,  wie  in  dem 
ganzen  Gebiete  links  von  G^  A  G^  gar  leiner.  In  der  Tat  ist  leicht  ein- 
zusehen, daß  eine  Senkrechte  zur  Grenzebene,  die  letztere  innerhalb 
des  Dreiecks  Sl.-lS  (Fig.  44)  durchdringt,  die  Indexfläche  in  je  iswei 
Punkten  oberhalb  imd  unterhalb  der  Grenzebene  schneidet,  woraus  folgt, 
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daß  es  für  den  einer  solchen  Senkrechten  entsprechenden  Einfidls- 
Winkel  zwei  gebrochene  Strahlen,  also  keinen  totalreflektierten,  gibt. 
Diese  Erscheinung  wurde  zuerst  von  W.  Kohlrausch  an  einer 
zur  Ebene  der  Binormalen  parallelen  Fläche  eines  Weinsaurekristalls 
beobachtet*),  wo  sie  wegen  der  starken  Doppelbrechung  und  des  dem- 
gemäß relativ  großen  ÖfiFnungswinkels  des  Kegels  der  konischen  Re- 
fraktion (vgl.  die  Tabelle  S.  58)  gut  wahrnehmbar  ist.  Noch  besser 
eignet  sich  hierzu  nach  H.  Dufet')  das  sehr  stark  doppeltbrechende 
a-Äthylpyruvat-Hydrazon,  bei  welchem  überdies  die  Fläche  (210) 
nahezu  parallel  einer  Binormale  ist. 

Da  die  Einfallsebenen,  in  welchen  sich  die  Grenzkurven  schneiden, 
die  Binormalen  enthalten,  so  kann  man  durch  Beobachtungen  der 
Totalreflexion  an  einer  zur  Binormalen -Ebene  parallelen  Kristallfläche 
direkt  den  Winkel  zwischen  den  beiden  Binormalen  (als  die  Azimut- 
difi'erenz  jener  Einfallsebenen)  ermitteln,  allerdings  bei  schwacher 
Doppelbrechung  nur  mit  geringer  Genauigkeit,  da  dann  der  Schnitt 
der  Grenzkurven  unter  sehr  spitzem  Winkel  stattfindet^). 

Wir  sahen  in  §  7,  daß  die  in  irgend  einer  Einfallsebene  vor- 
kommenden Grenzwinkel  ii,*^  Drittels  der  Relation  n®sini-r=l  ab- 
geleitet werden  können  aus  den  in  jener  Einfallsebene  liegenden 
Radien  r  der  Fußpimktkurve  F  derjenigen  Kurve  S,  in  welcher  die 
Strahlenfläche  von  der  Grenzebene  geschnitten  wird.*  In  dem  soeben 
betrachteten  Falle  einer  zur  ZX- Ebene  ^ 
parallelen  (Jrenzebene  muß  die  Kurve  F 
demnach  ein  ähnliches  singuläres  Verhalten 
zeigen,  wie  die  Grenzkurven  G,  d.  h.  es 
muß  ein  die  beiden  sich  schneidenden 
Zweige  von  F  berührendes  Kurveustück 
auftreten,  und  es  bedarf  noch  der  Erklä- 
rung, woher  dies  kommt.  Denn  zunächst 
würde  man,  da  die  Schnittkurve  S  aus 
einem  Kreise  (K^K'  in  dem  in  neben- 
stehendi^r  Fig.  46  dargestellten  Quadranten) 
imd  einer  denselben  schneidenden  Ellipse  {E%E')  besteht,  erwarten, 
daß  die  Kurve  F  einfach  aus  demselben  Kreise  und  einem  Oval 
{F^AF^')  bestehen  müsse,  die  sich  in  den  Azimuten  der  Binormalen 


Fig.  46. 


1)  W.  Kohlrausch,  Wied.  Ann.  6  (1879),  p.  113,    dazu   Abbildung   auf 
Tafel  I. 

2)  H.  Dufet,  Bull.  80C.  fran9.  min.  24  (1901),  p.  118. 
8)  Vgl.  A.  Mühlheima,  Z.  S.  f.  Krist.  14  (1888),  p.  202. 
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(in  Ä)  schneiden^  und  zusammen  die  Schnittkurye  der  Normalenfläche 
mit  der  Grenzebene  bilden.  Daß  nun  aber  noch  ein  jene  beiden 
Kurven  in  der  Nähe  ihres  Durchschnittspunktes  A  berührendes  Kur- 
venstück  F'  hinzukommt,  ergibt  sich  aus  der  Erwägung,  daß  von 
der  Kurve  S  in  dem  betrachteten  Quadranten  eigentlich  die  Stücke 
K%  und  %K  einerseits,  E%  und  %K'  andererseits  zusammengehören, 
insofern  nämlich  erstere  beide  die  Schnittkurve  S^  der  inneren  Schale, 
letztere  diejenige  S^  der  äußeren  Schale  der  Strahlenfläche  aus- 
machen, und  daß  für  diese  beiden  Schnittkurven  S^  und  S^  der  Punkt  % 
ein  Punkt  unendlich  stärket'  Krümmung  ist.  Wenn  man  nun,  um  die 
Fußpunktkurve  F  zu  erzeugen,  auf  S  einen  Punkt  wandern  läßt  und 
jedesmal  die  Tangente  an  S  konstruiert,  so  wird  demnach  dieser  Punkt, 
wenn  er  von  K  kommend  nach  81  gelangt  ist,  nach  E'  weiterwan- 
dern, und  folglich  die  Tangente  beim  Passieren  von  21  sich  aus  der 
Kreistangente  in  die  Ellipsentangente  8133  dreien]  und  dasselbe  wird 
geschehen,  wenn  der  Berührungspunkt  von  K'  kommend  den  Punkt  81 
erreicht  hat,  um  nach  E  weiter  fortzuschreiten.  Bei  dieser  Drehung 
der  Tangente  um  den  Punkt  81  durchläuft  nun  aber  der  Fußpunkt 
des  von  0  auf  dieselbe  gefällten  Lotes  den  Bogen  F'  oder  81 S5  des 
über  031  als  Durchmesser  konstruierten  Kreises,  welcher  das  Oval- 
stück F^  in  seinem  Schnittpunkte  93  mit  der  EUipsentangente  8193 
berührt;  dem  einen  Funkte  %  der  beiden  Kurven  /S^  und  S^  entspridU 
also  der  ganze  Bogen  8195  =  -F'  der  Fußpunlikurve,  Zu  der  inneren 
Schnittkurve  /SgSg'  gehört  als  Fußpunktkurve  der  einfache  aus  den 
drei  Stücken  F^,F\F\  bestehende  Linienzug,  zu  der  äußeren  S^S^' 
dagegen  außer  dem  Ovalbogen  F^  und  dem  Ejreisbogen  J?\'  noch  die 
ganze  Begrenzung  des  sichelförmigen  Kurvendreiecks  ^8195.  —  Da  sin  i 
dem  reziproken  Werte  des  Radius  der  Kurve  F  proportional  ist,  so 
kehrt  sich  in  den  Grenzkurven  der  totalen  Reflexion  die  Erscheinung 
um,  d.  h.  die  sichelförmige  Figur  kommt  nach  außen  (d.  i.  nach  der 
konvexen  Seite  der  normalen  Grenzkurven  oder  in  das  Gebiet  der 
totalen  Reflexion  heider  Strahlen)  zu  liegen,  und  ihre  konkave  Seite 
ist  ebenfalls  nach  außen  gewendet,  wie  es  die  Figur  45  S.  122  zeigt. 
Es  erübrigt  nur  noch  zu  untersuchen,  in  welcher  Weise  der 
Übergang  von  dem  normalen  Verhalten,  wobei  zwei  einfache,  ge- 
schlossene Grenzkurven  auftreten,  zu  dem  soeben  behandelten  singu- 
lären  Verhalten  stattfindet,  wenn  die  Grenzebene  den  Biradialen,  oder 
einer  derselben,  sehr  nahe  kommt,  ohne  sie  genau  in  sich  zu  ent- 
halten. Diese  Untersuchung,  welche  auch  für  das  Verständnis  des 
vorhergehenden  speziellen  Falles   von  Nutzen  sein  wird,  knüpfen  wir 
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am  anschaulichsten  wieder  an  die  Fußpunktkurre  F  des  Durchschnii^fces 
S  der  Strahlenfläche  mit  der  Grenzebene  an.  Man  erkennt  zunächst, 
daß  diese  Fußpunktkurve  (und  somit  auch  die  Grenzkurve  der  Total- 
reflexion) sich  normal  verhalten  wird,  wenn  die  beiden  Zweige  8^,8^ 
von  S  durchaus  konvex  sind.  Dies  ist  der  Fall,  solange  die  zur 
Orenzebene  parallele  Diametralebene  der  Strahlenfläche  keinen  der 
singulären  Berührungskreise  der  Strahlenfläche  (oder,  was  dasselbe 
sagt,  keinen  der  Kegel  der  inneren  konischen  Refraktion)  schneidet; 
denn  nur  innerhalb  der  letzteren  besitzt  die  Strahlenfläche  nach  außen 
konkave  Stellen  (siehe  Kap.  ü,  §  11).  Betrachten  wir  nun  die  Schnitt- 
kurven S  in  einer  Ghrenzebene,  welche  einen  jener  singulären  Bereiche 
schneidet,  in  Azimuten,  welche  demjenigen  der  gegen  die  Grenzebene 
sehr  wenig  geneigten  Biradiale  nahe  liegen,  so  besitzt  hier  die  innere 
Kurve  S^  nur  ein  ausgeprägtes  Maximum  der  Krümmung  (in  Jfg). 
und  zugleich  im  allgemeinen  (nämlich  weun  die  Schnittebene  nicht 
durch  die  Z- Achse  geht)  ein  solches  ihres  Radiusvektors,  die  äußere 
S^  dagegen  zwei  Wendepunkte  J'j  J'\  zwi- 
schen denen  sie  nach  außen  konkav  ist  und 
ihr  Radiusvektor  ein  Minimum  ( Jf^)  erreicht. 
(Siehe  Fig.  47,  welche  sich  auf  den  Fall  be- 
zieht, daß  die  Grenzebene  durch  die  F- Achse 
hindurchgeht;  bei  einer  beliebigen  Lage  der 
Grenzebene  würde  nicht  die  hier  in  Erschei- 
nung tretende  Symmetrie  bestehen.)  Die  Fuß- 
punktkurve F^  von  S^  berührt  demnach  letz- 
tere Kurve  normalerweise  in  M^  und  besitzt 
dort  ebenfalls  einen  maximalen  Radiusvektor. 
Die  Fußpunktkurve  von  S^  hingegen  besitzt 
zwei  den  Wendepunkten  J\  J"  entsprechende 
Bückkehrpiinkte  if,  JB";  sie  besteht  in  dem 
betrachteten  Bereiche  demgemäß  aus  den  beiden  sich  in  P  schnei- 
denden, den  Teilen  S^J',  Ä/J"  entsprechenden  Zweigen  FK,  P'R' 
und  aus  dem,  der  zwischen  J"'  und  J"  liegenden  Strecke  von  S^  ent- 
sprechenden Kurvenstück  K M^R\  welches  8^  in  M^  berührt  und  an 
dieser  Stelle  ein  Maximum  des  Radiusvektors  besitzt.  Diesem  Ver- 
laufe der  Fußpunktkurve  F  entspricht  nun  auf  Grund  der  Relation 
n^  sin  i  -r  =  1  das  in  Fig.  48,  S.  126,  dargestellte  Aussehen  der  im  re- 
flektierten Licht  zu  beobachtenden  Ghrenzkurven  in  demjenigen  Be- 
reiche, welcher  der  die  Biradiale  enthaltenden  Einfallsebene  naheliegt; 
die  kleinen  Buchstaben  w,  p,  r  entsprechen  den  großen  der  Fig.  47, 


Fig.  47. 
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die  (tj  ...  den  F^  ...,  und  wie  in  Fig.  45  kennzeichnet  die  doppelte 
Schraffierung  diejenigen  Gebiete,  wo  beide  Strahlen  nur  partielle  Re- 
flexion erfahren  haben,  die  einfache  Schraffierung  diejenigen,  wo  ein 
Strahl  total  reflektiert  ist,  der  andere  noch  partiell. 


Fig.  48. 

Läßt  man  also  in  einer  Einfallsebene  EE,  welche  zwischen  r 
und  /'  hindurchgeht,  den  Einfallswinkel  wachsen,  so  tritt  zunächst 
Totalreflexion  eines  Strahles  auf,  dann  wird  auch  dieser  wieder  nur 
partiell  reflektiert,  dann  folgt  wieder  ein  Bereich,  wo  er  totalrefiektiert 
wird,  und  nun  erst  die  Grenze  der  totalen  Reflexion  heider  Strahlen. 
Nur  wenn  die  Einfallsebene  gerade  durch  den  Punkt  p  hindurchgeht^ 
verschwindet  das  erste  Bereich  totaler  Reflexion  eines  Strahles.  Dieses 
Verhalten  muß  nun  auch  aus  der  Konstruktion  an  der  Indexfläche 
(siehe  §  3  und  7)  hervorgehen.  In  der  Tat,  liegt  die  Schnittlinie  OG 
einer  zur  ZX- Ebene  senkrechten  Grenzebene  mit  der  ersteren  inner- 
halb des  Kegels  der  inneren  konischen  Refraktion,  d.  i.  in  Fig.  49 
zwischen  OÄ  (der  Binormalen)  und  OB  (dem  Radius  nach  dem  an- 
deren Berührungspunkt  der  gemeinsamen  Tangente  der  beiden  Kurven 
S  ^),  welcher  senkrecht  ist  zur  Tangente  an  die  Ellipse  der  Index  fläche 
in  Ä),  so  schneidet  eine  Senkrechte  zu  OG,  die  man  (wachsendem 
n®  sin  ^  entsprechend)  sich  von  0  entfernen  läßt,  zunächst  (1.)- beide 
Schalen  der  Indexfläche  {J)  je  zweimal,  bis  sie  (2.)  durch  A  hindurch- 
geht, dann  schneidet  sie  (3.)  für  ein  kurzes  Verschiebungsintervall 
die  äußere  Schale  viermal,  bis  sie  die  Ellipse  oder  den  Kreis  tangiert, 

1)  Die  Schnittkurven  der  Strahlenfläche  sind  hier  im  Verhältnis  §  vergrößert 
gezeichnet,  so  daß  der  Kreis  der  Index-  und  Strahlenfläche  gemeinsam  ist 
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Fig.  50. 


dann  (4.)  nur  noch  zweimal,  und  endlich  gar  nicht  mehr.  Wir  wissen 
aber,  daß  zweimaligem  Schnitt  partielle  Reflexion  eines,  viermaligem 
solche  beider  Strahlen  entspricht.  Wenn  bei  gleicher  Lage  der  Grenz- 
ebene die  Einfallsebene  nicht  genau  durch  081  hindurchgeht^  so  be- 
rührt im  Schnitt  der  Indexfläche  mit 
der  Einfallsebene  die  äußere  Kurve 
die  innere  nicht  mehr  (siehe  Fig.  50), 
und  es  gibt  folglich  für  die  Senk- 
rechte zu  0  G^  zwischen  den  oben  mit 
(1)  und  (3)  bezeichneten  Lagen  solche 
(2),  wo  sie  die  innere  Kurve  nicht 
mehr  und  die  äußere  erst  zweimal 
schneidet;  diesen  Lagen  entspricht 
das  in  solchen  Einfallsebenen  zwi- 
schen dem  großen  Gebiete  nur  par- 
tieller Reflexion  und  dem  kleinen,  sichelförmigen,  auftretende  Intervall 
totaler  Reflexion  eines  Strahles  (siehe  Fig.  48,  worin  EE  die  Spur 
einer  beliebigen  Einfallsebene  andeutet). 

Geht  die  zur  F- Achse  parallele  Grenzebene  genau  durch  die 
Biradiale  hindurch,  so  ist  —  da  08t  die  Normale  der  singulären 
Tangentialebene  der  Indexfläche  ist  —  ihre  Schnittlinie  OG  mit  jeder 
Einfallsebene  senkrecht  zur  gemeinsamen  Tangente  der  beiden  Schnitt- 
kurven der  Indexfläche,  es  verschwinden  also,  wenn  die  Senkrechte  zu 
OG  sich  von  0  entfernt,  ihre  Schnittpunkte  mit  den  beiden  Schalen 
der  Indexfläche  gleichzeitig y  und  es  kommt  folglich  das  oben  mit  (4) 
bezeichnete  Intervall  totaler  Reflexion  eines  Strahles  in  Fortfall,  d.  h. 
die  konkave  Grenzkurve  G'  der  Sichel  fällt  in  ihrer  ganzen  Er- 
streckimg  mit  der  Grenzkurve  G^  zusammen,  und  es  tritt  eine  Erschei- 
nung auf,  welche  sich  von  der  in  Fig.  45,  S.  122  dargestellten  nur 
durch  ihre  Symmetrie  unter- 
scheidet, indem  jetzt  nämlich 
ein  Minimum  m  des  Grenz- 
winkels (hervorgegangen  aus 
den  beiden  koinzidierenden 
Minima  m^  imd  m^)  auf  die 
Mitte  des  konkaven  Kurven- 
stückes 6r'  fällt,  und  überdies 
beide  Grenzkurven  gleiche 
Neigung  gegen  die  Einfalls- 
ebene besitzen  (siehe  Fig.  51). 


Fig.  51. 


Fig.  52. 
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Das  Verhalten  der  Kurren  S  und  ihrer  Fußpunktkurven  in  der  Nähe 
der  singularen  Stelle  wird  durch  Fig.  52,  S.  127,  yeranschaulicht. 

Man  erkennt  nunmehr  leicht,  daß  für  Grenzebenen,  die  unter  be- 
liebiger Neigung  gegen  die  ZX- Ebene  durch  eine  Biradiale  hindurch- 
gehen, ein  stetiger  Übergang  zwischen  den  in  Fig.  45  und  51  darge- 
stellten Erscheinungen  stattfindet,  indem  das  Minimum  auf  dem  Grenz- 
kurvenstück G'  von  der  Mitte  gegen  den  einen  Endpunkt  (Ä'  in 
Fig.  45)  hinrückt,  und  femer,  daß  dieses  Minimum  —  und  nicht 
•etwa  der  Schnittpunkt  der  Gh-enzkurven  —  stets  dem  Hauptbrechungs- 
index ß  entspricht;  denn  dasselbe  tritt  immer  in  derjenigen  Einfalls- 
ebene ein,  welche  durch  die  Biradiale  0%  hindurchgeht,  und  in  der 
.also  die  Senkrechte  zu.  OG  den  Abstand  ß  von  0  hat. 

Zum  Vergleich  sind  schließlich  die  Schnittkurven  je  einer  Hälfte 
•der  Grenzstrahlenkegel  mit  einer  Parallelen  zur  Grenzebene  (der 
Z'X'-  bezw.  y?l'- Ebene  der  Figuren)  für  die  beiden  ausgezeich- 
neten FäUe,  wo  letztere  parallel  oder  senkrecht  zur  ZX-Ebene  ist 
und  durch  eine  Biradiale  hindurchgeht,  in  Fig.  53  und  54  schematisch 


Flg.  58. 


-X  0 


Fig.  64. 


«dargestellt  unter  der  Annahme,  daß  der  Brechungsindex  des  äußeren 
Mediums  >  y  ist.  Die  mit  A,  B,  f  bezeichneten  Punkte  entsprechen 
Jen  zu  a,  /J,  y  gehörigen  Grenzwinkeln. 
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13.  Beatimmting  der  opÜBOhen  Parameter  sweiachsiger  Kristalle 
durch  Beobaohtung  der  Totalreflexion.  Wir  sahen  bereits  in  §  9, 
daß  man  die  Hanptbrechungsindizes  optisch  einachsiger  Kristalle  aus 
den  an  einer  beliebigen^  in  ihrer  Ebene  drehbaren  Eristallfläche  beob- 
achteten Grenzwinkeln  der  Totalreflexion  finden  kann,  auch  ohne  die 
Orientierung  der  Eristallfläche  zu  kennen,  welche  dann  ebenfalls  aus 
den  Beobachtungen  berechnet  werden  kann.  Gleiches  gilt  nun  auch 
für  optisch  zweiachsige  Kristalle,  wie  durch  theoretische  Unter- 
suchungen von  Soret,  Viola  und  Cornu  nachgewiesen  ist. 

Wie  in  §  7  dargelegt  wurde,  bestimmen  sich  die  Grenzwinkel 
der  Totalreflexion  gemäß  der  Gleichung  »®  sin  i  ==  —  durch  die  Ra- 
dien r  der  Fußpunktkurve  F,  welche  zu  der  Schnittkurve  S  der  Strahlen- 
fläche mit  der  Grenzebene  gehört.  Man  wird  also  die  Maxima  und 
Minima  des  Grenzwinkels  beobachten  in  denjenigen  Einfallsebenen,  wo 
die  Maxima  und  Minima  von  r  eintreten.  Letztere  fallen  aber,  da  ja 
die  Maximal-  und  Minimal- Radien  einer  Kurve  senkrecht  auf  der  Tan- 
gente sind,  zusammen  mit  den  Maxima  und  Minima  des  Radiusvektors 
der  Kurve  S,  sofern  die  letztere  durchaus  konvejc  ist,  was  immer  der 
Fall  ist,  außer  wenn  ihre  Ebene  einen  Kegel  der  inneren  konischen 
Refraktion  schneidet.  Nun  besitzt  der  Radiusvektor  der  Strahlenfläche 
in  einem  beliebigen  Diametralschnitt,  wenn  die  letzterwähnten  singu- 
lären  Lagen  zunächst  ausgeschlossen  werden,  stets  zwei  Maxima  und 
zwei  Minima  (die  diametral  gegenüberliegenden  für  eins  gezählt),  und 
gleiches  gilt  also  von  r  und  i,  wenn  man  die  Einfallsebene  eine 
halbe  Umdrehung  um  das  Einfallslot  machen  läßt.  Von  diesen  vier 
ausgezeichneten  W^erten  von  r  fallen  drei  immer  in  die  Richtungen 
der  Durchschnittsgeraden  der  Grenzebene  mit  den  drei  optischen 
Symmetrieebenen  und  sind  gleich  den  Radien  {a,  h,  c)  der  Kreise 
welche  den  Symmetrieschnitten  der  Strahlenfläche  angehören;  denn  in 
allen  Punkten  dieser  Kreise  ist  die  Bedingung  für  das  Maximum  oder 
Minimum  des  Radiusvektors  erfüllt,  daß  er  auf  der  zugehörigen 
Tangentialebene  der  Strahlenfläche  senkrecht  steht.  Hieraus  folgt  so- 
gleich der  Satz^):  Von  den  Maximal-  und  Minimalwerfen  des  Grenz- 
icinkels  der  Totalreflexion,  welche  man  an  einer  heliehigeti^)  Grenzehene 

1)  Ch.  Soret,  C.  R.  106  (1888),  p.  176,  479;  Arch.  sc.  phys.  nat.  G^nfeve  (3) 
20  (1888),  p.  277;  Zeitschr.  f.  Krist.  15  (1888  ,  p.  45.  Vgl.  hierzu  auch  B.  Hecht, 
N.  Jahrb.  f.  Min.,  Beil.-Bd.  6  (1889),  p.  241. 

2)  Dieser  Satz  ist  hier  zwar  zunächst  nur  unter  der  Beschränkung  abge- 
leitet, daß  die  Grenzebene  nicht  einen  Kegel  der  inneren  konischen  Refraktion 
schneiden  soll;  er  hat  aber,  wie  unten  gezeigt  werden  wird,  tatsächlich  ganz  all- 
gemeine Gültigkeit. 

Pockeli,  Krigtalloptik.  0 


130  I-  IV.    Geometrisches  Problem  der  Reflexion  und  Brechung. 

beobachtet,  liefeiti  drei  stets  direkt  die  Haupthrechungsindizes,  und  die 
JEinfallsehenen,  in  welchen  sie  liegen,  sind  parallel  den  Scknittgeraden 
der  Grenzebene  mit  den  drei  optischen  Symmetrieebenen. 

Man  weiß  hiemach  von  vornherein,  daß  der  absolut  kleinste  («\) 
und  absolut  größte  (ig)  der  vier  beobachteten  Maximal-  und  Minimal- 
werte von  i  durch  w°  sin  ij^  den  kleinsten  und  größten  Hauptbrechungs- 
index a  bezw.  y  liefert,  da  ja  größere  bezw.  kleinere  Werte  überhaupt 
nicht  vorkommen  können.  Dagegen  ist  es  zunächst  fraglich,  welcher 
von  den  beiden  mittleren  ausgezeichneten  Werten  von  %  {J^  und  t^), 
d.  h.  ob  das  größere  der  beiden  Minima  oder  das  kleinere  der  beiden 
Maxima,  dem  mittleren  Hauptbrechungsindex  ß  entspricht.  Diese 
Zweideutigkeit  hängt  damit  zusammen,  daß  durch  einen  gegebenen 
Diametralschnitt  zwei  verschiedene  Strahlenflächen  bestimmt  sind,  för 
welche  die  größte  und  kleinste  Hauptlichtgeschwindigkeit  überein- 
stimmen, die  mittlere  aber  verschieden  ist').  (Das  gleiche  gilt 
übrigens  auch  für  die  Bestimmung  der  Normalenfläche  durch  einen 
Diametralschnitt.)  Soret  wies  darauf  hin,  daß  zur  Entscheidung 
zwischen  i^  und  i^  Beobachtungen  an  einer  zweiten  Eristallfläche 
herangezogen  werden  können;  denn  unter  den  Maximal-  und  Minimal- 
werten für  diese  zweite  Fläche  muß  der  zu  ß  gehörige  Grenz- 
winkel tj  wieder  vorkommen,  während  der  vierte  ausgezeichnete 
Wert  t/  von  dem  an  der  ersten  Fläche  auftretenden  i^  im  allgemeinen 
verschieden  sein  wird.  Die  praktische  Brauchbarkeit  dieses  Soret- 
schen  Verfahrens  hat  Perrot  durch  Messungen  an  Weinsäure  erwiesen.*) 

Nachdem  die  Entscheidung  über  ig  getroflFen  ist,  kann  man,  wie 
zuerst  Soret  und  Hecht  a.  a.  0.  gezeigt  haben,  aus  den  Azimuten 
der  Maxima  und  Minima  der  Grenzkurven  auch  die  Orientierung  der 
optischen  Symmetrieachsen  gegen  die  Grenzebene  berechnen.  Diese 
Berechnung  ist  von  Viola^)  und  A.  Cornu*)  in  folgender  eleganterer 
Form  gegeben  worden. 

Es  seien  in  Fig.  55,  welche  die  stereographische  Projektion  der 
Einheitskugel  auf  die  Grenzebene  des  Kristalls  darstellt,  Z'  das  Ein- 


1)  A.  Brill,  Math.  Ann.  34  (1889),  p.  297;  München.  Sitzungsber.  13  (1883), 
p.  423. 

2)  L.  Perrot,  C.  R.  108  (1889),  p.  137;  Arch.  sc.  phjB.  nat.  G^neve  (3)  21 
(1H89),  p.  113.  Vergl.  auch  A.  Lavenir,  Bull.  bog.  min.' 14  (1891)  p.  100,  der 
vorschlägt,  zur  genaueren  Bestimmung  der  Maxima  und  Minima  der  Grenzknrve 
eine  größere  Anzahl  von  Radien  derselben  in  der  Nähe  der  Maxima  und  Minima 
zu  messen. 

■3)  C.  Viola,  Accad.  d.  Line.  Rend.  1899,  1,  p.  279. 
4)  A.  Cornu,  C.  R.  133  (1901),  p.  125,  463. 
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fallelot,  X,  Yy  Z  die  optischen  Symmetrieachsen,  A,  B,  T  die  Schnitt- 
geraden der  Ghrenzebene  mit  der  YZ-^  ZX-  und  X  F- Ebene,  A,  B,  C 
diejenigen  mit  den  die  X-,  Y-  bez. 
Z- Achse  enthaltenden  Einfalls- 
ebenen, also  -4A=-BB=Cr  =  Y' 
Die  Richtungen  A,  B,  f  sind  nach 
dem  oben  Gesagten  also  diejenigen 
Azimute,  in  welchen  die  drei,  den 
Hauptbrechungsindizes  entspre- 
chenden Maxima  und  Minima  der 
Grenzkurve  beobachtet  werden. 
Aus  den  Differenzen  dieser  Azi- 
mute berechnen  sich  nun  die 
Winkel  gj,  gj,  Ss  der  X-,  F-  und 
^T-Achse  gegen  das  Einfallslot  Z' 
mittels  der  Formeln: 

cos  BÖ 


(17) 


tg»5i 


tg'g,= 


coa  AB  •  C08  CA 

cos  CA 
cos  B  C  cos  A  B 


tg*6»  =  - 


COS  AB 


oder  cos*  g^  =  cotg  AB  cotg  CA, 


„     cos*  gj  =  cotg  BC  cotg  AB, 


coö*  ^3  =  cotg  CA  cotg  BC , 


cos  CA '  cos  BC 

[Es  folgt  nämlich  zunächst  aus  den  rechtseitigen  sphärischen 
Dreiecken  XZT,  YZ'Z  und  ZZ'X: 

cosJ.JB=— cotg gi cotg fg,   cosJB(7=— cotggjcotggg,   cosC^=— cotggjCotggi, 
und  hieraus,    indem    man  die  zweite   dieser   Gleichungen   durch    das 
Produkt   der   1.  und  3.   dividiert,   die    erste    der   Formeln  (17).     Die 
Formeln  in  der  zweiten  Kolumne  folgen  aus  denen  in  der  ersten,  in- 
dem man  die  Relation  AB  +  BC  +  CA  =  2^  berücksichtigt.] 

Man  kann  die  in  den  Formeln  (17)  enthaltene  Bestimmung  der 
Achsen  X,  Y,  Z  aus  den  Azimuten  A,  B,  C  oder  A,  B,  f  auch  durch 
eine  Konstruktion  ausführen,  die  darauf  beruht,  daß  ^'A,  Z'B,  ZT 
parallel  den  Seiten,  oder  Z'  A,  Z'B,  Z'C  parallel  den  Höhenlinien 
desjenigen  ebenen  Dreiecks  sind,  in  welchem  die  rechtwinklige  körper- 
liche Ecke,  deren  Kanten  die  X-,  1'-  und  Z- Achse  sind,  die  Projektions- 
ebene schneidet*). 


1)  Vgl.  A.Cornu, CR.  133,  p.46ö,Anm.;  C.Viola,  Bull.soc.min.25(1904),p.l52. 

9* 
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Cornu  hat  in  der  zuletzt  zitierten  Abhandlung  auch  die  Bedeutung 
des  vierten  ausgezeichneten  Wertes  von  n^  sin  i  und  seine  Beziehung 
zu  den  drei  anderen  klargestellt.  Da  der  entsprechende  Wert  von  r{r^) 
zugleich  Radiusvektor  der  Kurve  S  ist,  so  liegt  der  dem  Grenzwinkel  i^ 
entsprechende  streifend  gebrochene  Strahl  in  der  Einfallsebene^  also  in 
der  Richtung  A  ihrer  Schnittlinie  mit  der  Grenzebene;  da  nun  auch  die 
gebrochene  Wellennormale  in  der  EinfaUsebene  liegt,  und  die  Ebene 
durch  Strahl  und  Wellennormale  die  Schwingungsebene  ist  (vergl.Kap.II, 
§  13),  so  ist  die  Einfallsebene  für  den  4.  ausgezeichneten  Grenzstrahl 
zugleich  die  Schtvingungsebene,  und  die  Strahlengeschwindigkeit  r^  ist 
nach  der  Fresnelschen  Konstruktion  (vergl.  II,  §  7)  durch  den  in  die 
Richtung  Z'  fallenden  Radiusvektor  des  Fresnelschen  Ellipsoids  ge- 
geben. Daraus  folgt  sofort  für  den  4.  Maximal-  oder  Minimalwert 
des  Grenzwinkels  die  Formel: 

(18)       n^  sin  ?^  -  -  =  V««  cos»  g,  +  ß^  cos*  gj,  +  y*  cos«  f,  =  v. 

Dieselbe  kann,  wenn  cCfß,y  aus  ^1,^3,^8  bestimmt  und  tu^^yts. 
aus  den  zugehörigen  Azimuten  nach  (17)  berechnet  sind,  zur  Kontrolle 
dienen,  nicht  aber,  wie  Cornu  meinte,  zur  Entscheidung  darüber,  ob 
die  Wahl  zwischen  ig  ^^^  H  richtig  getroflPen  ist. 

Nach  den  am  Schlüsse  von  §  15,  Kap.  11,  S.  55  angeführten  Satze 
ist  die  zu  i^  gehörige  Einfallsebene  dadurch  ausgezeichnet,  daß  sie 
die  Normale  N  des  FresneUclien  Ellipsoids  im  Schnittpunkte  mit  dem 
EinfaUslot  OZ'  enthält.  Hieraus  folgen  für  die  Richtungskosinu» 
dj,d3,  dg  der  Normale  D  dieser  Einfallsebene  die  Bedingungen: 

*1  cos  gl  +  ^2  cos  ^2  +  *s  cos  J^  =  0, 

^     cos  f  1      ,     ;^     COS  g,      ,     ^     C08  g,   _   .. 

oder: 

S, *«.___      *8 

cos  J,  C08  Jj  (y*  —  (i*)        COS  J,  COB  ^j  («*  —  y*)        cos  ti  cos  ^,  (ß^  —  a*) 

und  mit  Rücksicht  auf  diese  Werte  ergeben  sich  folgende  Relationen 
für  das  Azimut  von  A,  welche  ebenfalls  eine  Kontrolle  der  Bestim- 
mung von  cLjßjy  und  der  Lage  von  X,  Y,  Z  gestatten^): 


(19) 


tg  AA  =  tgsr 

V*  —  a*              cos  1^1            V*  —  a* 

P  -  y»  ~  "coT^,  cos  r,  '  ß^"-  y* ' 

tg  BA  =  tg  rA 

y*  —  a*         cos  ^3  cos  fj      y^  —  «*' 

tg  fA  =  tg  AB  ■ 

v^—  y»  __  cos  ^s  ..*''.—  y*  . 
cc'  —  |3*         cos  Jj  cos  ^j     a=*  —  ß* 

1)  A.  Cornu,  C.  R.  133  (1901),  p.  466. 
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Zu  einer  eindeutigen  Lösung  des  Problems  der  Bestimtnung  der 
optischen  Parameter  ans  den  Maximal-  und  Minimalwerten  des  Grenz- 
winkels i  gelangt  man^  wie  Viola')  gezeigt  hat^  in  sehr  einfacher 
Weise,  indem  man  die  PolarisationsverJuUtnisse  der  streifend  ge- 
brochenen Grenzstrahlen  berücksichtigt.  Die  in  den  Azimuten  A,  B,  f 
streifend  gebrochenen  Strahlen,  welche  die  Geschwindigkeiten  a,  6,  c 
besitzen,  haben  nämlich  ihre  Polarisationsebenen  vor  der  Brechung 
(also  im  Kristall)  parallel  den  optischen  Symmetriebenen,  in  welchen 
sie  selbst  liegen,  also  im  allgemeinen  schiefwinklig  gegen  die  Grenz- 
ebene. Für  den  dem  vierten  ausgezeichneten  Grenz winkel  i^  ent- 
sprechenden streifend  gebrochenen  Strahl  (A)  hingegen  ist  die 
Schwingungsebene,  wie  oben  erörtert,  parallel  der  Einfallsebene,  also 
senkrecht  zur  Grenjsebene,  Mit  Hilfe  eines  in  den  Weg  der  einfallen- 
den Strahlen  eingeschalteten  Polarisators  kann  man  daher  bei  Anwen- 
dung der  Methode  des  streifenden  Einfalls  das  Azimut  A  von  B  unter- 
scheiden, außer  im  Falle  einer  der  Ebene  der  Binormalen  sehr  benach- 
barten Grenzebene,  wo  auch  die  Schwingungsebene  des  im  Azimut  B 
streifend  gebrochenen  Strahles  nahezu  senkrecht  zur  Grenzebene  ist. 
In  diesem  Falle  kann  aber  die  Richtung  der  Biradialen  zur  Ent- 
scheidung herangezogen  werden,  welche  dann  naherungsweise  in  den- 
jenigen Einfallsebenen  liegen,  wo  sich  die  beiden  Grenzkurven  am 
meisten  einander  nähern.  Da  nämlich  nach  dem  in  Kap.  U,  §  10  aus 
gesprochenen  Satze  die  Schwingungsebene  eines  Strahles  den  Winkel 
zwischen  den  beiden  durch  den  Strahl  und  die  Biradialen  Sl^ ,  ?(j  ge- 
legten Ebenen  halbiert  (so  daß  ^{^^AZ')  ^  ^{^AZ')  in  Fig.  55), 
nnd  da  die  Schwingungsebene  des  Strahles  A  die  Ein£Ekllsebene  ist,  so 
muß  die  Richtung  A  selbst  den  Winkel  zwischen  denjenigen  Rich- 
tungen, in  denen  die  größte  Annäherung  der  Grenzkurven  stattfindet, 
nahezu  halbieren  und  ist  hierdurch  von  der  Richtung  B,  für  welche 
dies  nicht  zu  gelten  braucht  (weil  sie  in  der  Ebene  der  Biradialen 
selbst  liegt),  leicht  zu  unterscheiden. 

Was  nun  die  zunächst  von  der  Betrachtung  ausgeschlossenen 
Lagen  der  Grenzebene  betrifft,  wo  dieselbe  einen  oder  beide  Eegel 
der  (inneren)  konischen  Refraktion  schneidet,  so  geht  aus  der  Unter- 
suchung des  §  12  hervor,  daß  die  Soretsche  Regel,  wonach  einer  der 
beiden  mittleren  Maximal-  bezw.  Minimalwerte  des  Grenzwinkels  den 
Hauptbrechungsindex  ß  liefert,  noch  gültig  ist,  sofern  nur  die  Grenz- 

1)  C.  Viola,  Zeitschr.  f.  Krist.  31  (1899),  p.  40;  36  (1902),  p.  245;  Bull.  soc. 
min.  25  (1902),  p.  88  und  147. 
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ebene  nicht  gerade  durch  eine  Biradiale  hindurchgeht;  nur  besteht 
gegenüber  dem  normalen  Fall  der  Unterschied,  daß  diese  beiden  mitt- 
leren Werte  (entsprechend  m^f  m^  in  Fig.  48)  jetzt  beide  Minima  sind, 
während  je  zwei  weitere  Maxim a  des  Grenzwinkels,  die  aber  nicht 
mitzuzählen  sind,  in  den  Spitzen  /,  r"  der  Sichel  auftreten.  •  Ob  w^ 
oder  mg  den  Hauptbrechungsindex  ß  liefert,  hängt  davon  ab,  ob  die 
Grenzebene  die  ZX- Ebene  zwischen  der  Biradialen  und  der  X-Achse 
oder  der  Z- Achse  schneidet.  Geht  nun  die  Grenzebene  genau  durch 
die  Biradiale,  so  fallen  %  und  m^  in  einem  Punkt  des  konkaven 
Randes  der  Sichel  zusammen  (siehe  S.  127)  und  es  ist  also,  um  ß  zu 
finden,  das  Minimum  des  Grenzwinkds  auf  diesem  Kurvenstück  der 
Grenzlinie,  nicht  der  dem  Schnittpunkt  der  Grenzlinien  G^,  G^  ettt- 
sprechende  Grenzwinkel  zu  messen.*)  Praktisch  kommen  übrigens  die 
hier  wegen  ihres  theoretischen  Interesses  ausführlich  behandelten  sin- 
<2julären  Fälle  nur  bei  besonders  starker  Doppelbrechung  in  Betracht, 
da  man  sonst  die  sichelförmige  Figur  der  Grenzlinie  wegen  ihrer 
Schmalheit  kaum  wahrnehmen  kann. 


Fünftes  Kapitel. 

Brechiing  ebener  Wellen  durch  Prismen. 

Außer  der  totalen  Reflexion  liefert  die  Ablenkung  ebener  Wellen 
beim  Durchgang  durch  Prismen  wichtige  Methoden  zur  Prüfung  der 
Gesetze  der  Doppelbrechung  und  zur  Bestimmung  der  optischen  Eon- 
stanten der  Kristalle,  denen  wir  eine  eingehende  Betrachtung  widmen 
müssen.  Wir  bemerken  vorab,  daß  wir  unter  einem  Prisma  hier  ein 
durch  zwei  sich  schneidende  Ebenen  begrenztes  homogenes  Medium 
verstehen,  gleichviel,  was  für  weitere  Begrenzungen  dasselbe  besitzt; 
die  Schnittlinie  jener  beiden  Ebenen,  der  Prismen  flächen,  heiße  die 
Kante  des  Prismas,  der  Winkel,  den  sie  einschließen,  der  Prismen- 
Winkel.  Das  das  Prisma  umgebende  Medium  setzen  wir  stets  als 
isotrop  voraus  und  untersuchen  zunächst  den  Durchgang  einer  zur 
Prismenkante  parallelen  ebenen  Welle  durch  das  Prisma,  ohne  eine 
Voraussetzung  über  das  Gesetz  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 
im  Prisma  einzuführen. 

1)  Vgl.  Soret,  1.  c.  p.  286. 
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1.  Allgemeine  Sätse  über  den  Durchgang  ebener  Wellen  durch 
Prismen.  Wenn,  wie  wir  voraussetzen,  die  einfallende  Welle  parallel 
zur  Prismenkante  ist,  so  folgt  aus  der  Huygensschen  Konstruktion 
(siehe  Einleitung  §  3)  unmittelbar,  daß  dasselbe  auch  von  den  ge- 
brochenen Wellen  im  Prisma  und  von  den  austretenden  gilt,  oder, 
daß  die  sämtlidien  Wellmnormdlen  in  der  QuerschniUsebene  des  Pris- 
mas liegen.  Da  es  nur  auf  deren  Richtungen  ankommt,  so  können 
wir  sie  sämtlich  durch  einen  Punkt  0  der  Prismenkante  legen  und 
nun  in  der  durch  diesen  gehenden  Prismenquerschnittsebene  die  ge- 
brochenen und  austretenden  Wellennormalen  durch  zweimalige  An- 
wendung der  in  Kap.  IV,  §  3  erörterten  Konstruktion  mit  Hilfe  der 
Schnittkurven  der  Indexflächen  bestimmen,  wie  aus  Fig.  66  ersichtlich 
ist,  worin  J®  und  J  diese  Schnitt- 
kurven, ON^  die  einfallende, 
ON  eine  im  Prisma  gebrochene, 
ON'  die  zugehörige  austretende 
Weüennormale  darstellt^).  Es 
seien  i®  und  i  der  Einfalls-  und 
Austrittswinkel  (d.  h.  der  Winkel 
von  ON^  bezw.  ON'  gegen  das 
Lot  OL^  bezw.  OL'  der  Eintritts- 
bezw.  Austrittsfläche),  femer  r^ 
und  r  die  entsprechenden  Bre- 
chungswinkel, ^  der  Winkel, 
den  OK  mit  der  Halbierungs- 
linie OX'  des  Prismenwinkels  f  bildet,  und  A  der  Ablenkungswinkel, 
d.  h.  der  Winkel  zwischen  ON^  und  0N\  endlich  q^,  q  die  Normalen- 
geschwindigkeiten außerhalb  und  innerhalb  des  Prismas.  (Die  Winkel 
?,  i',  r^,  /  sind  positiv  gerechnet,  wenn  sie  auf  derjenigen  Seite  der  bez. 
Einfallslote  liegen,  wie  es  in  der  Figur  der  FaU  ist,  andernfalls  negativ.) 

Dann  bestehen  die  fünf  Relationen: 


Flg.  66. 


(1) 

(2) 

(3) 
(4) 


sm 


sin  r^, 


sm  i  =  —  sm  r  , 
r^  +  /  =  r. 


1)  Der  Übersichtlichkeit  halber  ist  nur  die  Schnittkurve  einer  Schale  der 
Indezfläche  des  Prismas  und  demgemäß  nur  eine  der  beiden  gebrochenen  Welleu- 
normalen  gezeichnet. 
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(O)  ^  =  Y+        ,   -=   2+^--2    =^   2   -^   +Y' 

von  denen  die  beiden  ersten  aus  der  Konstruktion  mittels  der  Index- 
fläche, die  übrigen  unmittelbar  aus  der  Definition  der  Winkel 
i^,i\f'',r,r,£iyif  folgen. 

Diese  Gleichungen  würden,  wenn  das  Gesetz  der  Normalen- 
geschwindigkeit im  Prismenquerschnitt,  d.  h.  9  als  Funktion  Ton  ^, 
bekannt  ist,  dazu  dienen  können,  bei  gegebenem  f  (oder  t)  den  Gang 
der  Welle  durch  das  Prisma  und  insbesondere  ihre  Ablenkung  A  zu 
berechnen.  Andererseits  aber  können  sie  dazu  verwendet  werden,  aus 
den  der  Messung  mittels  eines  Goniometers  bez.  Spektrometers  zu- 
gänglichen Winkeln  f,  i®,  t  A  (von  denen  wegen  der  Relation  (4)  nur 
drei  gemessen  zu  sein  brauchen)  die  Richtung  und  Geschwindigkeit 
der  Welle  im  Kristall,  also  die  Größen  ^  und  q  zu  berechnen,  ohne 
daß  man  den  Zusammenhang  zwischen  diesen  Größen,  also  das  Gesetz 
der  Normalengeschwindigkeit  im  Prisma,  zu  kennen  braucht.  Hierzu 
kann  man  etwa  folgendermaßen  verfahren: 

Man  bilde  aus  (1)  und  (2): 

sin  i®  +  sin  i  =  —  (sin  r®  -f  sin  /), 

sin  P  —  sin  i  =  -    (sin  r^  —  sin  r ), 
oder 

(!)  sm-g-cos-^      .=  _gin—  -cos      ^     . 

(2  )  sm  — —  cos  -J     =  -i-  sm  -  ^  -    cos      ^  —  y 

woraus    durch   Elimination   von  —  mit  Rücksicht  auf  (3)  folgt: 

(6)  tg  -,-^  =  tg      2      cotg    ^    tg  2 , 
und  durch  Elimination  von  r^  —  r: 

(7)  n»  =  (D*  =  C'  sin»  '"  '  *-  +  S*  cos»  *°-^i , 
WO  gesetzt  ist 

'^''^  ^  "~gO        cos^r       '       '^        3^        sin^r 

Die  erste  Gleichung  (6)  kann  dann  mit  Rücksicht  auf  (5)  auch 
geschrieben  werden: 
(6')  cotg^-  «  *g-"i^ 
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und  liefert  also  if;,  während  (7)  die  Berechnung  von  q  gestattet. 
Endlich  kann  man  durch  Elimination  von  i®  —  i'  aus  obigen 
Gleichungen  (1'),  (2')  auch  direkt  eine  Relation  zwischen  q  und  ^ 
ableiten,  nämlich  mit  Benützung  der  Abkürzungen  C  und  S: 

(8)     3«  -  i  cos«  i>+~  sin«  t  =  {{^,  +  ~)  +  ^(c,  -  i)  cos  2^. 

Indem  man  den  Einfallswinkel  variieren  läßt,  kann  man  hiernach 
eine  beliebige  Anzahl  zusammengehöriger  Werte  ^)  von  q  und  ^  be- 
rechnen und  somit  die  SchniUkurve  der  Narmalenfläche  (oder  Index- 
fläche)  mit  der  Prismenquerschnittsebene  (oder  wenigstens  einen  Teil 
deraelben)  experimentell  bestimmen. 

Da  andererseits  bei  bekannter  Orientierung  des  Prismas  diese 
Kurve  aus  der  Gleichung  der  Normalenfläche  ableitbar  ist,  so  ist 
durch  das  in  Rede  stehende  Beobachtungsverfahren  eine  Methode  zur 
Prüfung  der  Theorie  der  Doppelbrechung  gegeben,  welche  zuerst  von 
Stokes  empfohlen  und  von  ihm  selbst  und  später  von  Glazebrook 
und  Hastings  auf  den  Kalkspat  angewendet  worden  ist^).  Die  mit 
den  feinsten  Hilfsmitteln  ausgefühi-ten  Messungen  des  letzteren  an 
einem  nahezu  gleichseitigen  Kalkspatprisma,  dessen  eine  Seitenfläche 
sehr  nahe  senkrecht  zur  optischen  Achse  (  ||  zur  Basis)  war,  ergaben 
für  die  Linie  D^  bei  2(fi  C  (bezogen  auf  Luft): 

CD  =  1,  658  389  ±  1,2  •  10"«,    s  =  1,  486  452  ±  1,4  •  lO"«. 
Wurde  die  Basis  als  Eintritts-  oder  Austrittsfläche  benutzt  und  beim 
Minimum  der  Ablenkung  beobachtet,  so  bildete  die  a.  o.  Wellennormale 
einen   Winkel  von   31M9'46"   bezw.   31®  19' 58"   mit    der   optischen 
Achse,  und  es  ergab  sich: 

beobachtet  berechnet  aus  dem  H.schen  Gesetz 

n,  =  1,606  113  ±  1,6  ■  10"«,  1,606  110, 

n,  ==  1,606 102  ±  1,6  •  10-%  1,606  100. 

Das  Huygenssche  Gesetz  findet  sich  hier  also  bis  auf  weniger 
"^  IMobo  ''estätigt. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  der  hauptsächlichsten  Anwendung  der 
Prismenbeobachtungen,  nämlich  zur  Bestimmung  der  Hauptbrechu/ngs- 
indises. 


1)  An  einem  Prisma  aus  doppeltbrechender  Substanz  erhält  man  zu  jedem 
»®  zwei  Werte  ♦'  und  A,  also  auch  zwei  Wertepaare  q^i\>. 

2)  G.  G.  Stokes,  Brit.  Assoc.  Rep.  1862,  p.  272;  C.  R.  77  (1872),  p.  1150; 
Phil.  Mag.  (4)  44  (1872),  p.  816;  R.  T.  Glazebrook,  London  Phil.  Trans.  2 
(1880),  p.  421;  S.  Hastings,  Amer.  Journ.  of  Science  (3)  35  (1888),  p.  60. 
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2.  Prismen  optisch  einachsiger  Kristalle.  Der  Brechungsindex 
CO  des  ordentlichen  Strahles  läßt  sich  natürlich  an  jedem  beliebigen 
Prisma  ebenso  wie  derjenige  einer  isotropen  Substanz  bestimmen,  am 
einfachsten  also,  indem  man  das  Prisma  in  diejenige  Stellung  gegen 
den  einfallenden  Strahl  bringt,  bei  welcher  der  Ablenkungswinkel  ein 
Minimum  A^  wird.  Dies  tritt  bei  einem  isotropen  Prisma  bekannt- 
lich dann  ein,  wenn  die  gebrochene  Wellennormale  (oder  der  Strahl, 
was  hier  dasselbe  ist)  im  Prisma  senkrecht  zu  dessen  Halbierungs- 
ebene, also  der  oben  mit  tl;  bezeichnete  Winkel  gleich  -  -  ist.     Die 

Gleichung  (8)  reduziert  sich  dann  auf  Q^-g  ^^^  giht  also  unmittelbar 


(9) 


sin  4-r       ^ 


WO  n^  den  Brechungsindex  des  äußeren  Mediums  bezeichnet,  der  bei 
Beobachtungen  in  Luft  in  der  Regel  gleich  Eins  gesetzt  wird.  (Bei 
genauen  Messungen  ist  jedoch  zu  berücksichtigen,  dass  derselbe  für 
mittleres  Licht  bei  gewöhnlichen  Temperaturen  und  Drucken  1,00029 
beträgt  und  daß  seine  Abweichung  von  1  der  Luftdichte  pro- 
portional ist.) 

Es  handelt  sich  also  nur  noch  darum,  wie  an  einem  beliebigen 
Prisma  eines  optisch  einachsigen  Kristalls  der  außerordentliche  Haupt- 
brechungsindex B  bestimmt  werden  kann. 

Die  Orientierung  des  Prismas 
sei  gegeben  durch  den  Winkel  d^ 
zwischen  der  optischen  Achse  OZ 
und  der  Prismenkante  OZ'  (oder 
zwischen  der  Querschnittsebene 
des  Prismas  und  der  XF-Ebene) 
und  durch  denjenigen  q,  welchen 
der  Hauptschnitt  Z'OH  der  Pris- 
menkante (d.  h.  die  zur  optischen 
Achse  und  Prismenkante  parallele 
Ebene)  mit  der  Halbierungslinie 

y*'  ft --'''  "^\s./o  ö-^'  ^^s   Prismenwinkels    bildet 

(positiv    gerechnet    im    gewöhn- 
lichen Sinne;  vergl.  Fig.  57). 
Die  Ellipse,  in  welchem  das  EUipsoid  der  Indexfläche  von  der 
Querschnittsebene  geschnitten  w^ird,  besitzt  dann  senkrecht  zum  Haupt- 
schnitt der  Prismenkante  die  Halbachse  b  und  im  Hauptschnitt  die 
Halbachse 


Fig.  57. 
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sin*«" 


(10)  ]/-«:* + ^ 


ihr  Radiusvektor  n^  im  Azimut  ^  gegen  die  Halbierungsebene  genügt 
also  der  Gleichung: 

,  -  V       1        C03*  (p  —  t^)   ,   sin*  (p  —  -0)       1/1,    1\,    1/1        1\  ^.  . 

Hat  man  durch  Beobachtung  der  bei  irgend  einem  Einfallswinkel 
stattfindenden  Ablenkung  der  außerordentlichen  Welle  nach  dem  in  §  1 
erörterten  allgemeinen  Verfahren  ein  Paar  zusammengehöriger  Werte 

von  3  =  —  und  tj;  bestimmt,  so  erhält  man  durch  Einsetzung  der- 
selben in  Gleichung  (11)  eine  Gleichung  zur  Berechnung  von  s^): 
(1 1  •)  '\  { cos^  d^  cos\q  - 1)  +  sin*(p  - 1^) }  =  — ,  -  ^  sin«  d-  cos«  (q  -  rj;), 

Ist  die  Orientierung  des  Prismas  nicht  bekannt,  so  sind  drei 
Messungen  bei  verschiedenen  Einfallswinkeln  nötig,  damit  man  drei 
Gleichungen  der  vorstehenden  Form  erhält,  aus  denen  man  s  und  die 
die  Orientierung  des  Prismas  charakterisierenden  Winkel  p  und  d-  be- 
rechnen kann  —  ein  Verfahren,  welches  aber  praktisch  wenig  in  Be- 
tracht kommt,  da  die  optische  Orientierung  einachsiger  Kristalle  ja 
schon  durch  die  Kristallform  bekannt  ist. 

Man  kann  bei  der  Bestimmung  von  s  die  Messung  des  Einfalls- 
oder Austrittswinkels,  welche  eine  besondere  Vorkehrung  am  Beobach- 
tungsfemrohr  (Gaußsches  Okular)  zum  Senkrechtstellen  der  Femrohr- 
achse gegen  eine  Prismenfläche  erfordert,  vermeiden,  indem  man, 
wie  bei  der  Bestimmung  des  Brechungsindex  des  ordentlichen  Strahles, 
durch  gleichzeitiges  Drehen  des  Prismas  und  Fernrohrs  das  Minimum 
der  Ablenkung  aufsucht.  Dasselbe  tritt  hier  aber,  wenn  die  Quer- 
schnittskurve der  Indexfläche  nicht  symmetrisch  zur  Halbierungsebene 
des  Prismas  ist,  nicht  bei  symmetrischem  Durchgang  des  Strahles  ein, 
und  die  Berechnung  von  s  wird  daher  komplizierter.  Kennen  wir 
eine  Gleichung  i^(A,  ^)  =  0,  welche  die  Abhängigkeit  des  Ab- 
lenkungswinkels von  der  Richtung  der  gebrochenen  Wellennormale 
ausdrückt,  so  ist  die  Bedingung   fQr   das  Minimum   der  Ablenkung: 


1)  Ober  die  zweckmäßigste  Ausführung  dieser  Berechnmig  etc.  vergl.  die 
Inaug.-Dissert.  von  M.  Born  [N.  Jahrb.  f.  Min.,  Beil. -Bd.  5  (1887),  p.  4],  worin 
obiges  Verfahren  in  einem  Beispiel  (für  Dolomit)  durchgeführt  ißt. 
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Die  Beziehung  zwischen  A  und  t  bekommen  wir  nun  durch 
Subtraktion  der  Gleichung  (11)  Ton  (8)  in  der  Form: 

(12)^.  +  i  +  (^-i.)co82^-(i,+  ;.)-(;.-|,)co82(p-^)  =  0, 

worin  C  und  S  gemäß  (7')  nur  die  Variabele  A  enthalten.  Die 
Minimumbedingung  ist  also^): 

(13)  (i-i,)  sin  2^ +  (!-;,)  sin  2((,-^)  =  0. 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  (12)  bestimmt  den  Minimal- 
wert A^  und  den  zugehörigen  Winkel  ^;  eliminiert  man  letzteren,  so 
erhält  man  eine  Beziehung  zwischen  der  direkt  beobachtbaren  Größe 
A^  und  der  gesuchten  €y  nämlich: 

oder: 

(14»)      -p  cos»  0-  +  -^,  I  (-^.  +  -pf  -  +  ~s,-)  «n«  ^  -  ^.  -  ^,  j 
1  1  /sin*p    ,    co8*p\    .    9  £.        ,^ 

Dies  ist  eine  in     ,  quadratische  Gleichung,  von  deren  Wurzeln 

aber  nur  diejenige  in  Betracht  kommt,  welche  einem  von  90^  nicht 
sehr  verschiedenen  Winkel  ^  entspricht,  da  bei  der  in  Wirklichkeit 
vorkommenden  Stärke  der  Doppelbrechung  auch  das  Minimum  der 
Ablenkung  der  außerordentlichen  Welle  für  annähernd  symmetrischen 
Durchgang  eintritt. 

Beispielsweise  beobachtete  Cornu  an  einem  Kalkspatprisma,  für 
welches  ^  =  63« 55' 39",  ()  =  127^44' 42"  und  r  =  60<>25'14"  war, 
beim  Minimum  der  Ablenkung  der  a,  o.  Welle: 

A„  =  43«26'8",    1^  =  49«  6' 52",    i' =  54«  44' 43". 
Hieraus  folgt  mittels  der  allgemeinen  Formeln  (6')  und  (7)  (S.  136): 

^  =  880  42'55",    n,=  1,563079, 
während  aus  der  Orientierung  des   Prismas   und   den   Rudbergschen 
Werten  der  Hauptbrechungsindizes  des  Kalkspats  sich  nach  der  oben 
entwickelten  Theorie  (den  Gleichungen  11 — 13)  berechnet: 
^  =  88<>42'18",    n,«  1,563093. 

1)  Vgl.  G.  G.  Stokes,  Cambr.  and  Dublin  Math.  Joum.  1  (.1846),  p.  183; 
H.  de  Senarmont,  Nouv.  Ann,  de  Math.  16  (1857),  p.  278;  V.  v.  Lang,  Wien 
Sitzungsber.  33  (1858),  p.  166,  577;  A.  Cornu,  Ann.  ficole  Nonnale  (2)  1  (1872), 
p.  231;  3  (1874),  p.  25,  42;  M.  Born,  N.  Jahrb.  f.  Min.,  Beil.-Bd.  5  (1887),  p.  16. 
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Die  Gleichung  (14)  zur  Berechnung  Ton  e  wird  folgende: 

£*  -  2,4307  .  £«  +  0,48666  =  0. 

Von  ihren  positiven  Wurzeln  ist  die  eine  <  1  und  also  unzulässig, 
die  andere  ist  =  1,48637,  während  der  Wert  von  €  nach  Riidberg 
1,48635  ist. 

Man  sieht  also,  daß  selbst  bei  so  starker  Doppelbrechung,  wie 
sie  der  Kalkspat  besitzt,  und  bei  einem  ganz  unsymmetrisch  orientier- 
ten Prisma  das  Minimum  der  Ablenkung  der  a.  o.  WeUe  noch  für 
einen  wenig  von  90^  abweichenden  Winkel  ^  eintritt,  und  über  die 
für  s  zu  wählende  Wurzel  der  Gleichung  (14)  kein  Zweifel  ob- 
walten kann. 

Zur  praktischen  Anwendung  der  Minimum -Methode  wird  man 
nach  Möglichkeit  solche  Orientierungen  des  Prismas  wählen,  für  welche 
die  Minimalablenkung  der  außerordentlichen  Welle  direkt  den  Haupt- 
brechungsindex  e  liefert  nach  der  gewöhnlichen,  zu  (9)  analogen  Formel. 
Dies  muß  eintreten,  tvenn  der  Hauptschnitt  der  Frismenkante  den 
inneren  Prismenwinkd  halbiert,  da  dann  eine  Hauptachse  der  Ellipse, 
in  welcher  die  Indexfläche  von  der  Querschnittsebene  geschnitten  wird, 
senkrecht  zur  Halbierungsebene  ist  und  die  Größe  s  besitzt.  In  der 
Tat  folgt  in  diesem  Falle,  da  (>  «=  0,  aus  der  Gleichung  (14): 


V«       CV\f*       5V~^' 


der  erste  Faktor  kann  aber  nicht  verschwinden,  da  C  <iv  ist;  folglich 
ist  £  ^  S,  Die  Gleichung  (13)  ergibt  sin  2^  =  0,  also,  da  ^  nicht 
=  0  sein  kann,  tf;  «  90^,  d.  h.  symmetrischen  Durchgang.  Hierher 
gehört  auch  der  Fall,  daß  die  Prismenkafäe  parallel  zur  optischen 
Achse  ist,  da  ja  dann  die  Schnittkurve  der  Indexfläche  aus  zwei  Kreisen 
von  den  Radien  o  und  e  besteht.  Es  ist  dann  v  =  a,  wodurch  sich 
(14)  ebenfalls  auf  b  ^  S  reduziert.  —  Ist  g  =  90®,  so  tritt  das  Mi- 
nimum von  A  für  die  außerordentliche  Welle  ebenfalls  bei  symme- 
trischem Durchgang  ein,  liefert  aber  (wieder  durch  die  Größe  S) 
den  Wert  v,  aus  dem  s  nach  Gleichung  (10)  zu  berechnen  ist. 

3.  Prismen  optisch  zweiachsiger  Kristalle:  aUgemeine  Methode 
8ur  Bestimmung  der  Hauptbrechungsindizes.  Mit  einem  Prisma 
von  beliebiger j  aber  belcannter  Orientierung  ist  die  Bestimmung  aller 
drei  Hauptbrechungsindizes  theoretisch  möglich,  indem  man  nach  dem 
in  §  1  erörterten  Verfahren  drei  Radien  des  zu  seiner  Querschnitts- 
ebene parallelen  Diametralschnittes  der  Normalenfläche  ermittelt.    Um 


(15') 
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die  Gleiclmag  dieser  Schnittkurve  Q  aufzustellen^  benutzen  wir  das 
schon  in  §  2  eingeführte  rechtwinklige  Achsensystem  X'Y'Z'  (siehe 
Fig.  57)  und  bezeichnen  die  Richtungskosinus  dieser  Achsen  gegen  die 
optischen  Symmetrieachsen  X,  Y,  Z  mit  cci'  -  -  y^  gemäß  dem  Schema 
(27)  S.  65.  Die  Gleichung  von  Q  erhalten  wir  dann,  indem  wir  in 
der  transformierten  Gleichung  der  Normalenfläche   ((4  a)  in  Kap.  IV, 

§  4)  z  ^0  setzen.  Führen  wir  noch  durch  die  Relationen  x  =  -  ^ , 
y  =  — -  die  früher  benutzten  Polarkoordinaten  ein,  so  .nimmt  die 
gesuchte  Gleichung  die  Form  an^): 

(15)  ^  —  q^{L  cos*  if  +  L^  sin*  ^  +  2Lg  sin  ^  cos  ^) 

+  M  cos*  tj)  +  M^  sin*  ^  +  2  Jf^  sin  ^  cos  ^  =  0 , 
worin  die  Koeffizienten  L  und  M  nachstehende  Werte  haben: 
.L    =  (fc*  +  c*)«,*  +  (c*  +  a*)/J,*  +  (a^  +  1')Yx^ 
L,  =  (6*  +  c*)a,*  +  (c*  +  a*)/J,*  +  (a*  +  V)y,\ 
L,  =  (6*  +  c*)a,a,  +  (c*  +  a^)ß,ß^  +  (a*  +  V)y,y^ , 
M  =  6*c*ai*  +  c*a*/3i*  +  a^h^y^\ 
M^  =  6*c*a2*  +  c*a*ft*  +  a'^VsS 
W,  =  Vc^a.a,  +  c*a*|3i^3  +  a^h^y.y^ . 

Sind  nun  drei  Wertepaare  q^  ^  durch  Beobachtung  ermittelt,  so  hat 
man  also  zur  Berechnung  der  Unbekannten  a,  b,  c  drei  Gleichungen 
von  der  Form: 

Äb^c^  +  Bc*a*  +  Ca^b^  +  I)a^  +  Eb^  +  Fc^  +  G^  0. 

Die  Lösung  dieses  Gleichungssystems  ist  jedoch  im  allgemeinen  fünf- 
deutig,  und  man  muß  daher,  um  die  richtigen  Werte  der  a,  6,  c  daraus 
zu  finden,  schon  anderweitig  Näherungswerte  derselben  kennen.*)  In 
der  Praxis  wird  man  daher  diesen  komplizierten  Weg  der  Bestim- 
mung der  Hauptlichtgeschwindigkeiten  kaum  einschlagen,  sondern 
tunlichst  Prismen  von  speziellerer  Orientierung  benutzen,  und  zwar 
solche,  bei  welchen  das  Minimum  der  ÄblenMng  zur  Bestimmung  der 
Hauptlichtgeschwindigkeiten  brauchbare  Relationen  liefert.  Bei  be- 
liebiger Orientierung  ist  dies  nämlich  nicht  der  Fall;  denn  wollte 
man  in  analoger  Weise,  wie  es  in  §  2  für  Prismen  einachsiger  Kri- 
stalle durchgeführt  wurde,  aus  Gleichung  (8)  imd  (15)  die  Beziehimg 
i^(A,  ^)  =  0  ableiten  und  dann  daraus  und  aus  der  Minimumbedin- 

1)  Th.  Liebisch,  N.  Jahrb.  f.  Miner.  1886,  1,  p.  23. 

2)  Vergl.  M.  Born,  X.  Jahrb.  f.  Miner.  Beil.-Bd.  5  (1887),  p.  40. 
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guBg  ^  eliminieren,  so  erhielte  man  eine  für  die  praktische  Anwend- 
barkeit viel  zu  komplizierte  Relation. 

4.  Prismen  aweiachsiger  Kristalle,  bei  denen  die  Methode  der 
Minimalablenkung  anwendbar  ist.  Ein  spezieller  Fall^  in  welchem 
die  durch  die  Minimumbedingung  gelieferte  Relation  eine  zur  prakti- 
schen Rechnung  brauchbare,  einfache  Form  annimmt,  ist  offenbar  der, 
daß  die  Querschnittsebene  des  Prismas  einer  optischen  Symmetrieebene, 
also  die  Prismenkante  einer  optischen  Symmetrieachse  parallel  ist.  Denn 
in  diesem  Falle  zerfällt  ja  die  Querschnittskurve  der  Indexfläche  in 
einen  Kreis  und  eine  Ellipse,  wie  bei  einem  beliebig  orientierten 
Prisma  eines  optisch  einachsigen  Kristalls.  Die  Minimalablenkung  der- 
jenigen Welle,  welche  senkrecht  zur  Prismenkante  polarisiert  ist,  liefert 
dann  nach  der  gewöhnlichen  Formel  ((9),  S.  138)  den  in  der  Quer- 
schnittsebene konstanten  Hauptbrechungsindex  (z.  B.  a,  wenn  die 
Prismenkante  l  X  ist),  und  für  das  Minimum  der  Ablenkung  der 
anderen,  parallel  zur  Prismenkante  polarisierten  WeUe  gilt  eine  Rela- 
tion, welche  der  Gleichung  (14)  analog  gebildet  ist,  aus  der  sie  z.  B. 
bei  zur  X-Achse  paralleler  Prismenkante  dadurch  hervorgeht,  daB 
man  s  durch  y,  v  durch  ß  ersetzt  und  unter  q  den  Winkel  zwischen 
der  Halbierungsebene  des  inneren  Prismenwinkels  und  der  2'X-Ebene 
versteht,  um  an  einem  solchen  Prisma  (bei  bekanntem  q)  die 
sämtlichen  Hauptbrechungsindizes  zu  finden,  muß  man  also  außer  der 
Minimalablenkung  beider  Wellen  noch  die  Ablenkimg  der  parallel 
zur  Prismenkante  polarisierten  Welle  für  irgend  einen  anderen,  ge- 
messenen Einfallswinkel  bestimmen;  diese  liefert  dann  nach  dem  in 
§  1  dargelegten  allgemeinen  Verfahren  noch  ein  Wertepaar  von  n^ 
und  ^  in  der  (zu  (11)  analogen)  Gleichung 

,V.-l{,J,+J.)+H--,'')-^(«-*)- 

Da  hier  also  doch  einmal  die  Messung  des  Einfallswinkels  notwendig 
ist,  so  wird  man  im  Interesse  größerer  Genauigkeit  gleich  eine  größere 
Anzahl  zusammengehöriger  Einfalls-  und  Ablenkungswinkel  messen 
und  aus  den  dadurch  erhaltenen  Gleichungen  von  vorstehender  Form 
ß  und  y  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  berechnen.  Nach 
diesem,  von  Stokes  (in  der  S.  137  zitierten  Abhandlung)  vorgeschla- 
genen Verfahren  zur  Bestimmung  der  drei  Hauptbrechungsindizes  eines 
optisch  zweiachsigen  Kristalls  an  einem  einzigen  Prisma  (welches  bei 
einem  rhombischen  Kristall  aus  irgend  zwei  natürlichen  Kristallflächen 
einer  Prismenzone,  bei  einem   monoklinen  aus   irgend   zwei  Flächen 
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aus  der  Zone  der  kristallographischen  Symmetrieachse  gebildet  sein 
kann)  hat  z.  B.  V.  v.  Lang^)  die  Hauptbrechungsindizes  des  Gipses^ 
M.  Born*)  diejenigen  des  Anglesits  ermittelt. 

In  dem  soeben  behandelten  speziellen  Falle  tritt  das  Minimum 
der  Ablenkung  der  einen  Welle  (mit  der  in  der  Querschnittsebene 
konstanten  Geschwindigkeit)  für  symmetrischen  Durchgang  ein.  Wir 
wollen  jetzt  untersuchen,  für  welche  Orientierungen  eines  optisch  zwei- 
achsigen Prismas  überhaupt  dieser  Fall  eintritt,  also  beim  Minimum 
der  Ablenkung  eine  gebrochene  Wellenebene  den  inneren  Prismen- 
winkel halbiert  (so  daß  ^  ==  90^  ist),  und  somit  der  Einfalls-  und  Aus- 
trittswinkel der  zugehörigen  Wellennormalen  einander  gleich  werden.^ 

Ist  A  ein  Minimum,  so  verschwindet  seine  Änderung  mit  ^-, 
diese  setzt  sich  aber  zusammen  aus  derjenigen,  welche  bei  konstanter 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  q  (also  in  einem  isotropen  Prisma)  vor- 
handen sein  würde,  und  aus  derjenigen,  welche  von  der  Abhängigkeit 
der  Geschwindigkeit  von  der  Richtung,  also  von  ^,  herrührt;   es  ist 

also  ^  =*  ~«r  +  ^^  j^r  •  B®i  symmetrischem  Durchgang  der  Welle 
ist  nun  ^ —  ^  0;  soll  also  dann  auch  der  totale  Diiferentialquotient 
j-  verschwinden,  so  muß,  da  ^—  nie  Null  ist,    rr  =  0  sein. 

Die  Bedingung  dafür,  daß  ein  Minimum  der  Ablenkung  bei  sym- 
metrischem Durchgang  eintritt,  ist  also  die,  daß  der  Radiusvektor  der 
Schnittkurve  Q  der  Narmalenfläche  ynit  der  Prismenquerschnitts^^ene  in 
der  zur  Halbierungsebene  des  inneren  FrismentvinkeU  senkrechten  lUch- 
tnng  ein  Maximum  oder  Minimum  hat.  Nun  besitzt  aber  die  Schnitt- 
kurve der  Indexfläche  (ebenso  wie  die  der  ihr  gleichartigen  Strahlen- 
fläche), und  folglich  auch  jene  der  Normalenfläche  mit  einer  beliebigen 
Diametralebene  in  vier  Richtungen  Maxima  und  Minima  des  Radius- 
vektors. Von  diesen  fallen  drei  in  die  Durchschnittslinien  der  Quer- 
schnittsebene mit  den  optischen  Symmetrieebenen  und  sind  gleich  den 
drei  Hauptlichtgeschwindigkeiten  (vergl.  §  13,  S.  129).    Hieraus  folgt: 

Das  Minimum   der  Ablenkung  einer  Welle  findet  bei  stfmmetri- 

1)  V.  V.  Lang,  Wiener  SitzungBber.  76  (2)  (1877),  p.  793. 

2)  M.  Born,  N.  Jahrb.  f  Miner.  Beil.-Bd.  5  (1887),  p.  42. 

3)  Dieses  Problem  ist  zuerst  von  de  Senarmont  (Nouv.  Ann.  de  math.  16 
[1857],  p.  273),  dann  von  V.  v.  Lang  (Wiener  Sitzungsber.  38  [1868],  p.  166), 
Th.  Liebisch  (Göttinger  Nachr.  1888,  p.  197;  N.  Jahrb.  f.  Miner.  1900,  1,  p.  57) 
und  C.  Viola  fZeitscbr.  f.  Krist.  32  [1900],  p.  66  u.  545;  37  [1903],  p.  858;  Acc. 
Line.  Rend.  (5)  9»  [1900],  p.  106  und  (6)  11*  [1902],  p.  24)  bebandelt  worden;  die 
obige  allgemeine  Lösung  hat  der  letztgenannte  gegeben. 
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sdiem  Durchgang  statty  wenn  die  Halbierungslinie  des  äußeren  Prismen- 
tcinkels  parallel  einer  optischen  Symmetrieebene,  also  die  HaOnerungs- 
ebene  des  inneren  Frismenivinkds  senkrecht  zu  einer  solchen  ist,  und 
diese  Minimalahlenku/ng  liefert  dann  nach  der  Formel  n  ^  S  einen 
der  drei  Hauptbrechungsindizes  (z,  B.  a,  wenn  die  erwähnte  Symmetrie" 
ebene  die  YZ- Ebene  ist). 

Um  die  vierte  Richtung  zu  finden^  für  welche  der  Radiusvektor 
der  Kurve  Q  ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  berücksichtige  man, 
daß  Q  die  Fufipunktkurve  derjenigen  Kurve  ist,  welche  man  erhält, 
wenn  man  die  Strahlen,  die  zu  den  in  der  Querschnittsebene  liegen- 
den Wellennormalen  gehören,  auf  die  Querschnittsebene  projiziert. 
Die  Maxima  und  Minima  der  Kurve  Q  müssen  zugleich  solche  der 
letzteren  KuiTe  sein;  folglich  muß  für  die  ihnen  entsprechenden  Rich- 
tungen die  Wellennormale  g,  sofern  sie  nicht  mit  dem  Strahl  iden- 
tisch ist  (was  die  drei  ersteren  Fälle  gibt),  die  Projektion  des  Strahls 
auf  die  Querschnittseb^ne  des  Prismas  sein.  Dann  ist  aber  die 
Schivingungsebene  senkrecht  zur  Querschnittsebene,  oder  die  Schwingungs- 
richtung  parallel  zur  Prismenkante.^)    Daraus  folgt  also  mit  Rücksicht 

1)  Auf  analytischem  Wege  gelangt  man  zu  diesem  Resultate  folgender- 
maßen. Die  Bedingung  ^  =  0  für  i/>  =  — •  nimmt  nach  (15)  und  (15»)  die 
Form  an 

^  L,         (ö*  +  c*)cc]  a,  +  (c«  +  a^ß,  ß,  +  (a«  +  b^y,  y, 

-^        '    'ä*cc,cc,  +  b'ßJ^  +  c'Y,Y, 
Andererseits  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  (6),  Kap.  II,  (S.  86), 

oder 

und  zwei  analoge  Gleichungen^  durch  deren  Zusammenfassung  mit  den  Faktoren 
c*v^,  a*Vii  b*v^  folgt: 

Hierin  sind  Vj ,  v, ,  Vj  die  Richtungskosinus  der  Fortpflanzungsrichtung,  ä^,  ,  «„ ,  «„ 
diejenigen  der  Polarisationarichtung  der  Welle  (1).  Erstere  sind  fiir  die  sich  sym- 
metrisch im  Prisma  fortpflanzende  Welle  gleich  a, ,  p, ,  y, .  Die  Vergleichung 
der  Ausdrücke  (1)  und  (2)  zeigt  demnach,  daß  die  Minimumbedingung  erfüllt 
wird,  wenn  «,,,  tt,,,  3r„  mit  a^,  ß^^  y^  übereinstimmen,  d.  h.  wenn  die  Polari- 
scUiongriehtung  der  betreffenden  Welle  parallel  der  Halbierungslinie  X'  des  inneren 
Prismenwinkels,  oder  ihre  Schwingungsrichtung  parallel  der  Prismenkante  Z'  ist. 

Außerdem  wird  die  Bedingung  ^ß-  =  0  für  'V'  =  „    erfüllt,  wenn  einer 

der  drei  Richtungskosinus  v^  =  «,,  Vj  =  ft,  v^  ==^  y,  Null  wird,  wodurch  sich 
die  Ausdrücke  (1)  und  (2)  beide  auf  a'  bezw.  6*  oder  c*  reduzieren. 

P  o  c  k  e  I  > ,  Kriitalloptik.  1 0 
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auf  Kap.  U,  §  6  als  die  zweite  Bedingung  für  den  Eintritt  der  Mini- 
malablenkung bei  symmetrischem  Durchgang^  daß  die  Ebene  Y'Z' 
(d.  i.  die  Halbierungsebene  des  äußeren  Prismenwinkels)  den  Winkel 
zwischen  den  durch  Y'  und  die  Binormalen  Ä^,  A^  gelegten  Ebenen 
halbieren  muß.  (Siehe  Figur  58.)  Ist  die  Richtung  Z'  der  Prismen- 
kante gegeben^  so  existieren  dem* 
nach  vier  Lagen  der  äußeren 
Hcdhienmgslinie  Y\  für  welche 
das  Prisma  die  geforderte  Eigen- 
schaft besitzt:  es  sind  außer  der 
soeben  definierten  Lage  diejeni- 
gen Durchmesser  AA',  SB',  TV\ 
iu  welchen  der  Grundkreis  in 
der  X '  1"'-  (Querschnitts-)  Ebene 
von  den  drei  optischen  Sym- 
metrieebenen geschnitten  wird.^) 
Hiernach  ist  die  Gesamtheit  der 
gesuchten  Prismen -Orientierun- 
gen leicht  zu  übersehen.  Es 
sind  unter  ihnen  insbesondere 
diejenigen  enthalten,  wo  die  Halbierungslinie  des  inneren  od^r  äußerem 
Prismenwinkels  in  eine  optische  Symmetrieachse  fäUtj  oder  beides  gleich- 
zeitig  eintritt.  Diese  Spezialfälle  sollen  jetzt  noch  näher  betrachtet  werden. 
Ist  die  innere  Halbierungslinie  parallel  einer  Symmetrieachse^ 
etwa  der  X-Achse,  so  sind  die  symmetrisch  durchgehenden  Wellen 
parallel  und  senkrecht  zur  Prismenkante  polarisiert,  und  es  liefert  die 
Beobachtung  der  Minimalablenkung  der  parallel  zur  Prismenkante 
polarisierten  Welle  direkt  den  einen  Hauptbrechungsindex  (a),  die- 
jenige der  anderen  Welle  einen  zwischen  ß  und  y  liegenden  Brechungs- 
index Vy  der  sich,  wenn  -ö*  der  Neigungswinkel  der  Prismenkante  gegen 
die  Z- Achse  ist,  bestimmt  aus  der  Relation 


Fig.  58. 


(16) 


Bin'  0"        cos*  -d" 


1) '  Man  erkennt  beim  Vergleich  mit  dem  in  Kap.  IV,  §  13  behandelten 
Problem  der  Totalreflexion,  daß  die  drei  letztgenannten  Richtungen  von  Y'  zu- 
gleich die  Azimute  derjenigen  drei  Mazima  und  Minima  der  Grenzwinkel  der 
Totalreflexion  an  einer  zur  Z'- Achse  senkrechten  Fläche  sind,  welche  den  drei 
Hauptbrechungsindizes  entsprechen.  Die  vierte  (oben  zuerst  genannte)  ausgezeich- 
nete Richtung  Y'  dagegen  fällt  nicht  genau  in  das  Azimut  des  vierten  Maximums 
bezw.  Minimums  des  Grenzwinkels,  da  letzteres  sich  in  analoger  Weise  durch 
die  Biradial^n  bestimmt,  wie  erstere  durch  die  Bifiormalen, 
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Hierher  gehören  Prismen  rhombischer  Kristalle,  deren  Flächen  einem 
Sphenoid  angehören  (also  z.  B.  die  Symbole  hkl  und  hhl  haben), 
und  Prismen  monokliner  Kristalle,  die  von  zwei  zur  Orthoachse  sym- 
metrisch liegenden  Flächen  gebildet  werden. 

Ist  die  äußere  Halbierungslinie  parallel  der  X-Achse,  so  ergeben 
die  beiden  Minima  der  Ablenkung  direkt  die  beiden  Hauptbrechungs- 
indizes  ß  und  ^,  und  es  wird  dann  auch  die  Gleichung,  welche  die 
Beobachtung  noch  irgend  eines  Wertepaares  q,  ^  zur  Berechnung  von 
ß  liefert,  verhältnismäßig  einfach.     Ist  nämlich  wieder  d"  der  Winkel 

Z'Z,  so  wird 

^  =  0 ,     ß^  =  —  coBd-y     2^1  =  sin  ^ , 


ß,  =  l,    ß,  =  0, 

y,  =  o, 

«,  =  0,    /3j  =  8ind, 

y,  =  cos  fl- , 

und  man  erhält  aus  (15*): 

'  i  =  a*  +  c*cos»Ö-  +  6*8in«*, 

i,  =6«  +  c«,      i.  =  0, 

M  =  a\c*  C08»  &  +  b*  sin«  d) , 

JI/i  =  6V,          Jf,  =  0, 

und  folglich  aus  (15),  wenn  man  nach 

a»  =  -^  auflöst: 

,,_,       „8_                                       (g«_c'cOB'd- 

&*8in»'9")co8*T^ 

2*  —  2*(<^'  cos*  d'  +  b*  sin»  d")  cos*  t/»  +  (6*c*  —  q*{h*  +  c*))  sin*  ^ 

Die  entsprechenden  Gleichungen  für  Prismen,  deren  äußere  Hal- 
bierungslinie die  Y-  oder  Z- Achse  ist,  brauchen  nicht  besonders  hin- 
geschrieben zu  werden,  da  sie  aus  der  vorstehenden  leicht  durch 
zyklische  Permutation  der  a,  6,  c  ableitbar  sind.  — 

Der  soeben  betrachtete  Fall  liegt  vor  bei  Prismen  rhombischer 
Kristalle,  die  aus  zwei  in  einer  Symmetrieebene  zusammenstoßenden 
Flächen  einer  Pyramide  (also  hkl  und  hJclj  oder  hkl  und  hJclj  oder 
hil  und  hJcT),  sowie  bei  solchen  monokliner  Kristalle,  die  aus  zwei 
zum  Klinopinakoid  symmetrisch  liegenden  Flächen  gebildet  sind. 

Eine  weitere  Vereinfachung  tritt  ein,  wenn  beide  Halbierungs- 
linien mit  optischen  Symmetrieachsen  zusammenfallen.  Wir  erhalten 
ein  Beispiel  dieses  Falles  —  nämlich  Koinzidenz  der  X-Achse  mit 
der  äußeren,  der  T- Achse  mit  der  inneren  Halbierungslinie  — ,  indem 
wir  in  dem  vorhergehenden  Falle  -9"  =  0  setzen.  Dann  ergibt  das  Mini- 
mum der  Ablenkung  der  einen  (  II  Z'  polarisierten)  Welle  ß,  das  der 
anderen  y,  und  die  Gleichung  (17)  zur  Berechnung  von  a  aus  einem 
beliebigen  Wertepaare  g,  i/;  reduziert  sich  auf: 

(]'7'\  2_  cos*!/» 

10* 


148 


I.  V.   Brechung  ebener  Wellen  durch  Prismen. 


Da  dieser  Fall  praktisch  für  die  Bestimmimg  der  Hauptbrechmigs- 
indizes  besonders  wichtig  ist^  so  mögen  in  nachstehender  Tabelle  die 
sechs  verschiedenen  hierher  gehörigen  möglichen  Orientierungen  des 
Prismas  und  die  bei  jeder  derselben  durch  die  Minimalablenkungen 
beider  Wellen  erhaltenen  Brechungsindizes  zusammengestellt  werden, 
wobei  sich  der  Toranstehende  Brechungsindex  immer  auf  die  parallel 
zur  Prismenkante  polarisierte  Welle  bezieht. 


Innere 
Halbierungs- 
linie 

Richtung  der  Prismenkante 

X 

Y 

z 

X 

1       "" 

cc,ß       1       a,  y 

Y           1 

fr« 

— 

ß.y 

Z           1 

y,  a 

y.ß 

— 

Zwei  Prismen,  die  verschiedenen  dieser  sechs  Orientierungen  an- 
gehören, reichen  also  zur  direkten  Bestimmung  aller  drei  Haupt- 
brechungsindizes nach  der  Minimummethode  aus.  Bei  rhombischen 
Kristallen  genügen  demnach  zwei  von  je  zwei  gleichartigen  Säulen- 
flächen verschiedener  Zonen  gebildete  Prismen,  wie  sie  häufig  an  natür- 
lichen Kristallen  zur  Verfügung  stehen.^)  Allerdings  darf  der  Prismen- 
winkel bei  Beobachtung  in  Luft  eine  gewisse  Größe  nicht  überschreiten, 
damit  noch  symmetrischer  Durchgang  der  WeUe   möglich   ist.     Die 

Bedingung  hierfür  ist 

.     r   ^n« 

sie  kann  also  jederzeit  dadurch  erfüllt  werden,  daß  man  das  Prisma 
mit  einer  Flüssigkeit  von  höherem  Brechungsindex  n9  umgibt. 

5«  Bestimmung  der  drei  Hauptbrechungsindizes  aus  Minimal- 
ablenkungen  schief  zur  Frismenkante  einfallender  Strahlen.     Der 

oben  abgeleitete  Satz^  daß  das  Minimum  der  Ablenkung  dann  fär 
gleichen  Einfalls-  und  Austrittswinkel  stattfindet,  wenn  dabei  die 
Wellennormale  im  Prisma  in  eine  optische  Symmetrieebene  fällt,  be- 
hält seine  Gültigkeit  auch  dann  noch,  wenn  das  Licht  geneigt  gegen 
die  Prismenkante  einfällt*),  sofern  man  dann  unter  dem  Minimum  den 
kleinsten  aller  derjenigen  Werte  des  Ablenkungswinkels  versteht,  die 

1)  Als  Beispiel  für  diese  Methode  sei  erwähnt  die  Bestimmung  der  drei 
Hauptbrechungsindizes  des  Kieselzinkerzes  durch  Y.  v.  Lang,  Wiener  Sitzungsber. 
37  (1869),  p.  380. 

2)  C.  Viola,  Zeitschr.  f.  Krist.  32  (1899),  p.  66  und  646. 
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man  erhält^  wenn  man  die  gebrochene  Wellennormale  alle  möglichen 
Richtungen  in  einer  bestimmten^  darch  die  innere  Halbierungslinie 
gehenden  Ebene  annehmen  läßt.  Es  ist  nämlich  zunächst  leicht  er- 
sichtlich^ daß  das  so  definierte  Minimum  der  Ablenkung  bei  einem 
isotropen  Prisma  für  symmetrischen  Durchgang  der  Welle  eintritt, 
d.  h.  wenn  die  gebrochene  Wellennormale  senkrecht  zur  inneren  Hal- 
bierungslinie, und  daher  der  Einfalls-  gleich  dem  Austrittswinkel  ist. 
Daraus  folgt  in  analoger  Weise,  wie  wir  es  bei  den  zur  Prismenkante 
parallelen  Wellen  sahen,  daß  in  einem  beliebigen  anisotropen  Prisma 
das  Minimum  der  Ablenkung  (im  oben  erklärten  Sinne)  für  symmetri- 
schen Durchgang  dann  eintritt,  wenn  die  gebrochene  Wellennormale  mit 
ihrem  zugehörigen  Strahl  zusammenfällt,  also  In  einer  Symmetrieebene 
liegt  und  die  in  dieser  letzteren  konstante  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit, d.  i.  z.  B.  in  der  FZ-Ebene  die  Geschwindigkeit  a,  besitzt.  Nun 
wird  die  zur  inneren  Halbierungslinie  senkrechte  (F'Z'-)  Ebene  im 
allgemeinen  von  allen  drei  optischen  Symmetrieebenen  geschnitten;  es 
wird  also  in  drei  verschiedenen  durch  die  X'-Achse  gehenden  Ebenen 
die  dem  Minimum  der  Ablenkung  entsprechende  gebrochene  Wellen- 
normale gleich  geneigt  zu  den  Prismenflächen  (oder  senkrecht  zu  X') 
sein  und  bezw.  die  Geschwindigkeiten  a,  &,  c  besitzen.  Hierauf  könnte 
man  nach  dem  Vorschlage  von  Viola  eine  Methode  zur  Bestimmung 
aUer  drei  Haupfbrechungsindizes  an  einem  einzigen  Prisma  von  be- 
liebiger, unbekannter  Orientierung  gründen.  Dazu  müßte  man,  um  den 
Durchgang  des  Lichts  in  den  drei  erwähnten  Richtungen  überhaupt 
möglich  zu  machen,  das  Prisma  mit  einem  ^\ 

isotropen   Medium   von    hohem    Brechungs-  ] 

index  umgeben,  etwa  indem  man  an  seine 
Einti-itts-  und  Austrittsfläche  Viertelkugeln 
Ky  K'  von  stark  brechendem  Glase  mit  ver- 
bindender Flüssigkeitsschicht  anlegt,  wie  es 
nebenstehende  Fig.  59  andeutet.  Abgesehen 
hiervon  würde  aber  eine  Schwierigkeit  darin 
bestehen,  beim  Aufsuchen  des  Minimums  der 

Ablenkung  das  Prisma  gegen  den  einfallenden  Strahl  so  zu  drehen, 
daß  die  eine  gebrochene  Wellennormale  dabei  immer  in  derselben, 
durch  die  Halbierungslinie  des  inneren  Prismen  winkeis  gehenden  Ebene  f 
bleibt,  —  was  nicht  der  Fall  ist,  wenn  man,  wie  Viola  angibt,  das 
Prisma  um  seine  Kante  drehen  würde.  Man  würde  im  übrigen  dann 
so  zu  verfahren  haben,  daß  man  das  Minimum  von  A  für  eine  Reihe 
gegen  Z'  verschieden  geneigter  Ebenen  f  aufeucht  und  mit  Hilfe  gra- 
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phischer  Interpolation  hieraus  diejenigen  Lagen  des  Prismas  gegen 
den  einfallenden  Strahl  ermittelt,  für  welche  beim  Minimum  der  Ab- 
lenkung der  Einfalls-  und  Austrittswinkel  gleich  werden  oder, .  was 
ein  praktisch  wohl  leichter  anwendbares  Kriterium  hierfür  ist,  der 
einfallende  und  austretende  Strahl  mit  der  Halbierungslinie  des  inneren 
Prismen  winkeis  in  einer  Ebene  liegen.  Ist  eine  solche  Minimum - 
Stellung  gefanden,   so  hat  man  zur  Berechnung  des  entsprechenden 

Brechungsindex  (welcher  einen  der 
Werte  a,  ß,  y  besitzt)  die  folgen- 
den Beziehungen. 

Es  seien  (Fig.  60)  in  der 
stereographischen  Projektion  auf 
die  Prismen  -  Querschnittsebene : 
6r,  6r'  die  Normalen  der  Prismen- 
flächen ®,  ®';  J  die  einfallende, 
J'  die  austretende,  N  die  gebro- 
chene Wellennormale,  also  i  «  i^ 

A  =««  JJ%  r  =  6r  G\  femer  q>  die 
Neigung  der  Ebene  JJ'X,  %  die- 
jenige der  Ebene  (S  =  NX'  gegen 

die  Querschnittsebene,  und   X^J'X\  v  =- NGY\     Dann  folgt   aus 

der  Figur  in  leicht  erkennbarer  Weise: 

I  n®  sin  i  =  n  sin  r, 

n  cos  r  =  cos  I  r  cos  % , 

in  cos  i  =  —  cos  A  sin  I  r  +  sin  A  cos  |  f  cos  q) , 

IV  sin  A  sin  9  =  sin  i  sin  v, 


(18) 


Hat  man  nun  A„  =  %  —  2k,  tp  und  V  gemessen,  so  kann  man  aus 
in  i,  aus  lY  Vj  aus  V  r  und  dann  aus  I  den  gesuchten  Brechungs* 
index,  sowie  aus  II  den  die  zugehörige  Wellennormalenrichtung  be- 
stimmenden Winkel  %  berechnen.  —  Es  ist  noch  zu  bemerken  (was 
Viola  nicht  erwähnt),  daß  es  außer  den  Durchschnittslinien  der  Y'Z'- 
Ebene  mit  den  drei  optischen  Symmetrieebenen  noch  eine  yierte  Rich- 
tung JB  der  gebrochenen  Wellennormale  in  der  F'Z'- Ebene  gibt, 
welcher  ein  Minimum  der  Ablenkung  entspricht,  nämlich  diejenige 
Richtung,  fQr  welche  einer  der  beiden  zugehörigen  Strahlen  in  der 
F'Z'-Ebene   liegt,   letztere   also    die   Schtvingungsebene   für   eine    der 
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beiden  parallel  B  sich  fortpflanzenden  Wellen  ist.  Daß  es  stets  eine 
und  nur  eine  dieser  Bedingung  genügende  Richtung  in  der  Y'Z'- 
Ebene  gibt,  erkennt  man  sogleich  auf  Grund  des  Satzes  (Kap.  U,  §  6), 
demzufolge  B  so  liegen  muß,  daß  die  F'Z'- Ebene  den  inneren  oder 
äußeren  Winkel  zwischen  den  Ebenen  durch  B  und  die  Binormalen 
(JRJ.1  und  BA^  in  Fig.  60)  halbiert.  Diese,  die  vierte  symmetrische 
Minimalablenkung  gebende  Welle  würde  also  von  derjenigen,  welche 
die  mittlere  Hauptlichtgeschwindigkeit  b  besitzt,  durch  ihre  ausgezeich- 
nete  Schwingungsrichtung  unterschieden  werden  können,  wobei  jedoch 
zu  berücksichtigen  sein  würde,  daß  die  Schwingungsrichtung  der  aus- 
tretenden Welle  gegen  diejenige  im  Prisma  gedreht  ist.  Außerdem 
bliebe  zur  Entscheidung  nur  das  Mittel,  ein  zweites  Prisma  von  an- 
derer Orientierung  zu  benutzen;  derjenige,  einer  symmetrischen  Mini- 
malablenkung entsprechende  Wert  des  Brechungsindex,  welcher,  außer 
a  und  y,  an  beiden  Prismen  gefunden  wird,  ist  dann  ß. 

6.  Neigung  der  durch  ein  doppeltbreohendes  PriBma  gesehenen 
Spaltbilder.  Bei  den  Messungen  der  Ablenkung  eines  Lichtstrahls 
durch  ein  Prisma  dient  bekanntlich  als  Lichtquelle  ein  beleuchteter 
Spalt,  der  sich  in  der  Brennebene  der  Kollimatorlinse  befindet,  und 
dessen  gebrochenes  Bild  man  durch  ein  für  Parallelstrahlen  justiertes 
Femrohr  beobachtet,  dessen  Fadenkreuz  auf  die  Mitte  des  Spaltbildes 
eingestellt  wird.  Ist,  wie  üblich,  der  Spalt  pwralld  zur  Frismenkante 
gestellt,  so  erscheint  das  durch  ein  isotrapes  Prisma  gesehene  Spalt- 
bild zwar  bei  großem  Gesichtsfelde  ein  wenig  gekrümmt,  da  die  Ab- 
lenkung für  die  nach  oben  oder  unten  gegen  die  Querschnittsebene 
des  Prismas  geneigten  Strahlen  etwas  größer  ist  als  für  den  in  der 
Querschnittsebene  einfallenden;  dabei  ist  aber  die  Richtung  des  Spalt< 
bildes  in  der  Mitte  des  Gesichtsfeldes  parallel  zur  Frismenkante  oder 
zum  Spalt  selbst.  Anders  bei  ,einem  doppeltbrechenden  Prisma;  hier- 
ist im  allgemeinen  die  Richtung  beider  Spaltbilder  in  der  Mitte  des 
Gesichtsfeldes  geneigt  gegen  die  Prismenkante,  wenn  der  Spalt  zu  ihr 
parallel  ist,  und  um  eines  der  Bilder  zur  Kante  parallel  zu  machen, 
muß  der  Spalt  gegen  letztere  geneigt  werden. 

Diese  Erscheinung,  welcher  A.  Cornu^)  eine  eingehende  theore- 
tische und  experimentelle  Untersuchung  gewidmet  hat,  ist  dadurch 
bedingt,  daß  sich  mit  der  Neigung  der  gebrochenen  Wellennormale 
gegen  den  Prismenquerschnitt  hier  auch  der  Brechungsindex  ändert, 


1)  A.  Cornu,  Ann.  ficole  Normale  (2)  1  (1872),  p.  256;  3  (1874),  p.  1. 
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und  zwar  in  entgegengesetztem  Sinne  für  eine  Abweichung  nach  der 
einen  oder  anderen  Seite  der  Qiierschnittsebene^  ausgenommen  den 
speziellen  Fall^  daß  die  Schnittkurye  der  Indexfläche  mit  der  Ebene, 
welche  die  Prismenkante  und  die  zu  dieser  senkrechte  (mittlere) 
gebrochene  Wellennormale  enthält ,  symmetrisch  in  bezug  auf  die 
Querschnittsebene  des  Prismas  ist.  Da  nun  die  Änderung  des  Bre- 
chungsindex mit  der  Richtung  der  Wellennormale  von  der  Neigung 
der  Tangentialebene  der  Indexfläche  und  somit  von  der  Lage  des 
(nach  Kap.  11^  §  18  senkrecht  zu  dieser  Tangentialebene  gerichteten) 
Strahls  abhängt,  so  ist  die  Messung  der  in  Rede  stehenden  Neigung 
des  Spaltbildes,  welche  mittels  drehbaren  Fadenkreuzes  leicht  zu  be- 
werkstelligen ist,  von  erheblichem  theoretischen  Interesse  als  ein 
weiteres  Hilfsmittel  zur  Prüfung  der  Eigenschafken  der  Index-  oder 
Strahlenfläche. 

Bei  der  folgenden  theoretischen  Behandlung  der  Erscheinung 
wollen  wir  der  Allgemeinheit  wegen  annehmen,  daß  sowohl  der  Spalt 
als  das  Spaltbild  gegen  die  Prismenkante  geneigt  seien,  und  haben 
die  Aufgabe,  den  Zusammenhang  zwischen  diesen  beiden  Neigungs- 
winkeln (p  und  q/  abzuleiten.  Wir  wollen  die  Winkel  q>  bezw.  g/ 
positiv  rechnen,  falls  der  Spalt  bezw.  das  Spaltbild,  wenn  man  dem 
einfallenden  Licht  entgegensieht,  gegen  die  Prismenkante  im  positiven 
Sinne  (entgegen  dem  Uhrzeiger)  gedreht  erscheint.  Dann  gelten,  wenn 
6  bez.  6'  die  Neigung  des  verlängerten  einfallenden  oder  des  austretenden 

Strahles    gegen'  die   Querschnittsebene 
(nach  oben)  bezeichnet,  die  Relationen: 


(19)      tg9)»~ 


di 


tg  9>'  =  + 


dl 


Flg.  61. 


einfallenden    Strahl,    OJ'  und 
Ebene  austretenden  Strahl.) 


de'  "öT  -  ^  d& 
welche  aus  nebenstehender  Fig.  61  so- 
fort ablesbar  sind,  aus  der  auch  der 
Sinn,  in  welchem  die  Winkel  i,  %  und 
e  positiv  gezählt  werden,  hervorgeht. 
(In  der  Figur  bezeichnen:  OZ'  die 
Prismenkante,  OX!  die  innere  Halbie- 
rungslinie, 0®,  0%'  die  Spuren  der 
Eintritts-  und  Austrittsfläche  in  der 
Querschnittsebene,  OCr,  00'  deren  Nor- 
malen, JO  einen  in  der  Querschnitts- 
ebene, Jj  0  einen  unterhalb  derselben 
OJ^  einen   in   bezw.   oberhalb   dieser 
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Es  ist  nun  leicht  zu  sehen^  daB 
die  Neigungswinkel  6;  6'  des  ein- 
fallenden und  austretenden  Strahls 
gegen  die  Querschnittsebene,  oder 
der  betreffenden  Wellenebene  gegen 
die  Prismenkante,  einander  gMch 
sind.  Denn  aus  Fig.  62,  wo  J^ 
eine  einfallende,  N^  bezw.  J^  die 
zugehörige  gebrochene  und  austre- 
t-ende  Wellennormale  bezeichnet, 
und  JSTi,  K^  die  Projektionen  von 
«Tj,  e/j'  auf  die  Querschnittsebene 
(den  Grundkreis  der  stereographi- 
schen Projektion)  sind  (so  daß  also 
J^G^i,,   J^K^^Q,   j;G'=i^,  J;K^^&   ist),   folgt 

sin  J^K^  «  sin  0  =  sin  (Ji  GK^  sin  i^ , 
sin  Ji'JT/  =  sin  0'  -  sin  {J^&K^)  sin  i/. 


y^ 

^^X^. 

/ 

yy)fi' 

1 

*^\    f\ 

/ 

Z' 

l 

7 

V   / 

/ 

\        /^ 

@\ 

., 

„^J^ 

X' 

Vig.  68. 


sin  0  :  sin  0'  = 


femer      sin  i.  :  sin  i/  =  sin  r,  :  sin  r. 


Bin  (JiG^Z,) 

WO    r,^N,G,   r,'^N,G\ 


und  aus  Dreieck  GN^G' 


folglich 


sin  r.  :  sm  r. 


sin  {J.'G'K,')  :  Bin  (/,GK,)', 
0'=0. 


Die  gesuchte  Beziehung  zwischen  q)  und  q>'  werden  wir  finden, 
wenn  wir  eine  Gleichung  aufstellen  können,  welche  die  korrespondie- 
renden Änderungen  der  Winkel  i,  t    und   0   miteinander  verbindet. 

Sind  nun  die  Abweichungen  der  Wellennormalen  aus  der  Quer- 
schnittsebene unendlich  klein,  so  daß  wir  dQ  statt  0  oder  sin  0  und 
dd-  statt  d- =^  N^R  oder  sin  #  setzen  können,  so  ist  dd- :  dQ 
=*  sin  rj  :  sin  »\  =  n^,  oder,  da  hier  n^  unendlich  wenig  von  n  (dem 
der  Wellennormale  N  entsprechenden  Brechungsindex)  verschieden  ist, 

d^^-de. 

n 

Man  kann  also  auch  eine  Beziehung  zwischen  dfi,  di'  und  dd" 
zu  dem  oben  bezeichneten  Zwecke  benutzen.  Zu  dieser  gelangen  wir, 
indem  wir  die  durch  eine  beliebige  Verschiebung  von  N  verursachten 
Änderungen  di  und  dt  durch  die  Verschiebungskomponenten  von  N 
senkrecht  und  parallel  zur  Querschnittsebene:  dd-  =^N^R  und  drl>  =  NR 
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^  dr  ^—  dr\  ausdrücken  und  aus  den  so  erhaltenen  zwei  Gleichungen 
di^  eliminieren. 
Man  findet 

sin  \  =  (n  +  dn)  sin  (r  +  dr)  =  sin  i  +  sin  r  •  rfn  +  cos  r  •  nrf^ , 


, .       sin  t,  —  8in  t 

d%^ ^ — , — 


-c 


cos  r  ^^  sin  r 
,co8  %       cos 


coB  r  -,  .  ,    Bin  r   , 

cos  »  ^  '    cos  X 

T    cn\  ,  ,  ,    sin  r    ^n     ,^ 

%  nd^/  ^  ^    cos  i  ndd-         ' 


sin  f'    dn 


ebenso 

,.,       /      cosr'    ,    sinr     ^n\      •,  ,     ,    px*x  7      t/r*     ,^ 
\       COH  t  cos  t    Möl/;/  cos  »    «^^         ' 

und  durch  Elimination  von  ndil;  aus  diesen  Gleichungen: 

(20)         cos  ifcos  /  —  sin  r  -^)  di  +  cos  t  (cos  r  +  sin  r  —^^  dt 

-sin(r  +  r')-^.*'irfe  =  0. 

Führen  wir  nun  den  Winkel  8  ein, 
welchen  die  Normale  der  Index- 
fläche im  Punkte  'N  oder  der  zur 
Wellennormale  N  gehörige  Strahl 
S  mit  der  Querschnittsebene  bildet 
(positiv  in  demselben  Sinne  wie  %^ 
gerechnet),  sowie  die  Abweichung  6 
des  Azimuts  von  S  von  demjenigen 
von  jN",  d.  i.  den  Winkel  zwischen 
OlS  und  der  Projektion  OV  von 
OS  auf  die  Querschnittsebene,  end- 
lich   den    Neigungswinkel    %    der 

Tangente 'des  Schnittes  der  Indexfläche  mit  der  Ebene  Z'iV  gegen  Z\ 

so  gilt  (siehe  Fig.  63,  64,  65): 


Pig.  64. 


¥ig.  65. 
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dn  ,  cn  , 

,      .         cn         C0B(r4-<y)  ,         .       ,  dn         cos(/  —  6) 

COS  r  +  sin  r    ^t  =       -  - — y     cos  r  —  sin  r     o-   =  — ^^ • 

7id'ip  cos  <y      '  noip  cobcf 

Femer  ist 

wenn  rj  das  von  der  Z'Y'-Ebene  aus  gerechnete  Azimut  von  S  ist. 
Durch  Einsetzen  vorstehender  Ausdrücke  in  (20)  und  Berücksichtigung 
der  Relationen  (19)  und  r  +  /=  f  erhält  man  nun: 

.(cosiT— Tj).  ,  •/ (cos  4  r  +  rj)  .         /   ,      •     i- j.  n 

""  ^^^  ^  ~~i^ä       **?  9^  +  COS  ^  '— /~7^  tg  9>  +  sm  r  tg  a;  =  0, 

oder 

(21)     cos  i  cos  (g  r  —  1^)  tg  9?  —  cos  t  cos (jT  +  rf)  tg y'—  sin  F tg d  =  0 

Dies  ist  die  gesuchte  Beziehung  zwischen  den  Neigungswinkeln 
des  Spaltes  (q>)  und  des  Spaltbildes  ((jp');  dieselbe  kann  dazu  dienen^ 
um  aus  zwei  beobachteten  Wertepaaren  q>,  ip'  die  Winkel  iy  und  d, 
also  die  Lage  des  Strahls^  welcher  zu  der  der  Prismenkante  parallelen 
gebrochenen  Wellenebene  gehört^  zu  bestimmen.  Nachdem  aus  i  und 
i'  die  Lage  und  Geschwindigkeit  q  von  N  nach  dem  in  §  1  dargelegten 
Verfahren   ermittelt   ist,    kann    endlich   auch   mittels    der   Gleichung 

s  =  — ^  =  — j^ die  Strahlengeschwindigkeit  berechnet  werden. 

C08T  C08^C0B<y  ^  ^ 

Somit  ermöglichen  die  Beobachtungen  von  q)  und  g>'  in  Verbin- 
dung mit  denjenigen  von  i  und  i'  die  vollständige  Bestimmung  eines 
Strahles,  dessen  Wellennormale  in  der  Querschnittsebene  liegt.  Wird 
diese  Bestimmung  für  eine  Reihe  verschiedener  Einfallswinkel  aus 
geführt,  so  erhält  man  ebensoviele  Punkte  der  Strahlenfläche,  welche 
sämtlich  ihrer  Berührungsh^rve  mit  dem  mir  Frismenkante  pa/raUden 
Tangentenzylinder  angehören.  Damit  ist  also  ein  Verfahren  zur  Prüfung 
der  Gestalt  der  Strahlenfläche  mit  Hilfe  eines  Prismas  gegeben.  Man 
kann  die  Koordinaten  x,  y,  z  eines  Punktes  der  letzteren  direkt  in 
die  Gleichung  (21)  einführen  vermittels  der  Proportion 

a:' :  y' :  j8f'  =  —  sin  iy :  cos  iy :  tg  d 
und  erhält  dann*): 
(21')     cosi  (a:'sin  jf—  i/'cos|  f)  tgg?  +  cosi'(Ä:'sin|  r+ i/'cos  ~  f)  tg9?'=  —  /sinf. 

Unter  den  Werten  9  und  9'  sind  diejenigen  <!>  und  <!>'  ausge- 
zeichnet, welche  je  einer  von  ihnen  annimmt,  wenn  der  andere  Null 

1)  A.  Cornn,  Ann.  ficole  Normale  (2)  1  (1872),  p.  262. 
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ist;  O  ist  die  Neigang,  welche  der  Spalt  haben  muß,  damit  sein  ge- 
brochenes Bild  der  Prismenkante  parallel  erscheint,  und  O'  die  Nei- 
gung des  Bildes  bei  zur  Prismenkante  parallelem  Spalt  Man  erhält 
für  diese  Winkel  die  Gleichungen: 


(22) 


,      -.  sin  V  igS  —  z  sin  V 

^  cos i  coB  (^ r  —  f\)       {x  sin  ^ f  —  y  cos  ^f)  cos  i ' 

.       _ ,  —  sin  r  tff  d  —  z  sin  V 

tg  O  -  ^ 


cos  X  COB  (i  r  +  ij)        {x  sin  ^  r  +  y  cos  \  V)  cos  i' 

Hieraus  ist  ersichtlich,  daß  die  Neigung  des  Spaltbildes  bei  zur 
Prismenkante  parallelem  Spalt,  ebenso  wie  die  umgekehrte  Erschei- 
nung, nur  dann  aufb-itt,  wenn  der  gebrochene  Strahl  aus  der  Quer- 
schnittsebene abweicht,  und  daß  die  Neigungswinkel  <P,  <&'  im  all- 
gemeinen (ausgenommen  im  Falle  nahezu  streifenden  Einfalls  oder 
Austritts)  von  der  Größenordnung  desjenigen  8  des  Strahles  gegen  die 
Querschnittsebene  sind. 

Eine  weitere  Vereinfachung  der  Formeln  tritt  ein,  wenn  die 
Neigungen  beim  Minimum  der  Ahlenltung  beobachtet  werden.  Dann 
ist  für  eine  Änderung  der  Wellennormalenrichtung  in  der  Querschnitts- 
ebene di  -J-  rfi'  =  0;  es  müssen  daher,  damit  diese  Beziehung  mit  (20) 
für  rfö  =  0  vereinbar  wird,  die  Faktoren  von  di  und  d%  einander 
gleich  sein.     Dies  gibt  die  Relation: 

~ni^  (®^^  ^"»  ^^^  *m  +  sin  r;  cos  f  J  =  cos  i^  cos  r^  -  cos  r^  cos  <„, 

woraus  folgt 

,      .  dn  cos  t'    sin  r  /  .      ,     dn  cos  ♦'   sinT 

cos  r_  +  sm  r_  —,^  =  n  - .-  ,^-  v,    ,  cos r^  —  sm r„  -^—  «  n  .    ..  ,-jr-  • 

Hierdurch  geht  (21)  über  in 

(23j  tg  <p„  -  tg  9'„  -  "i^-^Ü  •>  ^^i^  =  0, 

^      ^  ®  ^"»         ®  ^"»        COS  t^  cos  tj„      «  ' 

oder,   da  —  tg  ;|r^  die  Z'- Koordinate  des  Endpunktes  des  zu  ON  ge- 
hörigen Strahles  ist, 
/23a\  ^jy  ^    —  tff  (p'  =  ?^?-^^L+ll»n  ^'  . 

\  /  6  T'm  O  T  m  cqs  t,,^  COS  t  J„     ^ ' 

Für  9^=  0  bezw.  gj^,  =  0  erhält  man  hieraus: 

(24)       tg<i>„==-tg<p;  =  "''^'+'>^^^  ==""!'+*>/. 

^     ^  o      m  o      m       cos  *^  COS  ^„^     n  cos  »^  cos  i^    ^ 

Beim  Minimum  der  Ablenkung  sind  also  die  Neigungsunnkd 
O  und  O'  entgegengesetzt  gleich  und  hängen  nur  von  der  Abweichung 
des  Strahles  aus  der  Querschnittsebene  ab,  so  daß  letztere  unmittelbar 
aus  ihnen  berechnet  werden  kann. 
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Beobachtungen  über  die  Neigung  des  Spaltbildes  hat  Cornu^)  an 
demselben  Kalkspatprisma  angestellt^  an  welchem  er  die  in  §  2  ent- 
wickelten Beziehungen  einer  Prüfung  unterzogen  hat^  und  dessen 
Orientierung  dort  bereits  angegeben  ist.  Er  fand  beim  Minimum  der 
Ablenkung  des  außerordentlichen  Strahles 

im-49^&br,    »;«54044'43",     0l  =  -6m\ 
ffieraus  folgt  6  =-  4^52' 15"  (berechnet  mit  Hilfe  der  Relation  für 
beim  Minimum  der  Ablenkung)  und  d  =  3^47'  47,5"  (berechnet  auf 


nctp 

Grund  von  (24)  und  tgd==tgx  cos  (j),  sowie  femer  r  =  SN=6^10'r' 
und  -^(SNP)  ==  38^0' 5".  Andererseits  wurden  diese  Größen  aus  den 
Budbergschen  Werten  der  Hauptbrechungsindizes  und  der  bekannten 
Orientierung  des  Prismas  unter  Annahme  der  Huygensschen  Gleichung 
der  außerordentlichen  Strahlenfläche  berechnet  und  so  gefunden: 
6^4^  54'  35",  *  ==  3«  48'  14",  r  -  6^  12'  29",  (SNP)  -  37»  50'  28". 
Die^  wie  man  sieht,  sehr  gute  Übereinstimmung  dieser  theoretischen 
Werte  mit  den  obigen,  welche  ja  aus  den  Beobachtungen  ohne  eine 
Voraussetzung  über  das  Gesetz  der  Index*  oder  Strahlenfläche  ab- 
geleitet sind,  bedeutet  eine  ausgezeichnete  Bestätigung  des  Huygens- 
schen Gesetzes  der  StraMenfläche, 


Sechstes  Kapitel. 

Brechung  divergenter  Strahlenbflndel  an  ebenen  Grenzflächen 

von  Kristallen. 

1.  Methode  von  Chaulnes  zur  Bestimmung  des  Breohnngs- 
index  isotroper  Medien.  Eine  sehr  bequeme  Methode  zur  angenäher- 
ten Ermittlung  des  Brechungsindex  isotroper  Substanzen,  welche  zu- 
erst von  Chaulnes*)  angegeben  wurde  und  oft  benutzt  wird,  wenn 
die  Methode  der  Totalreflexion  und  der  Ablenkung  durch  ein  Prisma 
(etwa  wegen  Kleinheit  des  gegebenen  Präparats)  nicht  gut  anwendbar 
ist  oder  wenn  nur  eine  weniger  genaue  Bestimmung  verlangt  wird, 
besteht  in  der  Messung  der  sclieinbaren  Hebung,  die  ein  unter  einem 
Mikroskop   betrachtetes  Objekt   erfährt,   wenn   man  über   demselben 

1)  A.  Cornu,  Ann.  ficole  Normale  (2)  3  (1874),  p.  20.  Die  p.  14  angegebenen 
Werte  von  arctg4)4  ( — 0,01114  und  —  0,01088)  sind  offenbar  infolge  eines  Druck- 
fehlers um  das  Zehnfache  zu  klein. 

2)  Duc  de  Chaulnes,  M^m.  acad.  roy.  d.  sc.  Paris  1767,  p.  423.  Vergl. 
femer  u.  a.  A.  Bertin,  C.  R.  28  (1849),  p.  447;  Pogg.  Ann.  76  (1849),  p.  611. 
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eine  planparaUde  Platte  der  betreffenden  durchsichtigen  Substanz 
einschiebt.  Diese  Hebung  d  ergibt  sich  folgendermaßen.  Der  Ort  (/, 
an  welchem  man  durch  die  Platte  hindurch  einen  auf  der  Unter- 
seite derselben  liegenden  leuchtenden  Punkt  0 
sieht^  bezw.  auf  den  man  das  Mikroskop^  dessen 
Achse  wir  senkrecht  zur  Platte  gerichtet  vor- 
aussetzen ^  einstellen  muß,  um  das  Objekt  0 
deutlich  zu  sehen,  ist  der  Divergenzpirnkt  der 
von  0  ausgehenden,  gegen  die  Plattennormale 
wenig  geneigten  Strahlen  nach  ihrem  Austritt 
aus  der  Platte^).  Dieser  wird  gefunden,  indem 
man  einen  beliebigen  einzelnen,  gebrochenen 
Strahl  (RS  in.  Fig.  66)  rückwärts  verlängert  bis  zu  seinem  Schnitt- 
punkt 0'  mit  der  Normalen  ON.     Aus  der  Figur  folgt  nun 

O'N:  ON=tgr:igi, 
wofür  man  bei  kleinen  Einfallswinkeln  schreiben  kann 

sin  r  :  sin  *  =  1  :  w. 


« 

Sj 

ö' 

iR 

0 

Pig.  66. 


Also  ist 


d^Oa  ^  ON-  0'A^=D(l-i), 


n  == 


(1)  "-7)-. 

Ist  also  die  Dicke  D  der  Platte  und  die  Hebung  d  gemessen,  so 
kann  aus  dieser  Gleichung  der  Brechungsindex  n  der  Platte  berechnet 
werden.  Die  Messung  von  d  und  D  kann  mittels  eines  Mikroskops, 
dessen  Tubus  durch  eine  Mikrometerschraube  in  meßbarer  Weise  ver- 
schiebbar ist,  in  der  Weise  leicht  ausgeführt  werden,  daß  man  erst 
auf  ein  geeignetes  feines  Objekt,  z.  B.  ein  in  eine  Glasplatte  ein- 
geritztes feines  Liniensystem,  scharf  einstellt,  dann  die  zu  untersuchende 
Platte  unmittelbar  auf  dieses  legt  und  wieder  auf  deutliche  Sichtbar- 
keit des  Objekts,  sodann  auf  die  Oberseite  der  Platte  einstellt. 

2.  Die  von  Sorby  entdeckten  Erscheinungen  und  ilire  all- 
gemeine Erklärung.  Als  Sorby^)  diese  Methode  auf  Platten  aus 
doppeltbrechenden  Kristallen  anwenden  wollte,  wobei  er  als  Objekt  ein 
Gitter,   d.  h.    ein    Glasmikrometer   mit   zwei   zueinander   senkrechten 

1)  Einen  solchen  gemeinsamen  Divergenzpunkt  gibt  es  nur,  wenn  das  ur- 
sprüngliche Strahlenbündel  sehr  wenig  divergiert,  und  wenn  seine  Achse  senkredit 
zur  Platte  ist;  über  die  bei  schiefem  Einfall  eintretende  Veränderung  des  Strahlen- 
bündels vergl.  z.  B.  Gleichen,  Geometrische  Optik  (Leipzig  1902),  Kap.  Dl. 

2)  H.  C.  Sorby,  Proc.  Roy.  Soc.  London  26  (1877),  p.  884;  Miner.  Mag.  1 
(1877),  p.  97,  194;  2  (1878),  p.  1,  103. 
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Liniensystemen  anwandte,  bemerkte  er,  daß  man  das  Oitter  nicht  bei 
einer  bestimmten  Einstellung  des  Mikroskops  scharf  sah,  sondern  daß 
es  mehrere  Einstellungen  gab,  bei  denen  aber  im  allgemeinen  nur  je 
eines  der  beiden  Liniensysteme  des  Gitters  deutlich  gesehen  wurde 
und  zwar  auch  nur  bei  einer  bestimmten  Lage  der  Ejristallplatte 
gegen  die  Gitterlinien. 

Die  Erklärung  dieser  überraschenden  Erscheinungen  wurde  als- 
bald Yon  Stokes^)  gegeben,  welcher  zeigte,  daß  sie  durch  die 
Krümmungsverhälinisse  der  Strahlenfläche  bedingt  sind.  Hierdurch  sind 
sie  von  besonderem  theoretischen  Interesse;  auch  für  Demonstrationen 
sind  sie  yon  Wert,  da  sie  den  Unterschied  der  Gesetze  der  Lichtfort- 
pflanzung in  zweiachsigen  und  einachsigen  Kristallen  gleichsam  auf 
einen  Blick  hervortreten  lassen.  Die  allgemeine  Erklärung  liefert  uns 
die  folgende  Betrachtung. 

Es  sei  0  ein  leuchtender  Punkt  auf  der  Unterseite  der  plan- 
parallelen  Platte.  Die  Lage  des  Bildes  bezw.  der  Bilder  von  diesem 
Punkte,  welche  man  mittels  des  senkrecht  gegen  die  Platte  gerichte- 
ten Beobachtungsinstrumentes  wahrnimmt,  wird  nach  den  Ausführungen 
in  §  1  abhängen  von  den  Divergenzverhältnissen  desjenigen  von  0 
ausgegangenen  sehr  schmalen  Strahlenbündels,  dessen  Achse  (oder 
Zentralstrahl)  nach  dem  Austritt  aus  der  Platte  zu  letzterer  senkrecht 
ist.  Die  Richtung  dieses  Zentralstrahles  in  der  Platte  erhält  man, 
indem  man  um  0  die  Strahlen- 
fläche des  Kristalls  in  solchem 
Maßstabe  konstruiert,  daß  sie 
die  zweite  Begrenzungsebene  der 
Platte  berührt,  und  den  Berüh- 
rungspunkt B  mit  0  verbindet 
(siehe  Fig.  67).  Indem  man  diese 
Konstruktion  sowohl  für  die  in- 
nere als  für  die  äußere  Schale 
der  Strahlenfläche  ausführt,  er- 
hält man  zwei  verschiedene  Berührungspunkte  und  also  auch  zwei 
verschiedene  Strahlenbündel,  deren  Zentralstrahlen,  als  zu  derselben 
Wellennormalenrichtung  gehörig,  senkrecht  zueinander  polarisiert  sind. 
Wir  können  uns  weiterhin  auf  die  Betrachtung  eines  derselben  be- 
schranken, weshalb  auch  in  Fig.  67  nur  eine  Schale  der  Strahlenfläche 
dargestellt  ist. 

1)  G.  G.  Stokes,  On  the  Foci  of  Lines  seen  through  a  Crystalline  Plate. 
Proc.  Roy.  Soc.  London  26  (1877),  p.  386. 
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Für  die  Richtungen,  nach  welchen  die  zu  OB  sehr  benachbarten 
Strahlen  beim  Austritt  aus  der  Platte  gebrochen  werden,  sind  nun,  wie 
wir  aus  Eap.  IV,  §  1  wissen,  nicht  die  Richtungen  der  Strahlen,  son- 
dern diejenigen  der  zugehörigen  Wellennorm^len,  also  der  Normalen 
des  dem  Berührungspunkte  nächstliegenden  Stückes  der  Strahlenfläche  I, 
maßgebend.  Da  in  dem  isotropen  Medium  außerhalb  der  Platte  — 
dessen  Brechungsindex  wir  übrigens  =«  1  annehmen  wollen  —  die  Wellen- 
normalen mit  den  Strahlen  identisch  Bind,  so  erhalten  wir  demnach 
das   austretende   Strahlenbündel ,   indem    wir   die   aus    den   Normalen  j 

jenes  Stückes  Yon  Z  nach  dem  gewöhnlichen  Brechungsgesetz  hervor- 
gehenden gebrochenen  Wellennormalen  konstruieren.  Hierbei  können 
wir  aber,  da  nur  sehr  geringe  Neigungen  gegen  die  zur  Plattenebene 
senkrechte  zentrale  Wellennormale  in  Betracht  kommen,  für  den 
Brechungsindex  durchweg  denjenigen  Wert  n  setzen,  welchen  er  f&r 
die  letztgenannte  Wellennormalenrichtung  {AB)  besitzt;  oder,  mit 
anderen  Worten,  wir  können  das  austretende  Strahlenbündel  so  kon* 
struieren,  als  ob  es  aus  demjenigen,  in  einem  isotropen  Medium  vom 
Brechungsindex  n  sich  fortpflanzenden  Strahlenbündel  hervorginge, 
welches  von  den  Normalen  des  den  Berührungspunkt  B  nächst  um- 
gebenden Stückes  von  Z  gebildet  würde.  Angenommen  nun,  es  sei 
dieses  Flächenstück  hinsichtlich  seiner  Krümmung  durch  ein  Stück 
einer  Kugdfläche  KK  vom  Radius  P  =  JBC  ersetzbar,  so  besäße  jenes 
Strahlenbündel,  rückwärts  verlängert,  einen  gemeinsamen  Konvergenz- 

punkt  Cy  welcher  an  die  Stelle  des  wirklichen  Objektpunktes  0  treten 

P 
und  einen  Bildpunkt  0^  in  der  Entfernung  BO^^  —  von  der  oberen 

Plattenfläche  ergeben  würde.  Berücksichtigt  man  noch,  daß  P=^DQn 
ist,  wenn  D  die  Plattendicke  und  q  den  Krümmungsradius  der  im 
normalen  Maßstabe  konstruierten  (d.  h.  der  Zeiteinheit  entsprechen- 
den) Strahlenfläche  um  0  in  ihrem  Schnittpunkte  mit  der  Geraden 
OB  bezeichnet,  so  erkennt  man  durch  Vergleich  mit  dem  in  §  1  ge- 
wonnenen Resultate,  daß  sich  die  Kristallplatte  in  dem  vorausgesetzten 
Falle  in  ihrer  Wirkung  auf  das  betrachtete  Strahlenbündel  wie  eine 
einfach  brechende  Platte  vo7n  Brechungsindex  —  verhält. 

Dieser  Fall  liegt  bei  einachsigen  Kristallen  für  die  ordentlichen 
Strahlen  natürlich  immer  vor,  für  die  außerordentlichen  aber  nur  bei 
einer  senkrecht  zur  optischen  Achse  geschnittenen  Platte;  denn  in  ihrem 
Pole,  und  nur  in  diesem,  besitzt  die  ellipsoidische  außerordentliche 
Strahlenfläche  gleiche  Krümmung  nach  allen  Richtungen,  und  zwar 
mit  dem  Krümmungsradius  -  -  »    ,  •    Man  sieht  also  durch  eine  solche 
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Platte  gwei  Bilder:  eineS;  von  den  ordentlichen  Strahlen  herrührend^  in 
der  Tiefe  —  unter  der  Plattenoberfläche   und   ein   zweites,   von  den 

außerordentlichen  Strahlen  erzeugtes  in  der  Tiefe  —  £*;  beide  sind  un- 

polarisiert^  wenn  das,  das  wirksame  Strahlenbündel  begrenzende  Dia- 
phn^ma  kreisförmig  ist,  da  dann  gleichriele  Strahlen  aller  möglichen 
Polarisationsrichtungen  zu  jedem  Bilde  beitragen;  und  in  beiden  Bildern 
erscheinen  Linienelemente  jeder  beliebigen  Richtung  gleich  deutlich. 
Bei  optisch  zweidchsigen  Kristallen  ist  die  Bedingung,  daß  die 
Strahlenfläche  in  der  Nachbarschaft  des  Berührungspunktes  B  hin- 
sichtlich ihrer  Krümmung  durch  eine  Kugel  ersetzbar  sei,  nur  fär 
eine  der  beiden  Schalen  dieser  Fläche  bei  speziellen  Orientierungen 
der  Platte  erfüllt,  wenn  diese  nämlich  senkrecht  zur  Normale  der 
Strahlenfläche  in  einem  der  in  Kap.  11,  §  11  (S.  45)  erwähnten  Nabd- 
punkte  ist.  In  allen  anderen  Fällen  aber  besitzt  die  Strahlenfläche  in 
den  verschiedenen,  durch  ihre  Normale  gelegten  Schnittebenen  ver- 
schiedene Krümmung,  und  das  von  den  benachbarten  Normalen  ge- 
bildete Strahlenbündel  folglich  keinen  gemeinsamen  Konvergenzpunkt 
—  es  ist  astigmatisch.  Es  schneiden  dann  den  Zentralstrahl  überhaupt 
nur  diejenigen  Strahlen  des  Bündels,  welche  in  einer  der  beiden  durch 
ersteren  gelegten  Hauptkrümmungsebenen  Ä,  ^  der  Fläche  liegen,  und  die 
Entfernung  dieser  beiden  Schnittpunkte  von  B  ist  verschieden,  näm- 
lich gleich  den  beiden  HauptkrUmmungsradien  P  und  P'.  Die  Ge- 
samtheit der  Schnittpunkte  aller  Strahlen  des  Bündels  erfüllt  zwei 
Linienelemente  —  die  „Brennlinien"  — ,  welche  durch  die  eben  er- 
wähnten beiden  Krümmungsmittelpunkte  hindurchgehen  und  parallel 
zu  den  Tangenten  der  Krümmungslinien  in  B  (also  senkrecht  zu- 
einander und  zum  Zentralstrahl)  sind.  Diese  beiden  Linienelemente 
sind  also  jetzt  an  Stelle  der  punktförmigen  Lichtquelle  0  zu  setzen, 
uni  dann  das  austretende  Strahlenbündel  wie  für  eine  isotrope  Platte 
bestimmen  zu  können.  Das  letztere  liefert  folglich  als  Bilder  von  0 
jswei  Ldnienelemente  L,  L\  die  in  verschiedenen  Tiefen  Dq  bezw.  Dq' 
unter  der  Austrittsfläche  liegen,  wobei  (>,  q'  die  Haupthrümmungs- 
radien  der  im  normalen  Maßstabe  konstruierten  Strahlenfläche  in  ihrem 
Berührungspunkte  mit  einer  ParaUelebene  zur  Plattenoberfläche  sind; 
die  Richtung  von  L  ist  J_  S",  diejenige  von  L  J_  9!.  Betrachtet  man 
durch  die  Platte  statt  eines  einzelnen  Punktes  0  eine  kontinuierliche 
Reihe  solcher,  welche  eine  gerade  Linie  (Objektlinie)  bilden,  so  wird 
man  nur  dann  ein  deutliches  Bild  der  letzteren  erhalten,  wenn  die 
Linienelemente,    in   welche   nach   dem   eben   Gesagten   die    einzelnen 

Pookels,  Kristalloptik.  11 
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Punkte  auseinandergezogen  werden,  in  die  Richtung  der  Objektlinie 
fallen.  Man  wird  also  ein  scharfes  Bild  der  Objektlinie  in  der  durch  p 
bestimmten  Tiefe  erblicken^  wenn  sie  senkrecht  zu  der  Hauptkrümmungs- 
ebene Ä,  oder  ein  solches  in  der  durch  q'  bestimmten  Tiefe,  wenn 
sie  senkrecht  zu  ^'  ist;  bei  allen  anderen  Lagen  der  Linie  erhält 
man  hingegen  überhaupt  kein  deutliches  Bild. 

Hiernach  wird  man  bei  Einstellung  eines  Mikroskops  auf  ein 
rechtwinkliges  Gitter  (oder,  wie  bei  Sorbys  Versuchsanordnung,  auf 
das  auf  die  Plattenunterseite  geworfene  verkleinerte  Bild  eines  solchen) 
durch  eine  beliebig  orientierte  planparallele  Platte  eines  optisch  zwei- 
achsigen Kristalls  folgende  Erscheinungen  zu  erwarten  haben. 

Bei  Drehung  des  Gitters  in  seiner  Ebene  findet  man  nur  zwei 
bestimmte  Lagen  desselben,  fü/r  welche  üherhoMpt  deutliche  Büder  seiner 
Liniensysteme  zu  erhalten  sind;  es  sind  diejenigen  Lagen,  wo  die 
Gitterlinien  parallel  sind  den  Hauptkrümmungslinien  der  beiden 
Schalen  Z^  und  Ig  der  Strahlenfläche  in  denjenigen  Punkten,  wo 
deren  Tangentialebene  parallel  der  Plattenebene  ist. 

Bei  jeder  dieser  Gittcrlagen  findet  man  in  einer  EinsteUungsHefe 
das  Bild  des  einen  und  in  einer  zweiten  Tiefe  da^enige  des  anderen 
Liniensystems,  und  zwar  sind  die  beiden  bei  der  ersten  Gitterl^e 
sichtbaren  Bilder  in  einer  Richtung,  die  beiden  bei  der  anderen 
Gitterlage  auftretenden  in  der  dazu  senkreckten  Richtung  polarisiert. 
Die  Einstellungstiefen  der  beiden  ersteren  Bilder  entsprechen  den 
scheinbaren  Brechungsindizes  — ,  ~,  jene  der  beiden  letzteren  den- 
jenigen  --  und  -7,   wo    Pi,  pi'    die   Hauptkrümmungsradien  von   Zj, 

9t  9i 

Pj,  Pj'  diejenigen  von  Z,  in  dem  oben  definierten  Punkte  bezeichnen. 

Ist  das  Objektgitter  durch  ein  kreisförmiges  Diaphragma  begrenzt, 
so  wird  die  Begrenzung  in  jedem  der  Bilder  in  der  Richtung  des 
deutlich  sichtbaren  Liniensystems  verlängert  erscheinen,  da  ja  jeder 
Punkt  zu  einer  in  dieser  Richtung  liegenden  Linie  auseinander- 
gezogen wird. 

Dies  sind  in  der  Tat  die  Erscheinungen,  welche  man  nach  Sorby 
an  einer  beliebigen  doppeltbrechenden  Kristallplatte  wahrnimmt.  Wir 
wollen  dieselben  nun  für  die  wichtigsten  Spezialfälle,  wo  die  Werte 
der  p  leicht  angebbar  sind,  näher  betrachten. 

3.  Sorbysohe  Erscheinungen  an  Platten  optisch  einachsiger 
Kristalle.     Bei  optisch  einachsigen  Kristallen  erzeugen  die  ordentlichen 

Strahlen  natürlich  stets  ein  Bild  in  der  Tiefe  —  unter  der  Platten- 
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Oberfläche;  in  welchem  bei  jeder  beliebigen  Lage  des  Gitters  immer 
beide  Liniensjsteme  desselben  zugleich  deutlich  erscheinen,  welches 
sich  aber  von  dem  Bilde,  welches  man  durch  eine  isotrope  Platte 
vom  Brechungsindex  co  sehen  würde,  doch  durch  seine  Polarisation 
ttnterscheidet;  denn  die  Strahlen,  welche  es  erzeugen,  sind  stets  im 
Hauptschnitt  der  Platte  polarisiert  (außer  in  dem  schon  S.  160  erwähn- 
ten Spezialfall,  daß  letztere  gerade  senkrecht  zur  optischen  Achse  ist). 
Die  außerordentlichen  Strahlen  erzeugen  im  allgemeinen  zwei  Bilder, 
Tv^elche  beide  senkrecht  zum  Hauptschnitt  polarisiert  sind;  sie  er- 
scheinen deutlich,  wenn^  die  Liniensysteme  des  Gitters  parallel  und 
senkrecht  zum  Hauptschnitt  der  Platte  sind,  da  die  Erümmungslinien 
eines  Rotationsellipsoids  in  jedem  Punkte  parallel  und  senkrecht  zu 
seiner  Meridianebene  gerichtet  sind.  Bildet  die  Plattennormale  den 
Winkel  d'  mit  der  optischen  Achse,  so  sind  die  reziproken'  Haupt- 
krümmungsradien in  dem  Berührungspunkte  der  außerordentlichen 
Strahlenfläche   mit   der  zur  Plattenebene  parallelen  Tangentialebene: 

1  _  (q*  co8^  ^  +  «*  Bin*  ^)^ 

(2)  X 
^   _  (o*  cos*  ^  +  e^  sin»  Q-y 

ersterer  Wert  stellt  den  scheinbaren  Brechungsindex  dar  für  die  Ein- 
stellung auf  das  zum  Hauptschnitt  senkrechte,  letzterer  für  die  Ein- 
stellung auf  das  demselben  parallele  Liniensystem.    Für  eine  zur  opt. 

Achse  senkrechte  Platte  {%  =  0)  werden  beide  Werte  ==  — ,  für  eine 
zur  opt.  Achse  parallele  \%^  =  yj   der  erstere  =  y,  der  zweite  «=  b. 

Da  von  den  Werten  —  und  —  jedenfalls  der  eine  kleiner  als  der 
kleinste,  der  andere  größer  als  der  größte  Hauptbrechungsindex  ist, 
so  wird  —  für  einen  bestimmten  Winkel  &,  der  gegeben  ist  durch 

(3)  tg«^  =  ''*^''*  +  ^*^ 


e* 


gldch  cd;  für  eine  solche  Platte  fällt  also  das  eine  außerordentliche 
Bild  —  dasjenige  der  zum  Plattenhauptschnitt  senkrechten  Linien  — 
mit  dem  ordentlichen  zusammen,  und  man  erhält  somit  nur  ewei 
Einstellungen  des  Mikroskops,  wie  bei  einer  zur  optischen  Achse 
senkrechten  Platte,  aber  mit  dem  Unterschied  gegenüber  dem  Ver- 
halten der  letzteren,  daß  hier  beide  Bilder  polarisiert  sind,  und  daß 

11* 
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im  außerordentlichen  nur  ein  Liniensystem  deutlich  sichtbar  ist  und 
zwar  nur  bei  einer  bestimmten  Lage   des  Gitters  gegen  die  Platte. 
Einige  Beispiele  für  die  extremen  Werte  der  scheinbaren  außer- 
ordentlichen Brechungsindizes  (für  Na -Licht)  sind  folgende: 
KaikspcU  Natriumnitrat        Quarz  ^) 

^    1,33207  1,12395  1,5624, 


s 


1,85055  1,88257  1,5352. 


Für  eine  Kalkspatspaltungsplatte  (wo  '9' =  44^367,')  ist 

^-1,5807,        4  «1,4103, 

und  sind  somit  für  die  Plattendicke  1  die  scheinbaren  Hebungen  der 
außerordentlichen  Bilder 

1  -  p.  =  0,3674,         !-(>;  =  0,2910, 
während  die  Hebung  des  ordentlichen  1  —  o  =  0,3971  beträgt.     Man 
sieht,  daß  hier  das  eine  außerordentliche  Bild  dem  ordentlichen  schon 
sehr  nahe  liegt.    Es  würde  genau  mit  ihm  zusammenfallen  für  eine 
Platte  vom  Neigungswinkel   '9'  =  53^15'. 

4.  Platten  optisoh  sweiaohsiger  Kristalle.  Die  Hauptkrümmungs- 
radien der  Strahlenfläche  optisch  zweiachsiger  Kristalle  in  denjenigen 
beiden  Punkten,  wo  die  Normale  eine  gegebene  Richtung  (nämlich  die 
der  Plattennormale)  hat,  bestimmen  sich  im  allgemeinen  als  die  Wurzeln 
je  einer  quadratischen  Gleichung,  welche  für  die  Schale  (1)  lautet*): 

(4)       +  {q,'  -  q,')  { (q^'  -  q/fq^'  +  r,  ]  {mq,'  -p  -  2q,%^) 

und  für  die  Schale  (2)  ebenso  nur  mit  Yertauschung  der  Indizes  , 
und  g.  Dabei  bedeuten  q^  und  q^  die  beiden  Wellennormalengeschwin- 
digkeiten  senkrecht  zur  Plattenebene,  und  es  ist 

n^  =  a«  +  6»  +  c^    p==a'i'c\    r,  ^  (a*  -  O  (6*  -  0(^  -  (?*")• 
Die  den  beiden  Berührungspunkten  entsprechenden  Erümmimgs- 
ebenen  und   also   auch   die   Richtungen,   für   welche    die  Gitterlinien 
deutlich  sichtbar  sind,  bilden  im  allgemeinen  einen  schiefen  Winkel 
miteinander. 

1)  Die  Abweichung  des  Quarzes  vom  Huygensschen  Gesetze  infolge  seines 
Drehungs Vermögens  kommt  hier  nicht  merklich  in  Betracht. 

2)  B.  Hecht,  N.  Jahrb.  f.  Miner.,  Beil.-Bd.  6  (1889),  p.  268. 
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Eine  wesentliche  Vereinfachung  tritt  ein,  wenn  die  PlaMennormale 
in  einer  optischen  Symmetried>ene  liegt,  also  die  Platte  zu  einer  optischen 
Symmetrieachse  parallel  ist.  Die  letztere  sei  z.  B.  die  X-Achse.  Der 
Schnitt  der  Strahlenfläche  mit  der  zur  Plattennormale  parallelen 
Symmetrieebene   (dem   ,,Hauptschnitt   der  Platte'^   besteht  dann  aus 

dem  Kreis  y*  +  jer*  =  a*  und  der  Ellipse  ^  +  ^«  =  !•     Der   eine    Be- 

€  0 

rührungspunkt  (JBJ  der  Strahlenfläche  mit  einer  zur  Plattenebene 
parallelen  Ebene  liegt  auf  dem  Kreise,  der  andere  (B,)  auf  der  Ellipse. 
Die  Tangenten  der  Erümmungslinien  in  diesen  Punkten  sind  nach 
Symmetrie  parallel  und  senkrecht  zur  Symmetrieebene.  Diejenigen 
Hauptkrümmungsradien,  welche  der  Krümmung  in  der  Symmetrie- 
ebene entsprechen,  seien  Q^y  q^,  diejenigen  in  den  dazu  senkrechten 
Ebenen  qJ  und  (>/.     Dann  ist  zunächst  ersichtlich,  daß 

,^x                        1  _   1                     1  __  (ft*co8««"+c*8in*^)* 
W  -  -  :S"  "  "^^        ^ b*c^  ' 

da  ja  Qj^  der  konstante  Krümmungsradius  des  Kreises  ist,  q^  aber  derjenige 
der  Ellipse,  dessen  reziproker  Wert  aus  dem  ersten  Ausdruck  in  (2) 
durch  YertauBchung  von  o  mit  b  und  e  mit  c  abzuleiten  ist.  Die 
vorstehenden  Ausdrücke  bestimmen  also  die  scheinbaren  Brechungs- 
indizes für  die  beiden  Bilder  des  zur  FZ-Ebene  senkrechten  Linien- 
systems, von  denen  das  erste  parallel  zu  dieser  Ebene,  das  zweite 
senkrecht  zu  ihr  polarisiert  ist.  Für  die  beiden  anderen  Hauptkrüm- 
mungsradien gelten  wesentlich  kompliziertere  Ausdrücke,  nämlich^): 

1 g  ( (CT*  —  b*)  cos*  »  -f-  (g«  —  c»)  sin«^) 

q'  ""  cVä*  —  6^08*  -^  +  feVa*  -  c')  sin«  ^' 

(50  

^    ^         1         { (g*  —  b*)  cos« »  -f  (g*  —  c*)  sin«^ }  y/b*  cos«  ^  +  c*  sin'a-^ 

p;  ^  b* (g«  —  b^  cos*  ^  +  J» (a«  —  c*)'8in»  »  ' 

ersterer  gibt  den  scheinbaren  Brechungsindex  für  das  parallel  zur 
Symmetrieebene  polarisierte,  letzterer  für  das  senkrecht  dazu  polarisierte 
Bild  des  zur  Symmetrieebene  parallelen  Liniensystems. 

Die  Werte  von  q^  und  9/  können  einander  gleich  werden;  als 
Bedingung  hierfür  ergibt  sich 

oder  wenn  man  den  entsprechenden  Winkel  der  Plattennormale  gegen 
die  y« Achse  (90^  —  d)  mit  d'^^  bezeichnet: 

1)  Stokes  1.  c,  p.  894—95. 
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(6  )  *8  ^82  =-  ö^^l^' 

Ebenso  findet  man^  daß  auf  dem  elliptischen  Schnitt  der  Strahlen- 
fläche mit  der  XF- Ebene  die  beiden  Hauptkrümmnngsradien  in  den- 
jenigen Punkten  einander  gleich  werden,  wo  die  Normale  mit  der 
F- Achse  den  durch 

(6")  tg**«=Fj:;i-f5 

gegebenen  Winkel  einschließt.  Die  diesen  Normalenrichtungen  enir 
sprechenden  Punkte  der  Strahlenfläche  sind  die  Ndbdpunkte,  welche 
dieselbe  in  der  YZ-  und  XF- Ebene  besitzt,  und  für  welche  die  Rich- 
tung des  Radiiisvekiors  durch  die  61.  (17),  Kap.  II,  §  11,  gegeben  ist. 

Durch  eine  Platte,  die  zu  einer  der  durch  (6*)  oder  (6^)  be- 
stimmten Richtungen  senkrecht  ist,  erhält  man  nur  drei  Bilder,  von 
denen  das  eine  bei  jeder  Lage  des  Gitters  beide  Liniensysteme  deut- 
lich zeigt;  sie  verhält  sich  also  in  dieser  Hinsicht  wie  eine  beliebige 
Platte  eines  optisch  einachsigen  Kristalls,  würde  jedoch  von  einer 
solchen  dadurch  zu  unterscheiden  sein,  daß  hier  das  beide  Linien- 
systeme zeigende  Bild  senkreckt  zum  Hauptschnitt  der  Platte^  bei  einer 
optisch  einachsigen  Platte  hingegen  parallel  zu  diesem  polarisiert  ist. 
(Der  Hauptschnitt  würde  in  beiden  Fällen,  wenn  er  nicht  ander- 
weitig schon  bekannt  ist,  als  diejenige  Richtung,  nach  welcher  die 
verschiedenen  Bilder  gegeneinander  seitlich  verschoben  sind,  erkannt 
werden  können.). 

In  der  2^  X- Ebene  gibt  es,  wie  schon  bemerkt,  keine  Nabelpunkte 
der  Strahlenfläche,  dagegen  zeigen  hier  in  der  Nähe  der  Binormalen 
und  Biradialen  die  Krümmungsradien  p/  und  p/  singuläres  Verhalten, 

während  q^  stetig  bleibt  und  von  -   bis  —  variiert,  wenn  der  von  der 

Z-Achse  an  gerechnete  Winkel  -9"  die  Werte  von  0  bis  90®  durchläuft. 
Die  Änderungen  von  p^'  und  (>/  sind  aus  den  Formeln  (5')  abzulesen, 
wenn  man  darin  b  mit  a  vertauscht.     Man  erkennt  dann  folgendes. 

Wächst  -ö"  von  0  an,  so  nimmt  q^\  vom  Werte  y  ausgehend,  ab, 
dagegen  (>/,  vom  Werte  a  beginnend,  zu. 

Für  ^«arctg-^j/^-^l  oder  (nach  II,  61.  (14))  d'^T,  d.  h. 

für  eine  zur  Biradiale  %^  senkrechte  Platte,  ist  q^  =^  0  geworden  und 
wird  nun  negativ  mit  bis  cx)  wachsendem  absoluten  Wert,  bis  %•  den 

r-,^- ,  =  Q    gegebenen   Wert,    also    die    Platten- 
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normale  die  Binormale  A^  erreicht  hat.  Für  diese  Lage  hat  gleich- 
zeitig Q^  den  Wert  +  cx>  angenommen  und  springt  nun  in  —  c» 
über,  um  bei  weiter  wachsendem  %^  so  lange  negativ  zu  bleiben,  bis 

^  =  arctg  y  j/jl^;  ^-1  =  e,,  d.  h.  die  Platten- 
normale parallel  der  Normale  der  EUipse 
(OC,  Fig.  68)  in  ihrem  Schnittpunkte  SS^  mit 
dem  Kreise  geworden  ist,  für  welche  Lage  (>/ 
Null  ist.  Von  nun  an  wächst  (>/,  während 
^  weiter  bis  90^  zunimmt,  bis  zum  End- 
werte c.  Inzwischen  hat  q^,  dessen  Wert 
bei  ^  =  Q  von  —  oo  in  +  oo  übergesprungen 
ist,  beständig  abgenommen  bis  zum  End werte 

J*  für  -9-  =  90^    Man  sieht  hieraus,  daß  bei  ^**-  ^' 

der  Annäherung  der  Plattennormale  an  die  Richtungen  %•  =  T  und 
d  =  0,  die  reziproken  Krümmungsradien  und  somit  die  durch  sie 
bestimmten  Bildlagen  äußerst  schnelle  Änderungen  erleiden,  was  offenbar 
auch  dann  gilt,  wenn  die  Annäherung  an  jene  Lagen  nicht  gerade 
in  der  Symmetrieebene  ZX  stattfindet.  Bei  schwacher  Doppelbre- 
chung ist  aber  das  Bereich  dieser  schnellen  Änderungen  und  der 
abnormen  Werte  der  scheinbaren  Brechungsindizes  so  beschränkt,  daß 
ihre  Beobachtung  Strahlenbündel  von  ungemein  kleinem  Öffnungswinkel 
erfordern  und  daher  praktisch  schwer  realisierbar  sein  würde. 

Wir  wollen  schließlich  noch  diejenigen  Werte  der  scheinbaren 
Brechungsindizes  zusammenstellen,  welche  man  an  einer  zu  einer 
optischen  Symmetrieachse  senkrechten  Platte  findet.  Es  sei  diese 
Symmetrieachse  z.  B.  die  ^- Achse;  dann  haben  wir  nach  dem  Vorher- 

gehenden  in  der  FZ-Ebene  die  Krümmungsradien  (>^  =  a  und  q^  =  y, 
in  der  ZX- Ebene  p/  =  —  und  q\  =  &;  erstere  bestimmen  die  Lage 

der  Bilder,  in  denen  das  zur  X-Achse  parallele  Liniensystem  deutlich 
erscheint,  q^  und  9/  diejenige  der  Bilder  des  zur  F- Achse  parallelen 
Liniensystems;  die  Schwingungsrichtung  ist  bei  den  durch  q^  und  (>/ 
bestimmten  Bildern  die  F- Achse,  bei  den  beiden  anderen  die  X-Achse. 
Die  entsprechenden  Verhältnisse  für  Platten  senkrecht  zur  X-  oder 
F- Achse  sind  hieraus  leicht  mittels  zyklischer  Buchstabenpermutation 
abzuleiten.  Man  erkennt,  daß  für  diese  drei  ausgezeichneten  Beobach- 
tnngsrichtungen  insgesamt  neun  verschiedene  scheinbare  Brechungs- 
indizes   (die   man  also   nach   der   Chaulnesschen   Methode    statt    der 
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wahren  Hauptbrechungsindizes  finden  würde)  vorkommen.  Dieselben 
lassen  sich  in  folgender  Weise  nach  der  Richtung  des  deutlich  ge- 
sehenen Liniensystems  und  der  entsprechenden  Schwingungsrichtung 
übersichtlich  anordnen. 

'    Richtang  des  Liniensystems  (X) 
Ix  Y  Z 


(7) 


Hierzu  ist  noch  zu  bemerken,  daß  die  Plattennormale  in  den 
Fällen,  wo  die  Richtung  von  L  und  die  von  P  verschieden  sind, 
natürlich  die  auf  beiden  senkrechte,  dritte  Symmetrieachse  ist,  dagegen 
in  den  drei  Fällen,  wo  L  mit  P  und  der  scheinbare  Brechungsindex 
mit  einem  Hauptbrechungsindex  übereinstimmt,  irgend  eine  Rich- 
tung in  der  zu  L  und  P  senkrechten  Symmetrieebene  haben  kann. 

In  folgender  Tabelle  sind  die  numerischen  Werte  der  schein- 
baren Hauptbrechungsindizes  von  Ärragonit,  Topas  und  rhombischem 
Schwefel  für  Na -Licht  zusammengestellt. 


X 

a 

f. 

IL 

Schwingungs- 

A.« 

/v» 

richtung  (F)      Y 

ß 

ex 

J 

Z 

ßl 

7 

Y 

Y 

cc 

ß            7 

«^           a*           ß* 
ß      \       7            ^ 

ß*        y* 

y    i     « 

y» 
ß 

1,6801 
1,6116 
1,9505 

1,6816    1,6859 
1,6187    1,6211 
2,0383    2,2405 

1,8922    1,3887    1,8481 
1,6115    1,6041    1,6148 

1,8664    1,6980  ,  2,1301 

1 

1,6773    1,8576 
1,6063    1,6296 
1,8544    2,5787 

1,6902 
1,6285 
2,4628 

Arragonit 

Topas 

Schwefel 


Die  scheinbaren  Brechungsindizes  des  rhombischen  Schwefels 
ffir  die  Richtungen  der  Symmetrieachsen  zeigen  hiernach  sehr  große 
unterschiede,  so  daß  bei  Schwefelplatten  die  Trennung  der  vier  Bilder 
sehr  deutlich  wird. 

Die  den  Ndbdpunkten  entsprechenden,  durch  die  Formeln  (6*)  und 
(6^)  bestimmten  Winkel  d-^^  ^^^  ^n  haben  hier  folgende  Werte: 


^. 


89 


»V 


I 


Arragonit  '  45» 8'      69«25" 

Topas  j  55»  19'    46052' 

Rhomb.  Schwefel    51»  9'      49n' 
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Bezüglich  der  Verwendbarkeit  der  Ghanlnes-Sorbyschen  Methode 
zur  Bestimmung  der  Hauptbrechungsindizes  und  Orientierung  einer 
doppeltbrechenden  Eristallplatte  sei  auf  die  Untersuchung  von 
B.  Hecht^)  yerwiesen.  In  der  Praxis  wird  man  diese  Methode  nur 
aushilfsweise  benutzen. 

5*  Strahlenbündel  in  doppeltbreohenden  Kristallen;  Theorie 
von  Kummer.  Mit  den  im  yorhergehenden  behandelten  Erscheinungen 
verwandt;  insofern  als  sie  ebenfalls  durch  die  KrümmungsYerbAltninBe 
der  Strahlenfläche  bedingt  wird,  ist  die  Beschaffenheit  der  allgemeinsten 
unendlich  dünnen  Strdhlenbündd,  welche  sich  in  einem  KristaU  fort- 
pflaneen  "können.  In  einem  isotropen  Medium  hat  ein  unendlich  dünnes 
Strahlenbündel  im  allgemeinsten  Falle  stets  die  Eigenschaft,  welche 
wir  im  obigen  für  die  von  einem  Punkte  aus  durch  eine  planparallele 
Eristallplatte  senkrecht  hindurchgegangenen  Strahlenbündel  kennen  ge- 
lernt haben,  nämlich  daß  sich  seine  Strahlen  in  zwei  zur  Achse  des 
Bündels  und  zueinander  senkrechten  Linien  —  den  sog.  Brennlinien 
oder  Fokallinien  —  schneiden.  Man  nennt  solche  Strahlenbündel 
oMigmatische]  sie  entstehen  unter  anderem  auch  bei  der  Brechung  eines 
von  einem  Punkte  aus  auf  eine  ebene  oder  sphärische  Trennungs- 
fläche  zweier  isotroper  Medien  u/nter  schiefem  Winkel  auffallenden 
Strahlenbündels,  also  z.  B.  auch  bei  dem  Durchgang  eines  solchen 
durch  eine  Sammellinse,  deren  Achse  gegen  diejenige  des  Strahlen- 
bündels geneigt  ist,  wobei  mit  der  Größe  dieser  Neigung  der  Abstand 
der  beiden  Brennlinien  —  die  „astigmatische  Differenz"  —  zuninmit. 
Kummer*)  hat  nun  gezeigt,  daß  in  doppeltbrechenden  Medien  auch 
unendlich  dünne  Strahlenbündel  allgemeinerer  Art  möglich  sind, 
nämlich  solche^  deren  Fokallinien  zueinander  schiefwinklig  sind  (Bündel 
2.  Art),  oder  solche,  die  imaginäre  FokaUinien  besitzen  (Bündel  3.  Art). 

Die  gegenseitige  Lage  der  Fokallinien  eines  Strahlenbündels  hängt 
von  der  Beschaffenheit  der  Strahlenfläche  des  Kristalls  im  Endpunkte 
desjenigen  Radiusvektors  ab,  w.elcher  dem  Achsenstrahl  des  Bündels 
nach  Richtung  und  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  entspricht,  und 
zwar  gemäß  folgendem  Satze,  bei  dessen  Formulierung  wir  uns  die 
Strahlenfläche  um  einen  Punkt  des  Achsenstrahls  konstruiert  denken. 

Die  du/rch  die  Achse  des  Strahlenbündels  und  dessen  Brennlinien 
gelegten  beiden  Ebenen  —  die  Fokalebenen  —  erzeugen  mit  der  Tangential- 


1)  B.  Hecht,  N.  Jahrb.  f.  Miner.  Beil.-Bd.  6  (1889),  p.  269—271. 

2)  Kummer,  AUg.  Theorie  der  geradlinigen  Strahlensysteme,  Joum.  f.  Math. 
57  (1860),  p.  189.    Anch  R.  Weibauer,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Pbys.  8  (1863),  p.  369. 


1 70  I.  VI.  Brechung  divergenter  Strahlenbündel  an  ebenen  Grenzflächen  v.  Kristallen. 

ebene  der  Strahlenfläche  in  deren  dem  Adisenstrahl  entsprechenden  Punide 
Schnittlinien  y  tcelche  ](onjugierte  Durchmesser  des  der  Strdhlenfläche  in 
jenem  Punkte  zukommenden  Bupinschen  Kegelschnitts  sind. 

Der  Dupinsche  Kegelschnitt  (oder  die  „Indikatrix")  einer  Fläche 
ist  nun  bekanntlich  in  allen  Punkten,  wo  diese  positive  Krümmung 
(d.  h.  gleichgerichtete  Hauptki-ümmungsradien)  besitzt,  eine  Ellipse 
(speziell  bei  gleichen  Hauptkrümmungsradien  ein  Kreis),  dagegen  in 
Punkten,  wo  sie  negative  Krümmung  (entgegengesetzte  Haupt- 
krümmungsradien) besitzt,  eine  Hyberbel  Daraus  folgt  sofort,  daß 
Strahlenbündel  3.  Art  nur  vorkommen  können  in  zweiachsigen^  Kri- 
stallen für  Richtungen  des  Achsenstrahls,  welche  innerhalb  eines  der 
Kegd  der  inneren  konischen  Befraktion  liegen. 

In  allen  anderen  Fallen  erhält  man  Strahlenbündel  2.  oder  1.  Art; 
letztere  für  eine  gegebene  Achsenrichtung  im  allgemeinen  nur  dann, 
wenn  die  eine  (zunächst  willkürlich  wählbare)  Fokalebene  eine  von 
zwei  bestimmten  zueinander  senkrechten  Lagen  hat.  Zwischen  diesen 
Lagen  gibt  es  zwei  andere,  für  welche  die  Abweichung  des  von  den 
Fokalebenen  gebildeten  Winkels  von  einem  Rechten  ein  Maximum 
wird,  dessen  Wert  von  der  Fortpflanzungs-  und  Polarisationsrich- 
tung des  Achsenstrahls  abhängt. 

In  optisch  einachsigen  Kristallen  sind  die  ordentlichen  Strahlen- 
bündel stets,  wie  in  isotropen  Medien,  von  der  1.  Art;  denn  da  die 
ordentliche  Strahlenfläche  eine  Kugel  ist,  so  stehen  die  konjugierten 
Durchmesser  des  Dupinschen  Kegelschnitts  stets  aufeinander  imd 
zugleich  auf  dem  Strahl  senkrecht,  und  es  gilt  folglich  gleiches  för 
die  Fokalebenen.  Für  die  Bündel  außerordentlicher  Strahlen  ist  der 
entsprechende  Dupinsche  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  deren  Hauptachsen 
im  Hauptschnitt  (d.  h.  der  Ebene  durch  den  Achsenstrahl  und  die 
Hauptachse  des  Kristalls)  und  senkrecht  zu  demselben  liegen;  folglich 
stehen  ihre  beiden  Fokalebenen  dann  aufeinander  senkrecht,  wenn  eine 
von  ihnen  mit  dem  Hauptschnitt  zusammenfällt. 

Um  den  von  90®  am  meisten  abweichenden  Winkel  rj  zu  be- 
rechnen, welchen  die  beiden  Fokalebenen  miteinander  bilden  können, 
hat  man  zu  berücksichtigen,  daß  der  Dupinsche  Kegelschnitt  eines 
Ellipsoids  ähnlich  ist  der  Schnittellipse,  welche  die  zur  betreifenden 
Tangentialebene  parallele  Diametralebene  erzeugt,  also  im  vorliegenden 
Falle  einer  Ellipse  von  den  Halbachsen  e  senkrecht  zum  Hauptschnitt 
und  s'  im  Hauptschnitt,  wo  s'  der  zur  Strahlengeschwindigkeit  s  des 
Achsenstrahls  konjugiei-te  Halbmesser  des  Meridianschnitts  der  Strahlen- 
fläche ist  (siehe  Fig.  69);  femer,  daß  der  Winkel  zwischen  den  durch 
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irgend  zwei  konjugierte  Durclimesser  der  Dupinschen  Ellipse  J?  gehenden 
Fokalebenen  gleich  ist  dem  Winkel  zwischen  den  Projektionen  jener 
konjugierten  Durchmesser  auf  die  zu  s  senkrechte  Ebene^  und  daß 
diese  Projektionen  selbst  konjugierte  Durchmesser  der  durch  Projektion 
der  Dupinschen  Ellipse  auf  letztere  Ebene  entstehenden  Ellipse  E'  sind. 


PIg.  69. 


Fig.  70. 


Die  Halbachse  der  Ellipse  E'  senkrecht  zum  Hauptschnitt  ist  nun 
wieder  =  e,  und  diejenige  im  Hauptschnitt  gleich  der  zu  s'  gehörigen 
Normalen  n  (die  aber  im  allgemeinen  nicht  die  zu  5'  gehörige  Wellen- 
normale  ist)^  und  diese  letztere  steht  nach  einem  bekannten  Satze 
über  den  Inhalt  der  einer  Ellipse  umschriebenen  Parallelogramme  zu 
s  in  der  Beziehung 


oe 

8 


Es  ist  folglich  die  fQr  die  Winkel  zwischen  den  Fokalebenen  maß- 
gebende Ellipse  ähnlich  derjenigen  von  den  Halbachsen  e  und 
oder  s  und  0  (siehe  Fig.  70).  Nun  ist,  wie  aus  Fig.  69  ersichtlich, 
der  spitze  Winkel  zwischen  zwei  konjugierten  Durchmessern  das 
Komplement  desjenigen  zwischen  dem  einen  von  ihnen  und  der  zu- 
gehörigen Normale,  und  sein  kleinster  Wert,  welcher  eintritt,  wenn 
die  konjugierten  Durchmesser  symmetrisch  zu  den  Hauptachsen  liegen, 
bestimmt  sich  demnach  (wie  aus  aus  Gl.  (6),  Kap.  I  folgt)  durch 

(8)  *g  Y  =  -7  (falls  5  >  o)>    l>®z^-  =  ^(ß^^  ^  <  ö)- 

Die  Abweichung  des  Winkels  rj  von  90^  erreicht  ihr  absolutes 
Maximum  ftlr  ein  senkrecht  zur  optischen  Achse  sich  fortpflanzendes 
Strahlenbündel,  wie  auch  direkt  aus  der  Überlegung  zu  schließen  ist, 
daß  in  den  Punkten  der  Äquatorebene  der  a.  o.  Strahlenfläche  die 
Exzentrizität  der  Dupinschen  Ellipse  am  größten  wird.  Der  betreffende 
Wert  von  ij  ist 
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0 


m  ^  =  2arctg^^ 

tmierscheidet  sich  also,  zufolge  den  Formeln  (6)  und  (7)  des  Kap.  I,  S.  24, 
von  90^  um  dm  Winkel  t^^,  d.  h.  um  die  maximale  Neigung  des 
Strahles  gegen  die  Wellennormale;  in  der  Tat  ist  der  Dupiosclie 
Kegelsclinitt  ja  im  vorliegenden  Falle  ähnlich  dem  Meridiunsdinüt 
der  Strahlenfläche,  und  zwei  konjugierte  Durchmesser  des  letzteren 
bilden  miteinander  einen  Winkel,  welcher  das  Komplement  der  Ab- 
weichung des  Strahls  von  der  Wellennormale  ist. 

6*  Beobachtungen  von  Quincke.  Die  im  vorstehenden  behan- 
delte Kummersche  Theorie  der  Brennlinien  dünner  Strahlenbündel  in 
kristallinischen  Medien  hat  Quincke*)  an  planparallelen  Platten  von 
Kalkspat  und  Arragonit  einer  experimentellen  Prüfling  unterzogen, 
indem  er  es  so  einrichtete,  daß  die  beiden  Brennlinien  jedes  Strahlen- 
bündels auf  die  Begrenzungsflächen  der  Kristallplatte  fielen  und  dem- 
nach, wenn  letztere  durch  Bestreichen  mit  einer  Harzlosung  bezw. 
durch  Behauchen  matt  gemacht  waren,  objektiv  sichtbar  waren.  Um 
dies  zu  erreichen,  erzeugte  Quincke  aus  einem  von  einer  feinen  Offiiung 
kommenden  gewöhnlichen  Strahlenbündel  mittels  einer  gegen  dessen 
Achse  geneigten  Linse  ein  astigmatisches  Bündel  1.  Art  und  ließ  das- 
selbe horizontal  so  auf  die  Kristallplatte  fallen,  daß  seine  erste,  verti- 
kale Brennlinie  auf  der  Eintrittsfläche  lag.  Da  der  Abstand  der  Brenn- 
linien voneinander  mit  der  Neigung  der  Linse  zunimmt,  so  konnte 
durch  Drehung  der  letzteren  (um  eine  vertikale  Achse)  bewirkt  werden, 
daß  die  zweite  Brennlinie  eines  der  beiden  Strahlenbündel,  welche  im 
Kristall  aus  dem  einfallenden  Bündel  entstehen,  auf  die  Austritts- 
fläche zu  liegen  kam.  Übrigens  sind  bei  nicht  sehr  dicken 
Platten  die  Brennlinien  beider  Strahlenbündel  gleichzeitig  auf  der 
Austrittsfläche  sichtbar,  so  daß  ihre  Neigung  gegeneinander  direkt 
gemessen  werden  konnte.  Diese  Messung  geschah  mit  Hilfe  eines, 
parallel  zu  seiner  Achse  und  zu  den  einfallenden  Strahlen  verschieb- 
baren und  um  seine  Achse  in  meßbarer  Weise  drehbaren  Mikroskops, 
in  dessen  Okular  sich  ein  Glasmikrometer  mit  zwei  zueinander  senk- 
rechten Liniensjstemen  befand.  Indem  die  erste  Brennlinie  zunächst 
(vor  Einschaltung  der  Kristallplatte)  auf  einer  Glastafel  aufgefangen 
und  das  Mikroskop  auf  sie  eingestellt  wurde,  konnte  auch  die 
Neigung  der  zweiten  Brennlinie  jedes  Strahlenbündels  gegen  die  erste 
gemessen  werden. 

1)  G.  Quincke,  Berliner  Akad.-Ber.   1862;  Pogg.  Ann.  117  (1862),  p.  563. 
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Die  Beobachtungen  an  KalJcspcU  ergaben  in  Übereinstimmung  mit 
der  Theorie,  daß  die  zweite  Brennlinie  0  des  ordentlichen  Strahlen- 
bändels stets  genau  senkrecht  zur  Brennlinie  J  auf  der  Eintritts- 
fläche —  also  bei  der  erwähnten  Versuchsanordnung  horizontal  — , 
dagegen  die  zweite  Brennlinie  E  des  außerordentlichen  Strahlenbündels 
je  nach  dem  Winkel  9?,  den  der  Hauptschnitt  der  Platte  mit  J  bildete, 
unter  verschiedenen  Winkeln  gegen  0 
geneigt  war,  wie  nebenstehende  Figur  für 
9  =  0,  46«,  90^  135<>  . . .  zeigt.  (Die- 
selbe bezieht  sich  auf  eine  Spaltungs- 
platte, wo  das  außerordentliche  Strahlen- 
bündel beim  Drehen  der  Platte  um  ihre 
Normale  um  das  ordentliche  herumwan- 
dert; bei  einer  zur  Hauptachse  parallelen 
Platte  würden  die  Ächsenstrahlen  beider 
Bündel  zusammenfallen,  also  die  Brenn-  p.    ^^ 

linien   0  und  E  sich    stets    schneiden.) 

Für  das  Maximum  des  Neigungswinkels  (90®  —  rf)  ergaben  die  Mes- 
sungen an  Spaltungsplatten  im  Mittel  3^22',  an  zur  Hauptachse 
parallelen  Platten  6*^  17,4^  während  aus  der  Theorie  nach  der  Formel 
(8»)  die  Werte  2^55'  bezw.  6n4,2'  folgen. 

Die  Beobachtungen  an  Arragonitkristallen,  wobei  der  Achsenstrahl 
senkrecht  zu  den  Basisflächen  (also  parallel  zur  Halbierungslinie  des 
spitzen  Winkels  der  Binormalen  oder  zur  Z-Achse  unseres  Koordinaten- 
systems) einfiel,  zeigten,  daß  beide  auf  der  Austrittsfläche  liegende 
Breniüinien  im  allgemeinen  von  der  zur  ersten  Brennlinie  Senkrechten 
nach  entgegengesetzten  Seiten  abwichen  imd  im  Maximum  gegen- 
einander um  10^42'  bis  12^36'  geneigt  waren.  Die  Theorie  ergibt 
hier  für  die  von  90®  am  meisten  abweichenden  Winkel  jener  Brenn- 
linien gegen  diejenige  auf  der  Eintrittsfläche: 

^1  =  2  arctg  -^  «  84«  28',      ^2  =  2  arctg  y  =  95«  24 , 

woraus  für  ihre  gegenseitige  Neigung  der  Wert  10«  56'  folgt.  Es 
besteht  also  auch  hier,  wie  beim  Kalkspat,  befriedigende  Überein- 
stimmung zwischen  den  Ergebnissen  dieser  mit  erheblichen  Schwierig- 
keiten verbundenen  Messungen  und  der  Theorie. 

Bei  Annäherung  der  Richtung  der  Strahlenbündel  an  die  Bi- 
radialen muß  sich  infolge  des  singulären  Verhaltens  der  Krümmung 
der  Strahlenfläche  auch  die  Neigung  der  Brennlinien  rapide  ändern. 
Da   nämlich    der    Dupinsche    Kegelschnitt    der    äußeren    Schale    der 
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Strahlenfläche  bei  Annäherung  an  einen  singulären  Berühmngskreis 
der  Strahlenfläche  zunächst  eine  sehr  gestreckte  Ellipse  wird  und  bei 
Überschreitung  derselben  in  eine  Hyperbel  übergeht,  so  wird  in  dem 
der  äußeren  Schale  entsprechenden  Strahlenbündel  die  Neigung  der 
zweiten  Brennlinie  gegen  die  erste  alle  Werte  zwischen  90^  und  0 
annehmen  können ,  und  innerhalb  des  Kegels  der  inneren  konischen 
Refraktion  wird  die  zweite  Brennlinie  ganz  verschwinden.  Dieses 
abnorme  Verhalten  wurde  ebenfalls  von  Quincke  nachgewiesen,  indem 
er  den  Arragonitkristall  um  eine  zur  Ebene  der  Biradialen  senkrechte 
Achse  drehte,  so  daß  die  Richtung  der  gebrochenen  Strahlenbündel 
in  dieser  Ebene  variierte. 


Siebentes  Kapitel. 

Physikalisches  Problem  der  Reflexion  nnd  Brechung: 
Intensitäts-  und  Polarisationsverhältnisse  der  reflektierten  und  gc^ 

brochenen  Wellen. 

1«    Oremsbedingungen   der   elektromagnetischen   Lichttheorie. 

Während  bei  unseren  bisherigen  Betrachtungen  über  die  Reflexion  und 
Brechung  an  den  Grenzflächen  kristallinischer  Medien^  wobei  es  nur 
auf  die  Richtungen  der  reflektierten  und  gebrochenen  Wellen  bezw. 
Strahlen  ankam,  als  Grundlage  die  Huygens-Fresnelschen  Gesetze  der 
Lichtfortpflanzung  in  Verbindung  mit  dem  Huygensschen  Prinzip 
ausreichten,  erfordert  die  theoretische  Untersuchung  der  Intensitäts- 
Verhältnisse  der  reflektierten  und  gebrochenen  Wellen,  sowie  diejenige 
des  Polarisationssustandes  derselben  in  einem  angrenzenden  isotropen 
Medium  die  Heranziehung  irgend  einer  Theorie  der  Lichtbewegung, 
welche  gestattet,  Grenzbedingungen  au£sustellen,  denen  der  Lichtvektor 
an  der  Trennungsebene  zweier  Medien  genügen  muß. 

Natürlich  können  nur  solche  Theorien  in  Betracht  kommen,  deren 
Differentialgleichungen  für  das  Innere  jedes  Mediums  in  einwandsfreier 
Weise  auf  die  Huygens-Fresnelschen  Gesetze  führen.  Da  wir  aber  in 
Eap.  HI  sahen,  daß  dieser  Forderung  Theorien  von  sehr  verschieden- 
artiger Grundlage  genügen,  so  wird  auch  die  Behandlung  des  Reflexions- 
Problems  eine  verschiedene  sein  können,  je  nachdem  man  die  eine  oder 
andere  dieser  überhaupt  zulässigen  Lichttheorien  zugrunde  legt. 
Auch  hier,  bei  Aufstellung  der  Grenzbedingungen,  erweist  sich  nun 
die  elektromagnetische  Lichttheorie  den  mechanischen  überlegen,  inso- 
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fern  sie  namlicli  ein  ffir  die  Lösung  des  Problems  der  Reflexion  und 
Brechung  ausreichendes  System  von  Grenzbedingungen  ohne  besondere 
neue  Anndhnien  liefert^  während  solche  Annahmen  von  mehr  oder 
weniger  bedenklicher  Begründung  in  den  mechanischen  Theorien 
notwendig  sind.  Da  überdies^  wie  schon  in  Kap.  lU  erörtert^  die 
elektromagnetische  Theorie  die  wichtigsten  mechanischen  formell  in 
sich  umfaßt,  je  nach  der  elektromagnetischen  ZustandsgröBe,  die  man 
als  Lichtvektor  deutet,  so  wollen  wir  uns  hier  auf  die  Behandlung 
des  Problems  nach  der  elektromagnetischen  Theorie  beschränken. 
Die  Grenzbedingungen  werden  dann  durch  die  beiden  Sätze  der  Theorie 
des  elektromagnetischen  Feldes  geliefert,  daß  beim  Durchgang  durch 
die  Trennungsfläche  zweier  verschiedener  Medien  die  der  letzteren  paral- 
lelen  Komponenten  sowohl  der  elektrischen  als  der  magnetischen  Feidstärke 
stetig  bleiben  (also  in  unendlich  kleinem  Abstand  beiderseits  der  Grenz- 
fläche übereinstimmen).  Diese  Bedingungen  sind  auch  aus  den  Haupt> 
gleichungen  selbst  ableitbar,  da  diese  auch  für  inhomogene  Medien 
gültig  sind  und  daher  auf  die  sehr  dünne  Übergangsschicht,  durch 
welche  man  sich  die  Grenzfläche  der  beiden  Medien  jedenfalls  ersetzt 
denken  kann,  angewendet  werden  dürfen.  Zum  Zwecke  dieser  Ableitung 
wollen  wir  die  Z'- Achse  eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems 
X'  Y'  Z'  senkrecht  zur  Grenzfläche  an  der  gerade  betrachteten  Stelle 
annehmen.  Dann  bleiben  die  DiflFerentialquotienten  sämtlicher  Feld- 
komponenten nach  X  und  y  von  selbst  stetig,  wenn  man  den  be- 
trachteten Puükt  in  die  Übergangsschicht  rücken  und  diese  unendlich 
dünn  werden  läßt.  Damit  bei  diesem  Grenzübergang  auch  sämtliche 
DifFerentialquotienten  nach  der  Zeit  endlich  bleiben  (was  bei  periodi- 
schen Zuständen  notwendig  ist,  wenn  die  Feldkomponenten  selbst 
nicht  unendlich  werden  sollen),  müssen  zufolge  den  Hauptgleichungen 
(6),  Kap.  III,  (S.  78),  demnach  noch  die  Bedingungen  erfüllt  sein,  daß 
die  darin  vorkommenden  Differentialquotienten  nach  sf\ 

dT     dX'     dM^    dL^ 
dz  '    dz'^    dz  '    dz' 

ebenfalls  endlich  bleiben.  Dies  ist  aber  bei  unendlich  dünner  Über- 
gangsschicht nur  dadurch  möglich,  daß  gilt 

(1)  Xa  ==  X'by        Ya  =    r^,        La  =  ift,       Ma  =»  Mi, 

d.  h.  daß  die  tangential  zur  Grenzfläche  liegenden  Komponenten  des 
elektrischen  und  magnetischen  Feldes  in  gegenüberliegenden  Punkten  zu 
beiden  Seiten  der  Grenzfläche  der  Medien  (a)  und  (6)  übereinstimmen, 
wie  es  in  dem  oben  ausgesprochenen  Satze  behauptet  wird. 
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Wie  wir  in  Kap.  III  sahen  ^  ist  es  für  die  aus  den  Differential- 
gleichungen der  elektromagnetischen  Theorie  herzuleitenden  Gesetze 
der  Lichtfortpflanzung  gleichgültig,  ob  man  aus  den  ursprünglichen 
sechs  Differentialgleichungen  drei  solche  für  die  elektrische  Feldstarke 
oder  für  die  elektrische  Verschiebung  oder  für  die  magnetische  Feldsiärke 
ableitet.  Analoges  gilt  natürlich  auch  für  die  Orenzbedingungen,  und 
man  hat  also,  solange  es  sich  nur  um  die  Eigenschaften  fortschreitender 
Wellen  (aus  denen  man  nicht  eindeutig  auf  die  Schwingungsrichtung 
schließen  kann)  handelt^  auch  beim  Reflexionsproblem  die  entspre- 
chende Auswahl.  Wir  woUen  hier  die  Betrachtung  an  die  magne- 
tische FddstärJce  anknüpfen,  weil  das  Neumannsche  Gleichung»- 
system,  auf  welches  man  dadurch  kommt  (siehe  Kap.  lU,  S.  81),  zu- 
erst mit  Erfolg  zur  vollständigen  Behandlung  des  Problems  der  Re- 
flexion und  Brechung  benutzt  worden  ist^),  und  weil  sich  für  den 
magnetischen  Vektor  —  den  wir,  da  er  in  die  Polarisationsrichtung 
fällt,  den  Polarisationsvekior  nennen  wollen  —  gewisse  besonders 
einfache  geometrische  Beziehungen  ergeben. 

Bezeichnen  wir  die  Komponenten  des  Polarisationsvektors  (unter 
Fortlassung  des  das  Koordinatensystem  charakterisierenden  Index  ') 
mit  u,v,tv,  so  haben  wir  also  nach  Ql.  (1)  —  (4),  Kap.  III,  die 
Differentialgleichungen : 

wobei   P  =  ia,,r +  ...+a,37?e  +  ...  und  z.B.   ^  =  |j-g   ist. 

Die  beiden  letzten  Grenzbedingungen  des  Systems  (1)  lauten 
dann  einfach:  ü^  =  üf^y  v^^v^. 

Um  auch  die  beiden  ersten  Grenzbedingu^en  in  u  und  v  aus- 
zudrücken, berücksichtigen  wir,  daß  nach  (10'),  Kap.  III,  (S.  81), 

X'  =  *;,r  +  4r  +  *;33'  =  y.(«n3e'  +  «„?)'  +  «„3')  =  ;.  |f , 
r  =  4*'+  4?)'  +  43'=  -^*(«»X'+ a„r  +  «2s3')  =  y.  ^^., 

WO  ^   dieselbe   quadratische  Funktion  von  X',  ^',  3'  ist,   wie  P  von 

1)  F.  Neumann,  Theoretische  Untersuchungen  der  Gesetze,  nach  welchen 
das  Licht  an  der  Grenze  zweier  vollkommen  durchsichtiger  Medien  reflektiert  und 
gebrochen  wird.  Berliner  Akad.  Abhandl.  1836,  Math.  Abt.,  p.  1—160.  —  Die 
Theorie,  auf  Grund  welcher  Mac  CuUagh  wenig  später  das  Reflexionsproblem 
behandelte  [On  the  Laws  of  Crystalline  Reflexion  and  Refraction,  Dublin  Trans. 
18  (1837),  p.  31],  stimmt  mit  der  Neumannschen  formell  überein. 
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ly  Vy  t)   femer,   daß   zufolge   dem    zweiten   Tripel   der   Maxwellschen 

Gleichungen  (6)  -öt  **  —  ^1;    >y  =  —  Fiy  wird,    und    daß    aus    der 

Gleichheit  von  (X')^  und  {X\  auch  diejenige  von  (oy)    und  (-o. ) 

folgt  und  umgekehrt  (da  nur  periodische  Bewegungen   in  Betracht 
kommen).    Daraus    ergibt    sich,   daß    man   die   Bedingung  X^  =  X^ 

schreiben  kann:   {-^)  =  \Jt)  •    ^^^  vollständige  System  der  Grenz- 

bedingungen  für   eine   zur   Z'- Achse  senkrechte  Trennungsebene   der 
beiden  Medien  (a)  und  (6)  lautet  somit*): 

(10  «,  =  «„    v,  =  v„    (3fX  =  (|f\,     (|f)„  =  (|f),- 

Mit  Benützung  der  beiden  letzten  Gleichungen  folgt  aus  der 
dritten  Hauptgleichung,  wenn  man  sie  anwendet  auf  die  beiden  Seiten 
der  Grenzfläche, 

und  also  für  periodische  Schwingungen  auch 

Diese  Bedingung  kann  daher  eine  der  beiden  letzten  Grenz- 
bedingungen vertreten,  so  daß  man  z.  B.  auch  das  System  benutzen 
kann: 

(1")  «„  =  «„     v,  =  v„     iS,--W„     (|J)^_(|J)^. 

Es  sei  noch  bemerkt,  daß  man  auch,  unter  Beibehaltung  der 
beiden  letzten  Bedingungen  (l'),  eine  der  beiden  ersten  durch  die  aus 
ihnen  unmittelbar  hervorgehende  Gleichung  S«  =*  So  ersetzen  könnte.  — 

Wenn  wir  nun  die  Voraussetzung  einführen,  daß  auf  die  Grenzebene 
eine  zur  F'- Achse  parallele  ebene  Welle  einfällt,  also  die  Z'X'- Ebene 
die  Einfallsebene  sei,  so  sind  auch  die  gebrochenen  und  reflektierten 
Wellen  zur  F'- Achse  parallel,  und  folglich  alle  Komponenten  UfV,w 
unabhängig  von  y',  wodurch  die  vierte  der  Gleichungen  (1"),  ausführlich 
geschrieben,  folgende  Gestalt  annimmt: 

Bei  der  Anwendung  der  Grenzbedingungen  haben  wir  zu  be- 
achten,   daß   jede    der   Komponenten   ü^,  '  -  -  ^(,   sieh   aus    so    vielen 

1)  Diese  Foi-m  hat  G.  Kirchhoff  (Berl.  Akad.  Abb.  1876,  p.  78)  den  Grenz- 
bedingnngen  der  Neumantischeii  Theorie  gegeben. 

Fockelt,  Kristalloptik.  12 
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Summanden  zusammensetzt^  als  die  Anzahl  der  in  dem  betreffenden 
Medium  sich  fortpflanzenden  Wellen  beträgt;  dies  sind,  wenn  beide 
Medien  kristallinisch  sind  und  die  einfallende  Welle  vom  Medium  (a) 
her  kommt,  in  diesem  im  allgemeinen  dreiy  nämlich  die  einfallende 
und  zwei  refieUierte,  im  Medium  (6)  dagegen  zwei  gebrochene  WeUen. 
Die  yerschiedenen  Wellen  in  demselben  Medium  mögen,  wie  in 
Kap.  IV,  durch  untere  Indizes  imterschieden  werden,  wobei  sich  der 
Index  Q  auf  die  einfallende  WeUe  beziehen  soll.  Dagegen  wollen  wir 
weiterhin,  um  auch  darin  die  Übereinstimmung  mit  der  Bezeichnungs- 
weise des  Kap.  IV  zu  wahren  und  die  Indizes  nicht  zu  sehr  zu  häufen, 
nur  die  auf  das  erste  Medium  —  in  welchem  das  Licht  einfällt  — 
bezüglichen  Größen  mit  oberem  Index  ^,  die  auf  das  zweite  Medium 
bezüglichen  dagegen  ohne  oberen  Index  schreiben.  Dann  gilt  also  z.  B. 
(3)  w'  =  V  +  V  +  V,    w=tii+M„ 

und  analog  sind  die  beiden  anderen  Komponenten  des  Polarisations- 
yektors  zusammengesetzt. 

2.  Integration  der  Differentialgleichungen.  Berechnung  der 
Biohtungen  und  FolarisationBazimute  der  Wellen.  Die  Komponenten 
des  Polarisationsvektors  in  fortschreitenden,  ebenen  Wellen  mit  kon- 
stanter Amplitude  werden,  ebenso  wie  die  Schwingungskomponenten 
(vergl.  Einleitung,  §  6,  S.  11),  allgemein  durch  trigonometrische  Funk- 
tionen eines  Argumentes  "von  der  Form  -^{t  —  ^*^"^"*'«y  "»"^«M  —  ^  oder 
durch  den  reellen  Teil  einer  Exponentialfunktion,  deren  Exponent 
dieses  Argument  multipliziert  mit  i  =  ]/—  1  ist,  dargestellt.  Soll  die 
Welle  linear  polarisiert  sein,  so  müssen  die  Konstanten  A  für  ihre 
drei  Komponenten  gleich  sein.  Man  würde  z.  B.  für  die  einfallende: 
Welle  allgemein  den  Ansatz  zu  machen  haben: 


(4) 


V  =  V  cos  {';{t  -  •'.•^:+3V±::.!f.')  _  A«) 


worin  die  ^g  ^  die  Richtungskosinus  und  Aq^  die  (stets  als  absolute 
Größe  gerechnete)  Amplitude  des  Polarisationsvektors,  j®  die  Geschwin- 
digkeit, 1^1°,  i/g**,  v^  die  Richtungskosinus  der  Wellennormale  bezeichnen; 
von  letzteren  ist  zufolge  der  Wahl  des  Koordinatensystems  v^  =  0 
und  i/i®==  sin  i,  v^=  cos  i,  wenn  wir  die  positive  Z'- Achse  ins  zweite 
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Medium  hineingerichtet  annehmen  und  unter  i,  wie  früher,  den  Ein- 
fallswinkel verstehen.  Dieser  Ansatz  ist  nun  in  die  Hauptgleichungen 
(2)  für  das  erste  Medium  einzuführen,  welche  hier  die  spezielle  Form 
annehmen: 


(2-) 


dt*        dz' 


,    .   £  cv'  du"       die'     ■  dv"    .  . 

wobei  S  =  -  -g,.  ,    r,=  JY-  dx' '     ^  -  dx    ^'*- 

Man  erhält  dann  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  ^  und 
der  Verhältnisse  /ij  ^  :  ^®  ^  :  /tj  q.  Durch  Elimination  der  letzteren  er- 
gibt sich  für  2°  die  quadratische  Gleichung: 

(5)  (2®  —cil^i^  — aJiCOB^i— aj3sin*f+2aJjSinicosi)=(a53sini— aJJC08i)^ 

welche  wir  übrigens  auch  direkt  aus  der  auf  das  allgemeine  Koordi- 
natensystem bezogenen  Gleichung  der  Indesfläche  (Gl.  (4^)  oder  (4*0; 
Kap.  IV,  S.  98)  hätten  ableiten  können. 

Zur  Berechnung  der  Richtung  von  p^  kann  man  dann  irgend- 
eine der  erwähnten  drei  Gleichungen  wählen,  z.  B.  die  aus  der  ersten 
der  Hauptgleichungen  (2')  mit  Rücksicht  auf  die  Relation  ^\  ^  sin  i 
+  ^3,0  cos  »  =»  0  hervorgehende: 

/^?.o(2°^  -  O  =  ^.0«  <^os  i  sin  i  -  a\^  cos«  i) . 
Bezeichnet  man  gemäß  nebenstehender  Figur 
(72)  das  Azimut  der  Polarisationsebene  ^ 
der  Welle  W  gegen  die  Einfallsebene  Z'X' 
mit  ^,  und  setzt  also  /*?  0  =  —  cos  i  cos  ^, 

f*S,o  ^  ^^^  ^;    1^*3,0  ^  ^^^  ^  ^^^  ^t    ^^    ergibt 
vorstehende  Gleichung: 

(6)  tg^  =  --^--«^__  . 

ajj  coB » —  a23  8in  t 
Auch  diese  Gleichung  sagt  nichts  aus, 
was  nicht  schon  in  den  im  Kap.  11  aus  der 
Fresnelschen  Konstruktion,  sowie  in  Kap.  III,  §  3  aus  den  Differential- 
gleichungen der  elektromc^etischen  Theorie  abgeleiteten  Gleichungen 
((6),  Kap.  U,  S.  35)  für  die  Richtungskosinus  des  Schwingungsvektors 
enthalten  wäre,  nur  daß  jene  auf  das  optische  Symmetrieachsen- 
system    bezogen  waren.     In   der  Tat   dienen  ja  die  Gleichungen  (5) 

12* 


Fig.  72. 
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und  (6)  nur  dazu^  bei  gegebener  Richtung  der  einfallenden  Welle 
deren  Geschwindigkeit  und  Polarisationsazimut  zu  ermitteln.  Wir 
betrachten  von  nun  an  diese  Bestimmungsstücke  der  Welle  als  ge- 
geben^ und  zwar,  wenn  das  Medium  (0)  kristallinisch  ist,  als  eine  der 
beiden  Lösungen  jener  Gleichungen,  während  in  dem  für  die  spätere 
Anwendung  wichtigeren  Falle,  daß  die  Welle  in  einem  isotropen  Me- 
dium einfällt,  ihre  Geschwindigkeit  von  vornherein  bekannt  ist,  ihr 
Polarisationsazimut  aber  willkürlich  vorgeschrieben  werden  kann  (da 
der  Wert  von  tg  ^  laut  Gl.  (6)  dann  unbestimmt  wird). 

Wenden  wir  uns  nun  wieder  zum  Problem  der  Reflexion  und  Bre- 
chung, so  haben  wir  für  die  Komponenten  des  Polarisationsvektors  jeder 
der  reflektierten  und  gebrochenen  Wellen,  die  aus  der  gegebenen  (linear 
polarisierten)  einfallenden  Welle  hervorgehen,  Ansätze  von  der  Form  (4) 
zu  machen.  Aus  den  Hauptgleichungen  für  jedes  Medium  folgen  dann 
für  die  Geschwindigkeiten  q^^  und  Polarisationsazimute  ^^  der  ein- 
zelnen Wellen  Gleichungen  von  der  Form  (5)  und  (6),  worin  aber 
die  Konstanten  a^^^  für  die  beiden  Medien  verschiedene  Werte  haben, 
und  an  Stelle  von  i  die  Winkel  rj  bezw.  r^^  {h  =  1,  2)  treten,  welche 
die  beiden  reflektierten  und  gebrochenen  Wellennormalen  mit  dem 
Binfallslot  (der  Z'- Achse)  bilden.  Diese  Winkel  sind  jetist  aber  nicht 
gegeben]  sie  bestimmen  sich  vielmehr  erst  mit  Hilfe  der  Grenz- 
hedingungen.  Damit  nämlich  diese,  also  die  Gleichungen  (1"), 
worin  gemäß  (3)  u^  ==  XwJ, .  .  .  w  =  Zwj^  etc.  ist,  durch  die  Ansätze 
von  der  Form   (4)  für  /  =  0   und  für  alle  Werte  von  x'   bestehen 

können,  muß  der  Quotient  -  für  alle  einzelnen  Wellen  denselben 
Wert  haben,  also  gleich  dem  gegebenen,  der  einfallenden  Welle  ent- 
sprechenden Werte  -  q-  sein.    Dies  ist  das  schon  in  Kap.  IV,  §  2  aus 

dem  Huygensschen  Prinzip  abgeleitete  allgemeine  Brechungsgesetz  der 
Wellennonnalen,  Führen  wir  nun  den  hiemach  für  alle  vier  Quo- 
tienten       -  gemeinsamen,  durch  — 5-  gegebenen  Wert  -j-  in  die  (für  r 

statt  i  gebildete)  Gleichung  (5)  ein,  so  geht  sie  nach  einfacher  Um- 
formung über  in 

(7)       K  +  K  -  **)  tg»  r]  [«a  -  2a,,  tg  r  +  {a„  -  Je*)  tg»  r\ 

=  K»-«Mtgr)»(l  +  tg»r),  , 

wobei  für  das  erste  Medium  die  Konstanten  a^^j^  mit  dem  oberen 
Index  ^  zu  versehen  wären.  Dies  ist  aber  genau  die  Gleichung  (5), 
welche  wir  in  Kap.  IV,  S.  98  aus  der  Konstruktion  der  reflektierten 
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und  gebrochenen  Wellennormalen  mit  Hilfe  der  Indeifläche  abgeleitet 
hatten.  Wir  wollen  weiterhin  den  Fall  voraussetzen,  daß  die 
Gleichung  (7)  für  beide  Medien  latäer  reelle  Wurzeln  hat;  dann  sind 
r^yT^^  bezw.  r^^r^  diejenigen  von  den  vier,  jedem  Medium  ent- 
sprechenden Wurzeln,  welche  für  unser  Problem  physikalische  Be- 
deutung haben,  nämlich  die  von  der  Grenzfläche  z  =^0  hinweg  in  die 
beiden  Medien  sich  fortpflanzenden  Wellen  liefern.  Femer  erhalten 
wir  durch  Einsetzen  von  g  =  ä  sin  r  in  (6)  (mit  Fortlassung  des  die 
zwei  Medien  unterscheidenden  Index): 

^  ^  ^     *       («i,-««stgrA)}/l  +  tg»r/ 

welche  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Folarisaiionsazimute  der  reflek- 
tierten und  gebrochenen  Wellen  dient,  nachdem  deren  Bichtungen^ 
d.  h.  die  Winkel  r^^,  aus  (7)  berechnet  sind. 

Damit  ist  der  geometrische  Teil  des  Problems  erledigt,  zu  dessen 
Lösung  wir  bereits  in  Kap.  IV  ohne  Benu^tzung  der  Grenzbedingungen 
gelangt  waren.  Notwendig  sind  letztere  nun  aber  für  den  noch 
übrig  bleibenden  Teil  der  Aufgabe,  d.  i.  die  Berechnung  der  Ampli- 
tuden Ai^,  A2^  Ai,  Aj  der  vier  entstehenden  Wellen,  sowie  ihrer  Phasen 
A/  bezw.  A;^. 

3.  Berechnung  der  Phasen  und  Amplituden.  Führen  wir  den 
Ansatz  (4)  und  die  analogen  für  die  reflektierten  und  gebrochenen 
WeUen  in  die  Grenzbedingungen  (!"*),  (\"^\  (V'^)  und  (!'"*)  ein,  so 
folgt  zunächst,  da  die  von  t  und  den  Koordinaten  abhängigen  Teile 
der  Argumente  des  cos  nach  dem  Vorhergehenden  für  alle  Wellen 
übereinstimmen,  daß  dies  auch  für  die  konstanten  Glieder  A  der  Argu- 
mente gelten  muß;  denn  nur  dann  können  sich  die  von  t  und  x  ab- 
hängigen Faktoren  in  allen  einzelnen  Gliedern  der  Grenzbedingungen 
fortheben.  Die  Gleichheit  der  A  besagt,  daß  die  bei  der  Brechung  und 
partiellen  Reflexion  entstehenden  WeUen  in  der  Ghrenzfläche  selbst  Iceine 
Phasendifferenz  gegen  die  einfallende  Welle  besitzen.  Es  folgt  hieraus, 
daß  aus  einer  einfallenden  linear  polarisierten  Welle  auch  bei  der  Re- 
flexion in  einem  isotropen  Medium,  wo  die  beiden  reflektierten  Wellen 
gleiche  Geschwindigkeit  haben  und  sich  also  zu  einer  einzigen  zusammen- 
setzen (siehe  unten),  stets  wieder  eine  linear  polarisierte  hervorgeht.  ^) 


1)  In  Wirklichkeit  gilt  dies  in  Strenge  nur  für  die  Reflexion  an  frischen 
Spaltflächen;  die  bei  Benutzung  anderer  Flächen  auftretenden  Abweichungen  sind 
auf  fremde  Oberflächenschichten  zurückzuführen.  Vergl.  P.  Drude,  Wied.  Ann. 
36  (1888),  p.  532,  865;  38  (1889),  p.  265. 
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Die  allen  Wellen  gemeinsame  Konstante  A  des  Ansatzes  (4)  kann 
nnn  natürlich  gleich  Null  gesetzt  werden^  indem  man  über  den  NoU- 
pankt  von  t  passend  verfügt. 

Nunmehr    liefern    uns    die    Grenzbedingungen    mer    Gleichungen 
zwischen  den  Amplituden  von  folgender  Form: 


(9) 


2?  § !  ^M  Wi  ^^«  ^^'  -  «81  sin  r,o)  -  aj,  (/i« ,  cos  r,9  -  ,a« ,  sin  ^ ) 


worin  die  Summen  auf  der  linken  Seite  über  die  einfallende  und  die 
beiden  reflektierten  (i  =  0,  1,  2),  diejenigen  rechts  über  die  gebrochenen 
Wellen  (h  ==  1,  2)  zu  erstrecken  sind,  und  rj  mit  dem  Einfallswinkel  i 

identisch  ist.     Führen  wir  die  Polarisa- 

f  /^  tionsazimute  der  einzelnen  Wellen  ^,.®,  %\ 

'tk  K^g^n   die  Einfallsebene   in  dem   durch 

-X'   Fig.  72,  S.  179  definierten  Sinne  ein  — 

so  daß  sie  für  die  in  Fig.  73  gezeichnete 

Lage  der  Wellennormalen  E,  R,  D  und 

Polarisationsrichtungen    E,  P,  A   in  der 

Einfallsebene  gleich  sc  zu  setzen  sind  — , 

so  bestehen  (wie  aus  Fig.  72  abzulesen 

filf  =  sin  tlfP ,    /iS^i  ==  cos  ilfP  sin  r^® , 
."2, H  =  sin  ^^ ,      (il^^  cos  tk  siii  ^ y 

und  nach  Ersetztmg  der  g^®,  g^;^  durch  die  ihnen  proportionalen  sin  rP^ 

sin  Vj^  kann  man  die  Gleichungen  (9)  schreiben: 

(9'*)  ^(A,  cosr,.  cos^,)«  =2(A,  cosr,  cos  ^J, 

(9'^)  2(^  '"^  ^••)'  =2(^  «^^  **)' 

(9'  °)  2  (A,  sin  r,  cos  ^/  =  2  (^a  ^^^  *"*  ^^^  **) ' 


ist)  die  Relationen : 

(i^^i^  —  cos  ^^®  cos  r^® , 


(9'^) 


'^[sinV^®^^  ^'*(^"  ^^^  ^*  ~  ^"  ^^"  ^'^  +  ^^5  ^^^  **^]' 
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wobei  der  an  die  Klammem  geschriebene  obere  Index  ^  den   sämt- 
lichen einzehien  Gliedern  zukommt. 

Aus  diesen  vier  Gleichungen  kann  man,  nachdem  die  darin  vor- 
kommenden Winkel  r  und  V'  mittels  der  Gleichungen  (7)  und  (8) 
berechnet  sind,  die  vier  Amplituden  A^^,  Aj®,  Aj,  A,  durch  diejenige 
k^  der  einfallenden  Welle,  welche  gegeben  sein  muß,  ausdrücken. 
Damit  sind  die  Polarisationsvektoren  der  gebrochenen  und  reflektierten 
WeUen  vollständig  bestimmt.  Die  Formeln  werden  aber  in  dem  all- 
gemeinen Fall  des  Übergangs  über  die  Grenze  zweier  kristallinischer 
Medien  außerordentlich  kompliziert,  und  Beobachtungen  hierüber  liegen 
auch  nur  für  einen  ganz  speziellen  Fall  vor,  auf  den  wir  weiter  unten 
noch  zurückkommen  werden.  Zunächst  wollen  wir  den  für  die  Be- 
obachtung viel  wichtigeren  Fall  behandeln,  daß  das  Medium  (^),  in 
welchem  das  Licht  einfällt,  isotrop  ist. 

4«  Befiexion  nnd  Brechung  an  der  Qrenze  eines  isotropen 
Mediums  gegen  einen  Kristall.  Ist  das  Medium  (^)  isotrop,  so  redu- 
ziert sich  aji  ==  ajg  =  a\^  auf  die  Konstante  g^  ,  ajj  ==  a\^  =»  aj,  auf  0, 
und  die  beiden  reflektierten  Wellen  fallen  zusammen  in  eine  einzige 
von  der  durch  r^  ::^r^  ^^  jt  ~  i  bestimmten  Richtung  und  vorläufig 
noch  unbestimmtem  Polarisationsazimut.  Es  gilt  also: 
sin  r^  =  sin  r,®  =^  sin  r^  =  sin  i,     cos  r^  =  cos  r,®  =  —  cos  r^  =  —  cos  i. 

Wir  wollen  jetzt  zur  übersichtlicheren  Unterscheidung  der  WeDen 
die  Amplituden  der  einfallenden,  reflektierten  und  der  zwei  gebrochenen 
Wellen  mit  E,  P,  A^,  Aj,  ihre  Polarisationsazimute  mit  B,Qjd^,ä^  be- 
zeichnen, haben  also   in  den  allgemeinen  Gleichungen  (9')  zu  setzen 

Ao««E,     A,o  =  P,     A,o  =  0,     A,  =  A,,     A,  =  A,, 

Hierdurch  ffehen  dieselben,  wenn  die  letzte  noch  mit-   ^    =»    --  * 

....  2"  ^* 

multipliziert  wird,  über  in  folgende: 

(10*)         (Ecos£— Pcos(>)cosi=AiCosriCosdi  +  A,cosr2Cosd2  =  AiZi  +  A,Z2j 

(10^)  Esin£  +  Psin()=AiSindi+A2sintf2=^i%+^s^2? 

(10®)         (Ecos£  +  Pco8(>)sini=AisinriC08di  +  A,sinr2Cosd2  =  Ainj+A,W3, 

(10"^)  (Esinf— Psin())sinicosi=Ai  -,*[(aiiCosri  — agisinrjsintfi+ajgcosdj 

+  A2?^[*[(aiiCosr2— a8iSinr2)sin*2  +  ai8COS*2]=Aii)i+AjP2, 

worin  li,vn^jn^yPi  und  l^,yn^yn^jPi  Abkürzungen  sind. 
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An  Stelle  der  vierten  öleichung  hat  Neumann*)  eine  Ton  ab- 
weichender Form  benutzt,  die  er  aus  dem  Prinzip  der  Erhaltung  der 
lebendigen  Kraft  in  Verbindung  mit  einer  Beziehung,  welche  einen 
speziellen  Fall  der  S.  64  abgeleiteten  Potierschen  Relation  darstellt, 
gewonnen  hatte.  Dieselbe  lautet,  wenn  Tj,  t^  die  Winkel  zwischen 
den  gebrochenen  Wellennormalen  und  den  zugehörigen  Strahlen 
bezeichnen, 

(10'**)  (E  sin  £  —  P  sin  p)  sin  i  cos  i  «=  Aj  sin  r^  (cos  r^  sin  d^  ±  sin  r^  tg  t^) 

+  Aj  sin  r^  (cos  r,  sin  dg  ±  sin  r^  tg  Tj) 

und  geht  aus  (10*)  hervor  mittels  des  folgenden,  von  Kaemmerer*) 
abgeleiteten  Ausdruckes  für  die  Winkel  t^: 

_j_  tff  T    =  («11       gü)  cos  r,,  sin  ^^  —  a,^  sin  r^  sin  df^  +  a,^  cos  d^ 

In  den  obigen  vier  Gleichungen  sind  E,  «,  i,  o^,  a^,  ajj  als  un- 
mittelbar gegeben,  5i,  ft,  »"i,  »"g,  S^yd^  als  mit  Hilfe  der  geometrischen 
Gesetze  der  Doppelbrechung  bekannt  anzusehen,  und  sie  repräsentieren 
somit  vier  lineare  Gleichungen  für  die  vier  Unbekannten  P,  p,  Aj,  £^. 
Von  diesen  interessieren  uns  vorwiegend  die  beiden  ersteren:  die 
Amplitude  und  das  Polariscdionsazimut  der  reflektierien  Welle,  welche 
der  Beobachtung  am  leichtesten  zugänglich  sind.  Auf  ihre  Bestimmung 
ist  also  die  weitere  Untersuchung  zu  richten. 

Bevor  wir  dazu  übergehen,  sei  noch  bemerkt,  daß  zwischen  den 
oben  eingeführten  Faktoren  i^,  wr^,  n^,p,^,  mit  welchen  die  Amplituden 
der  gebrochenen  Wellen  in  den  Grenzbedingungen  auftreten,  eine 
einfache  Beziehung  besteht.  Wendet  man  nämlich  die  Potiersche  Rela- 
tion (Kap.  11,  GL  (26))  auf  die  beiden  gebrochenen  Wellen  an  und 
drückt  die  Koordinaten  der  ihnen  entsprechenden  Punkte  des  Fresnel- 
schen  und  Indexellipsoids  durch  die  Winkel  r^,  dj^,  t^  aus,  so  erhält 
man  die  Gleichung') 

(11)  l^n^  +  l^n^  +  m^p^  +  rn^p^  =  0. 

1)  F.  E.  Neumann,  1.  c.  p.  103—108. 

2)  P.  Kaemmerer,  Dissertation,  p.  45 — 48.  Dad  doppelte  Vorzeichen  von  t|^ 
entspricht  den  beiden  Fällen,  dafi  der  Strahl  OS  außerhalb  oder  innerhalb  des 
rechten  Winkels  zwischen  der  Wellennormale  ON  und  derjenigen  Richtung  liegt, 
welche  für  einen  in  der  Richtung  ON  blickenden  Beobachter  durch  eine  Drehung 
von  -f  90®  (entgegen  dem  Uhrzeigersinne)  aus  der  Polar isationsrichtung  ;/« 
hervorgeht. 

3)  A.  Potier,  Joum.  de  phys.  (2)  10  (1891)  p.  352;  P.  Kaemmerer, 
1.  c.  p.  49. 
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5.  Uniradiale  Azimute.  Läßt  man  unter  sonst  unyeränderten 
Bedingungen  das  Azimut  f  der  einfallenden  Welle  sich  ändern^  so  hat 
dies  für  die  gebrochenen  Wellen  nur  eine  Änderung  der  Ampliiuden 
Ai,  A^  zur  Folge,  da  ja  die  Azimute  derselben  durch  ihre  Normalen- 
richtung nach  GL  (8)  schon  mitbestimmt  sind.  Es  wird  für  spezielle 
Werte  e^,  «^  von  s  eintreten,  da£  entweder  A,  oder  A^  verschwvndety 
und  zwar  gibt  es  je  emen  solchen  Wert  von  e  und  des  zugehörigen  p, 
denn  die  Gleichungen  (10)  sind  linear  in  den  vier  Großen  E  sin  £, 
E  cos  Sj  P  sin  p,  P  cos  p,  welche  sich,  weon  A^  oder  Aj  yerschwindet, 
proportional  den  übrigen  dieser  Größen  ergeben  und  somit  durch  ihr 
Verhältnis  tg  £^  und  tg  p^  (wo  Ä  —  1  oder  2  ist)  bestimmen.  Man 
findet  hierfür  aus  (10»),  (10^),  (10*^)  und  (10^)  folgende  Ausdrücke i): 

Oft  V  A/    e>    A  j_  Bin(t  +  r.)coB^jL' 

tg  p.  =  —  cos(t  +  n)  tg  *.  ±  -.-, .     *  °  *^  • 

Nach  Mac  Cullagh  nennt  man  diese  Azimute  s^,  b^  bezw.  p^,  p,  die 
uniradialen  Ajsimute  der  Polarisationsrichtungen  der  einfallenden  und 
reflektierten  Welle.  Ist  f  =-  «i,  also  A,  =  0,  und  zugleich  A,  =  1, 
so  mögen  die  entsprechenden  Amplituden  der  einfallenden  und  reflek- 
tierten Wellen,  welche  aus  den  so  spezialisierten  Gleichungen  (10*) 
bis  (10**)  zu  berechnen  sind,  mit  E^^^  P^^^  bezeichnet  werden,  ebenso 
für  Ai  ==  0,  Aj  =  1  mit  Ej^\  P^^^  Dann  ergibt  sich  im  allgemeinen 
Falle,  da  die  Gleichungen  (10)  in  A^  und  A,  linear  sind, 

E.  =  Eir  A, +  £!.%,£,  =  Eil' A,  +  E^'A„  • 

P.  =  Pi.%  +  Pi,%,  P,  =  PJi'A,  +  P^'A,, 

WO  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

^A  =«  tA    sm  fj,    tp^  =  La    cos  f^,  r,j^  =  ^a    smp^^,   r^,^  —  Ta  cosp^, 

und  also  der  Index  ,  die  zur  Einfallsebene  senkrechte,  ^  die  zu  ihr  paral- 
lele Komponente  der  Amplitude  des  Polarisationsvektors  bezeichnet. 
Sind  nun  Amplitude  und  Polarisationsazimut  der  einfallenden 
Welle,  also  auch  E,  und  E^  gegeben,  so  gestatten  obige  Gleichungen 
die  Berechnung  der  entsprechenden  Bestimmungsstücke  der  reflektierten 
Welle,  indem  man  zunächst  aus  den  beiden- ersten  Gleichungen  A^ 
und  Aj  berechnet  und  die  erhaltenen  Werte  in  das  zweite  Gleichungs- 
paar einsetzt.     Man  erhält: 


(13) 


1)  Mac  Cullagh.  1.  c.  p.  61;  F.  Neumann,  1.  c.  p.  144. 
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■      2)  .  P.  =  (P<"E<'>  -  PrEi:')E,-(Pi:'E<i>  -  P<'>eU')E., 

^  ^  i>  •  p, = (pj.!'E<:'  -  p<i>Ei:>) E,-(Pi:>E<i'  -  pii'E<:>) e., 

worin2)-E{,?Ei:'-E;i>Ei:'i8t 

Aus  dem  Vorstehenden  ist  ersichtlich,  in  welcher  Weise  die  Ein- 
fQhrung  der  uniradialen  Azimute  die  Rechnung  erleichtert.  Besonders 
fruchtbar  erweist  sich  dieselbe  aber  durch  die  einfache  geonietrisAe 
Behandlung  des  Reflexionsprohlems,  welche  von  MacCullagh  auf  die 
uniradialen  Azimute  gegründet  worden  ist,  und  zu  welcher  wir  uns 
jetzt  wenden  wollen. 

Zunächst  ergibt  sich  unmittelbar  aus  den  drei  ersten  Grenz- 
bedingungen der  Satz:  Ist  die  einfallende  Welle  in  einem  uniradialen 
Azimute  polarisierty  so  liegt  ihre  Polarisationsrichtung  (E^)  mit  derjenigen 
{Rj)  der  reflelctierten  und  (Df^)  der  gebrochenen  Welle  in  einer  Ebene, 
und  die  Afnplitude  der  gebrochenen  Welle  ist  die  Resultierende  aus  den 
Amplituden  der  einfallenden  und  der  refleliierten  Welle, 

In  der  Tat  sagen  die  drei  ersten  Grenzbedingungen  (1")  hier,  wo 
sie  sich  auf 

oder 

reduzieren,  direkt  aus,  daß  der  Polarisationsvektor  pj^  der  einzigen 
entstehenden  gebrochenen  Welle  die  Diagonale  des  aus  den  Polarisations- 
vektoren p^^j  pj^^  der  einfallenden  und  reflektierten  Welle  gebildeten 
Parallelogramms  ist,  —  und  dasselbe  gilt  für  die  Amplittiden  der  drei 
Wellen,  von  welchen  sich  ja  die  p^  in  der  Grenze  nur  durch  einen 
gemeinsamen  periodischen  Faktor  unterscheiden. 

Da  die  Polarisationsrichtung  der  gebrochenen  Wellen  bekannt  ist^ 
so  ist  durch  obigen  Satz  eine  Relation  zwischen  den  uniradialen 
Azimuten  der  einfallenden  und  reflektierten  Welle  gegeben,  deren 
analytischen  Ausdruck  man  erhält,  indem  man  die  Determinante  der 
drei  Gleichungen,  welche  aus  (10*),  (10^),  (10^)  für  Aj  « 0  oder 
Ai  =»  0  hervorgehen,  gleich  Null  setzt,  was  nach  einigen  Umfor- 
mungen ergibt: 

(15)  sin  (i  +  rj  tg  s^  -  sin  {i  -  rj  tg  p^  =  sin  2i  tg  d^^. 

(Eine  zweite  Relation  zwischen  tg  £^  und  tg  p^  ergibt  sich  durch 
Nullsetzen  der  Determinante  der  Gleichungen  (10**),  (lO*'),  (10'**);  aus 
der  so  erhaltenen  Gleichung  und  der  vorstehenden  sind  die  Glei- 
chungen (12)  abgeleitet.) 
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Die  Ebenen  ^/,  ^j',  welche  nach  obigem  Satz  durch  die  Rich- 
tungen Ej^,  D^,  B^  bezw.  JE,,  Dj,  J?,  hindorchgeben,  werden  nun  näher 
bestimmt  durch  einen  weiteren^  von  MacCullagh  gefundenen  Satz^ 
der  sie  zu  den  gebroche^en  Strahlen  in  Beziehung  setzt.  Da  nämlich 
die  Ebene  ^j^'  durch  Dj^  hindurchgeht,  so  steht  sie  senkrecht  auf  der 
Schwingungsebene,  d.  h.  der  die  Wdlennormcde  und  den  Strahl  ent- 
haltenden Ebene]  ihre  Lage  ist  demnach  vollständig  bestimmt  durch 
den  Winkel  Xh>  welchen  ihre  Normale  P^^  mit  derjenigen  ^^  der  ge- 
brochenen Welle  bildet.  (Siehe  Figur  74,  worin  die  Indizes  ,^  an 
Q,  Dy  E,  S,  P  fortgelassen  sind  und  (^  die  einfallende  Wellen- 
normale  ist.)    Nun  ist  im  sphärischen  Dreieck  PQQ^ 


■r,  und  ^P(?(2»  =  |+<J»,    ^PQ^Q^"^ 


k> 


(da  E  der  Pol  des  Bogens  PQ^,  D  derjenige  von  PQ  ist);  folglich 

cotg  Xj,  sin(i  -  rj  =  tg  e^  cos  d^  —  cos(i  -  r  j  sin  df^ 
oder  mit  Benutzung  von  (12): 


Bin^r^ 


sin'rl 


(16)     ^^l>.  =  ^r,-inii  +  r;)^ir-T,)  '  *8  ^»  SnT-r^ 


sin«  r, 


tgT» 


9l 


3'  —2a 


Fig.  74. 


Flg.  76. 


Der  hierdurch  bestimmte  Winkel  Xh  laß*  sich  nun  in  einfacher 
Weise  geometrisch  konstruieren.  Es  sei  (Fig.  75)  OS  der  eine  ge- 
brochene Strahl,   m  die  Wellenebene,    OQ  ^  qj^  die  Wellennormale, 

öiV'^  -— ,  also  N  der  zugehörige  Punkt  der  im  Verhältnis  ^   =  i—A 
Terkl^inerten  Indexfläche.     Dann  ist 


also 


QS-qk^g^Hy 


tg(QNS) 


«jr- ','-«., 


9l 


l^g 


3a 


hf 
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und  nach  (16) 

folglich   ist   NS  J_  OP  und   daher   die   Schnittlinie   der   Ebene  von 
Strahl  und  Wellennormale  mit  der  Ebene  S^\ 

Die  Ebene  ^  welche  durch  den  Endpunkt  des  Strahles  und  des 
zugehörigen  Radiusvektors  der  (im  Verhältnis  q^  yerkleinerten)  Index- 
fläche senkrecht  zur-  Ebene  von  Strahl  und  Normale  gelegt  werden 
kann,  nennt  MacCullagh^)  die  Polar  ebene  des  Strahls.  Mit  An- 
wendung dieser  Bezeichnung  können  wir  die  vorhergehenden  Resul- 
tate in  den  Satz  zusammenfassen: 

Die  uniradialen  PolarisationsricJdungen  Ej^,  li^  der  einfallenden 
und  reflektierten  Welle  liegen  in  der  Polarebene  des  gebrochenen  Strahles^ 
sind  also  die  Schnittlinien  dieser  Ebene  mit  der  einfallenden  und  reflek- 
tierten WeUenebene. 

Es  sei  hierzu  bemerkt^  daß  bei  isotropen  Medien,  da  der  Winkel 
T  =  0  wird,  die  Polarebene  mit  der  Polarisationsd)ene  des  gebrochenen 
Strahles  identisch  wird,  und  der  vorstehende  Satz  —  da  hier  jedes 
Polarisationsazimut  ein  „uniradiales"  ist,  insofern  stets  nur  ein  ge- 
brochener Strahl  entsteht  —  übergeht  in  den  folgenden: 

Die  Polarisationsrichtungen  der  einfallenden  und  der  an  der  Grenze 
zweier  isotroper  Medien  reflektierten  Welle  liegen  in  der  Polarisatioiiis- 
ebene  des  gebrochenen  Strahls; 

oder  in   einer  zur  Bestimmung   der  Polarisationsazimute    der   reflek- 
tierten und  gebrochenen  Welle  geeigneten  Form: 

Die  Polarisationsrichtungen  der  gebrodienen  und  reflektierten  Wdle 
liegen  in  der  Ebene,  welche  die  Polarisationsrichtung  der  einfallenden 
Welle  und  den  gebrochenen  Strahl  enthalt 

Beiläufig  folgen  aus  diesem  Satz  leicht  die  bekannten  Fresnel- 
schen  Formeln  für  die  Polarisationsazimute  der  an  der  Grenze  zweier 
isotroper  Medien  reflektierten  und  gebrochenen  Wellen: 
tg  fi  —  tg  p 


cos  (t  —  r)        cos  (i  +  r) 


tgiJ. 


6.  PolariBationswinkel.  Sind  die  zu  einer  gegebenen  einfallen- 
den Welle  gehörenden  uniradialen  Polarisationsazimute  g^,  g^  ^^^  ^^' 
flektierten  Welle  bekannt,  so  findet  man  aus  dem  beliebig  gegebenen 
Polarisationsazimut  €  der  einfallenden  Welle  dasjenige  g  der  reflek- 
tierten,  indem    man    den  Polarisationsvektor   der   ersteren   nach  den 

1)  1.  c.  p.  39. 
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uniradialen  Richtungen  e^,  s^  zerlegt,  aus  den  dabei  erhaltenen  Ampli- 
tuden E^,  E|  auf  Grund  der  Formel  (10)  die  entsprechenden  der  re- 
flektierten Wellen  P^,  Pg  berechnet  und  letztere,  welche  in  die  uni- 
radialen Polarisationsrichtungen  q^,  q^  der  reflektierten  Welle  fallen, 
zu  ihrer  Resultierenden  P  zusammensetzt.  Ändert  man  das  Azimut  s, 
so  werden  sich  die  Komponenten  E^,  E,,  sowie  P^,  P,  und  folglich 
auch  die  Richtung  von  P,  d.  h.  das  Polarisationsazimut  q  der  reflek- 
tierten Welle,  ebenfalls  ändern,  ausgenommen  in  dem  Falle,  daß  die 
Richtungen  von  P^,  P^  koinzidieren,  d.  h,  die  beiden  uniradialen  Pola^'i' 
sationsojgimute  g^,  p,  identisch  sind.  In  diesem  besonderen  Falle,  der 
für  einen  bestimmten  Einfallswinkel  eintreten  wird,  ändert  sich  mit 
dem  Polarisationsazimut  der  einfallenden  WeUe  nur  die  Intensität  der 
reflektierten,  nicht  ihre  Polarisationsrichtung;  die  reflektierte  Welle 
wird  also  auch  dann  in  konstanter  Richtung  polarisiert  sein,  wenn 
sich  die  Polarisationsrichtung  der  einfallenden  WeUe  sehr  schnell  in 
beliebiger  Weise  verändert;  gemäß  der  Vorstellung,  die  man  sich  von 
natürlichem  Lichte  machen  kann  (siehe  Einleitung,  §  5),  tvird  dann 
also  auch  natürliches  Licht  durch  die  Reflexion  eu  linear  polarisiertem. 
Man  nennt  daher  den  Einfallswinkel,  für  welchen  p  von  e  unabhängig 
wird,  den  Polarisationswinkd.  Wir  woUen  ihn  mit  i*,  den  zugehörigen 
Wert  pi  ^  pj  mit  p*  bezeichnen.  Letzterer  bedeutet  die  Abweichung 
der  Poiarisationsebene  des  durch  Reflexion  an  der  Kristallfläche  polari- 
sierten Lichtes  von  der  Einfallsebene. 

Die  Bedingung  Qi  =  q^,  welche  nach  vorstehendem  den  Polari- 
sationswinkel bestimmt,  lautet  zufolge  Gleichung  (12): 

(17)  co9(i*+r,)tgd,q:  .4^1^-V  =  co8(»*+r,)tgd,T^t?-'"*-^^- 
^      '^         V      •    1/  »   1      8m(t*— ri)co8di  ^      '2/08'   8m(t*— r,)co8<f. 

Als  geometrisches  Charakteristikum  ergibt  sich  aus  dem  S.  188 
bewiesenen  Satze,  daß  für  einen  unter  dem  Polarisationswinkel  ein- 
fallenden Strahl  die  Polarebenen  der  beiden  gebrochenen  Strahlen 
die  reflektierte  Wellenebene  in  einer  und  derselben  Geraden  schneiden, 
was  man  auch  so  aussprechen  kann: 

Der  unter  de^n  Pdlarisationstvinkel  reflektierte  Strahl  ist  senkrecht 
zur  Schnittlinie  der  Polarebenen  der  beiden  gebrochenen  Strahlen. 

Der  Winkel,  den  diese  Schnittlinie  mit  der  Einfallsebene  bildet, 
ist  die  Abweichung  p*. 

Man  erkennt  leicht,  daß  aus  vorstehendem  Satze  für  die  Reflexion 
an  der  Grenze  zweier  isotroper  Medien  das  bekannte  Brewstersche 
Gesetz  für  den  Polarisationswinkel  folgt;  denn,  da  hier  die  Polar- 
ebenen durch  den  gebrochenen  Strahl  hindurchgehen,  so  ist  letzterer 
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selbst  ihre  Schnittlinie,  und  es  folgt  als  Bedingung  für  den  Polarisa- 
tionswinkel, daß  der  reflektierte  Strahl  auf  dem  gdyrochenen  senkreckt 
steht,  und  zugleich  ist  ersichtlich,  daß  die  Abweichung  q*  NuU  ist. 

Übrigens  wird  in  der  Regel  auch  bei  der  Reflexion  an  nicht 
sehr  stark  doppeltbrechenden  Kristallen  der  unter  dem  Polarisations- 
winkel reflektierte  Strahl  annähernd  senkrecht  auf  den  gebrochenen 
Wellennormalen  oder  Strahlen,  und  die  Abweichung  seiHer  Polari- 
sationsebene von  der  Einfallsebene  nur  gering  sein;  denn  aus  der 
S.  188  gegebenen  Definition  der  Polarebenen  ist  ersichtlich,  daß  d«(ren 
Neigung  gegen  die  Strahlen,  zu  denen  sie  gehören,  im  allgemeinen 
von  der  (Größenordnung  der  kleinen  Winkel  zwischen  Strahl  und 
Wellennormale  ist,  und  somit  auch  die  Neigung  ihrer  Schnittlinie 
gegen  die  gebrochenen  Strahlen  selbst  nur  gering  sein  kann.  Nur 
wenn  das  isotrope  Medium,  in  dem  das  Licht  einfällt,  einen  von  den 
Brechungsindizes  des  Kristalls  wenig  verschiedenen  Brechungsindex  be- 
sitzt, werden  zufolge  Fig.  75  die  Neigungen  der  Polarebenen  gegen 
ihre  Strahlen  beträchtlich  und  kann  infolgedessen  dann  auch  die  f&r 
die  Kristallreflexion  charakteristische  Abweichung  q*  der  Polarisa- 
tionsebene des  reflektierten  Lichtes  von  der  Einfallsebene  auffällig 
große  Werte  erreichen.  Auf  diesbezügliche  Beobachtungen  werden 
wir  unten  noch  zurückkommen. 

Es  braucht  kaum  bemerkt  zu  werden,  daß  die  Abweichung  q* 
in  Strenge  verschwindet,  wenn  die  Einfallsebene  eine  optische  Sym- 
metrieehene  des  Kristalls  ist;  in  der  Tat  wird  dann  die  Polarebene 
des  einen  („ordentlichen^')  Strahls  parallel  zur  Einfallsebene,  die  des 
anderen  senkrecht  zu  derselben,  und  ihre  Schnittlinie  liegt  in  der 
EinfaUsebene  (ohne  jedoch  mit  einem  von  beiden  Strahlen  zusammen- 
zufallen). Es  kann  jedoch,  wie  Neu  mann  (l.  c.  §  20)  gezeigt  hat, 
außer  dem  Hauptschnitt  der  reflektierenden  Fläche  auch  noch  andere 
Einfallsebenen  geben,  für  welche  die  Ablenkung  q*  verschwindet. 

Man  gelangt  zur  Definition  des  Polarisationswinkels  auch  auf  Ghund 

der  Gleichungen  (14),  indem  man  die  Bedingung  dafür  aufstellt,  daß 

P 
das  Verhältnis  5^  ,    welches   das  Polarisationsazimut  der   reflektierten 

'  E 

Welle  bestimmt,  von  ^  unabhängig  wird.     Diese  Bedingung  ist: 

(p|j)Ea)_pU)E(i))(pa)EaLpU)EO))  =  (p!J>E^'-P<."E<?)(PJi>E<:'-Pii>E^") 
oder 

(E<VEi:>  -  E<i>Ei:^)(pii'pi'^  -  p^'piio = 0. 

Der  erste  Faktor  (das  D  der  Gl.  (14))  kann  nicht  verschwinden,  da 
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dies  Identität  der  nniradialen  Azimute  der  einfallenden  Welle  bedeuten 
würde;  folglich  ergibt  sich  die  Bedingung  f&r  den  Polarisations winkel : 

(17')  p^?PÜ^-Pli'pi!?  =  o, 

welche  wieder  aussagt^  daß  die  uniradialen '  Azimute  Qi,  Q^  überein- 
stimmen. 

7.  BesiehTing  zwischen  den  korrespondierenden  Folarisations- 
asimttten  der  einfallenden  und  reflektierten  Welle.  Aus  den  Glei- 
chungen (10*)  imd  (10^)  erhält  man^  wenn  man  einmal  A^,  dann 
Aj  =  0  setzt; 

El  cos  6.  =  A.  cos  0.  — .  -«  .   - »     Pi  cos  pi  =  Ai  cos  o.       •    „  •     , 
1  1  1  ^      sin  2 1      ^         ^  ^^  *  *      sm  2 1      ' 

I-  A  ^    8iö  (» +  *■*)        B  A  *    sin  (r,  —  t) 

E,  cos  £o  =  Ao  cos  Oo      .    „  .     ,     Pj  cos  p«  =  A«  cos  a,  -  .  -V^  • 
—31  I  3  X      gm  2 1      '         ^  ^^  *  *      sin  2 1 

Folglich 

Ej  cos  s^  ^  Pj  cos  pi  sin  (t  +  ^i)  ,  sin  (i  —  r,) 

E,  cos  f,  *  P,  cos  p,  ^  sin  (i  +  rj  *  sin  (t  —  r,) 

Es  seien  nun  E^^  E,  die  nach  den  uniradialen  Azimuten  genom- 
menen Komponenten  der  nach  einem  beliebigen  Azimute  €  gerichteten 
Amplitude  E  der  einfallenden  Welle,  und  ebenso  Pj,  Pg  die  Kompo- 
nenten der  Amplituden  der  entsprechenden  reflek- 
tierten Wellen.  Dann  gilt  (siehe  Fig.  76) 
E,  ^  8in(£-~  f.)        Pj  ^  sin  (p  —  p,) 

E,        sin  (Cj  ~  «) '      P,        sin  (pj  —  q) 
und 

Et  cos  £,    ^  tg  £  —  tg  g,  Pi    cos  Q^    ^  %  p  —  tg  p,  ^^       ^^ 

E,  cos  f,        tg  f,  —  tg  a  '      P,  cos  9,        tg  pj  —  tg  9*  *• 

Durch  Einsetzen  dieser  Werte  in  die  oben  gefundene  Propoi^ion  er- 
gibt sich  nun  folgende  Beziehung^)  zwischen  den  korrespondierenden 
Werten  von  €  und  p: 
(18)^tg£tg(»  +  J?tg5  +  Ctgp  +  i>  =  0,  oder  tgp f  J^-J^' 

worin  A,  B,  C,  D  bei  gegebener  Orientierung  der  spiegelnden  Fläche 
und  Richtung  der  einfallenden  Welle  Konstanten  sind,  die  nach- 
stehende Werte  haben: 

A  =  Jf  ~  N,      B  =  NtgQ^-MigQ^,      C  =  -Mtgei  +  Nig£^, 

D  -  Jlf  tg  £,  tg  Pj,  -  iV^tg  €^  tg  pi, 

wobei  gesetzt  ist: 

M  =  — -^— +  ^'^      N  =  ®^^-^-  -  *"*-  • 
_  sin  (i  +  r^) '  Bin  (t  —  r,) 

1)  F.  Neumann,  1.  c.  p.  51,  142. 
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Die  Gleichung  (18)  hat  die  geometrische  Bedeutung;  daß  die 
sämäichen  korrespondierenden  Polarisationsebenen  der  einfallenden  und 
der  refleJctierten  WellCy  welche  man  durch  die  einfallende  und  reflektierte 
Wellennormale  legen  kann,  zwei  pt'ojektivische  Ebenenbüschd  bilden. 

Hieraus  folgt  unmittelbar^  daß  die  Durchschnittslinien  korrespon- 
dierender Polarisationsebenen  der  einfallenden  und  reflektierten  Welle 
einen  Kegel  zweiten  Grades  erfüllen;  der  durch  die  einfallende  und 
reflektierte  Wellennormale  hindurchgeht*);  femer  der  Satz,  daß  es 
zwei  zueinander  senkrechte  Polarisationsazimute  der  ein&llenden  Welle 
von  der  Art  gibt,  daß  die  ihnen  entsprechenden  Polarisationsazimute 
der  reflektierten  Welle  ebenfalls  aufeinander  senkrecht  stehen.  (^^Haupt- 
azimute'^  Cornus.)  Ist  der  Einfallswinkel  gleich  dem  Polarisations- 
winkel, so  artet  der  erwähnte  Kegel  in  zwei  Ebenen  aus,  von  denen 
die  eine  durch  den  einfallenden,  die  andere  durch  den  reflektierten 
Strahl  hindurchgeht. 

Es  würde  hier  zu  weit  führen,  ausführlicher  auf  die  analytischen 
Entwicklungen  Neumanns  und  die  geometrischen  Sätze  Mac  CuUaghs 
und  Cornus  über  das  Problem  der  Eristallreflexion  einzugehen.  Doch 
sei  noch  auf  zwei  Folgerungen  hingewiesen,  welche  charakteristische 
Unterschiede  der  Kristallreflexion  gegenüber  der  Reflexion  an  isotropen 
Medien  betreffen. 

Bei  letzteren  verschwindet  die  bei  der  (nicht  senkrechten)  Reflexion 
eines  linear  polarisierten  Strahls  im  allgemeinen  stattfindende  Drehung 
der  Polarisationsebene  {q  —  s)  immer  dann,  wenn  der  einfallende  Strahl 
parallel  oder  senkrecht  zur  Einfallsebene  polarisiert  (f  =«  0  oder  90®)  ist. 
Dies  ist  bei  der  Beflexion  an  Kristallen  im  allgemeinen  nicht  der  Fall; 
denn  zufolge  der  Gl.  (18)  wird  q  nicht  =  0  oder  90®,  wenn  £  =  0  bez. 
90®  ist.  Es  gibt  jedoch  bei  einer  gegebenen  Kristallfläche  gewisse 
Richtimgen  des  einfallenden  Strahls,  für  welche,  wenn  £  =  0  oder  90® 
ist,  keine  Drehung  der  Polarisationsebene  eintritt;  dieselben  erfüllen, 
wie  F.  Neumann  (in  §  21  der  mehrerwähnten  Abhandlung)  gezeigt 
hat,  zwei  Kegel  dritter  Ordnung. 

Zweitens  findet  auch  bei  der  Reflexion  unt^  senkrechter  Inzident 
eine  Drehung  der  Polarisationsebene  statt;  denn  wenn  man  in  diesem 
Falle  die  Azimute  b  und  q  von  einer  der  beiden  zueinander  senk- 
rechten Polarisationsebenen  der  gebrochenen  Wellen  an  rechnet  (so 
daß  z.  B.  £j  =  (>j  =  0,  f  1  =  Pi  =  90®  wird)  und  die  den  letzteren  ent- 

1)  Dieser  Kegel  ist  eingehend  untersucht  von  A.  Cornu,  Ann.  Chim.  Phys. 
(4)  11  (1867),  p,  329  ff. 
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sprechenden  Brechungsindizes  mit  n^,  n^  bezeichnet^  so  reduziert  sich 
die  Relation  (18)  auf: 

(i8'j  tgp=tg..iim(|)=^:3-+;:.tg.=fc^tg., 

welche  Formel  sich  auch  direkt  daraus  ergibt,  daß   -*-r— ^  das  Schwä- 

dmngsverhältnis  der  Amplitude  der  Welle  vom  Brechungsinde^  n^  hei 

senkrechter  Beflexion  ist.  Die  größte  Drehung  tritt  ein  für  tg  £  =  — 
und  hat  den  Betrag  ^ 

(18")  (^-^w  =  ±^vr 

Diese  Drehung  der  Polarisationsebene  bei  senkrechter  Inzidenz  ist 
zuerst  von  Senarmont')  am  Kalkspat  beobachtet  worden.  Ferner 
liegen  Messungen  derselben  von  Cornu*)  an  einer  Spaltungsfläche 
Ton  Kalkspat  und  einer  Pyramidenfläche  Ton  rhombischem  Schwefel 
vor.  Derselbe  fand  für  (p  —  £)mäx.  an  ersterer  den  Wert  3^17',  an 
letzterer  3M1',  während  die  Berechnung  die  Werte  3H8'  bezw.  3^48' 
ergibt. 

8«  Spezialisierung  für  optisoh  einachsige  Kristalle.  Die  Lage 
der  optischen  Achse  gegen  die  Grenzfläche  des  Kristalls  und  die  Ein- 
fallsebene sei  durch  die  Winkel  (Z*Z)  =  d"  und  das  Azimut  g  der 
Ebene  Z'Z  gegen  die  Einfallsebene  in  derselben  Weise  festgelegt,  wie 
in  Kap.  IV,  §  5,  11  B,  S.  105.  Setzt  man  die  dort  angegebenen  Werte 
der  Richtungskosinus  a^,  Og  •  •  •  in  die  Ausdrücke  (30),  Kap.  11,  §  19, 
für  die  Parameter  a^j^  ®^^  ^^^  ^^^^^  ^  diesen  zugleich  a  =  6  =  o,  c«e, 
Bo  erhält  man  für  die  in  der  Grenzbedingung  (10'^)  vorkommenden 
Größen  a^,,  Og^,  a^^  folgende  Werte: 

«11  =  0^  +  (e^  —  0^)  sin*  -Ö*  cos^  g, 

(19)  «31  =  (e^  —  0^)  sin  ^  cos  d  cos  g, 
^18  '^  (ß^  ~~  ^*)  ^^^  -fr  sin  g  cos  g . 

Der  Faktor  von  ^A_«^*"^  in  (10^)  wird  also: 

(20)  0*  cos  r^  sin  S^  +  (e^  —  o*)  sin  ^  cos  J  •  (sin  ^  cos  g  cos  r^  sin  d^ 

+  sin  &•  sin  g  cos  d^  —  cos  0*  sin  r^  sin  dj . 

Beziehen  wir  den  Index  ^  auf  den  ordentlichen  Strahl,  so  ist  d^  der 
Winkel  zwischen  der  Einfallsebene  und  der  durch  den  gebrochenen 

1)  De  Senarmont,  Ann.  Chim.  Phys.  (.3)  20  (1847),  p.  428. 

2)  A.  Cornu,  Ann.  Chim.  Phys.  (4)  11  (1867),  p.  884—385. 
Poe  kell,  KristaUoptik.  13 
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sin  9"  sin  ^ 


ordentlichen  Strahl  Q^  und  die  optische  Achse  Z  gelegten  Ebene,  und 
man  erhält  aus  dem  sphärischen  Dreieck  Z'Q^Z  (Fig.  77),  wenn 
(Q^Z)  =  g?^  gesetzt  wird, 

cos  -Ö"  =  cos  r^  cos  q)^  +  sin  r^  sin  q>j^  cos  d^ , 
cos  9?i  =  cos  -9"  cos  rj  +  sin  d"  sin  r^  cos  J,     sin  gj^  = 
(21)  cotg  0-  sin  r^  =  cos  r^  cos  5  +  sin  5  cotg  dj , 

woraus  ersichtlich  ist,  daß  der  mit 

((T  —  0^)  sin  0"  cos  J 
multiplizierte  Klammerausdruck  verschwin- 
det.    Somit   reduziert   sich    der   Ausdruck 
(20)  auf  0^  cos  r^  sin  S^ ,  oder  der  Faktor 
von  Ai  in  (10^)  auf 
(22)  i\  =  sin  r^  cos  r^  sin  <3\ , 

was  auch  aus  (10'**)  folgt,  wenn  man  darin, 
der  Koinzidenz  des  ordentlichen  Strahls  mit 
Flg.  77.  seiner  Wellennormale  entsprechend,  r^  =  0 

setzt. 
Für  den  Faktor  von  Ag  erhält  man  zunächst: 

p^  =  — ,  COS  r^  sin  r,  sin  * 2  +  '     2     sin  r^  sin  '9'  cos  g  • 

•  [  (sin  d-  cos  5  cos  r^  —  cos  0*  sin  r^)  sin  dg  +  sin  -ö*  sin  £;  cos  dj } ; 
berücksichtigt    man    aber,    daß    q^^  =  0*  +  (e^  —  0^)  sin^  q>^ ,    ferner 
ö^—  2    der  Winkel  Z'Q^Z  (Fig.  77)    ist,    und  daß  daher   aus  dem 
Dreieck  Z'Q.Z  (analog  wie  (20)  aus  Z'Q^Z)  die  Relation  folgt: 
(21')  cotg  %•  sin  rj  =  cos  y\  cos  £;  —  sin  J  tg  dg , 

so  läßt  sich  vorstehender  Ausdruck  zusammenziehen  zu 


.     s.    ,  c* — o*/8in*'9"sintco8i;        .    , 
|)g=sinr2Cosr2smdj+-^^(^ —^^ --« 


sm'  gjj  cos  r^  sm  ö^  \  sin  r^ 


dg)  sii 


(22')    =  sin  rg  cos  r^  sin  dg  +  -     «—  sin  9>8  (sin  ^  cos  g + singjj  cos  rg  sin  dg)8in  r^ 

=  sin  rg  cos  r^  sin  dg  +     —^-  sin  9>g  cos  gjg  sin*  r^ . 
-  ^» 
Da  nach  Kap.  I,  §  4,  Gl.  (5'),  in  unseren  jetzigen  Bezeichnungen 

0« ßt 

±  tg  ^^2  =  "T «~  ^^^  9>«  ^^^  ^2 

ist,  so  kann  man  schließlich  auch  schreiben 

(22")  pg  =  sin  i-g  (cos  r^  sin  dg  +  sin  rg  tg  Tg) , 

woraus  die  Übereinstimmung  mit  (10'*)  ersichtlich  ist. 


(24)' 
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Für  die  uniradialen  Äzimnte  fj,  (pj  der  ordentlichen  Welle  erhält 
man  nun,  indem  man  in  (12)  Tj  =  0  setzt,  die  Gleichungen: 
(23')  tgf,  =  co8(i-Otgd,, 

(23^j  tg(>i  =  -cos(2  +  rJtg(J,. 

Hierin  kann  man  noch  mit  Hilfe  der  aus  dem  Dreieck  ZQ^Z'  fol- 
genden Gleichung  (21)  tg  8^  durch  die  unmittelbar  gegebenen  Größen 
Tj,  S,  0^  ausdrücken  und  erhält: 

(23'»)  tg  e,  =-  cos  (i  -  r^)  -. -p^ ,, 

^       ^  *=•    *  ^  *^  sm  rj  cotg  0"  —  cos  r^  cos  ^' 

(23'^)  tg(>i  =  -cos(t  +  rJ   .-     —r-^ -.' 

^  °  *•  *  ^     '      ^^  sm  r,  cotg  ^  —  cos  r,  cos  ^ 

In  den  Ausdrücken,  welche  die  Formeln  (12)  für  tg  £3  und  tg^jg  liefern: 

sin   }*  o        ß 

I  tg  £,  =  COS  {i  -  r,)  tg  d,  +  ^.^^.-^yj^^---,-  sin  q>,  cos  9,, 

tg  9, cos  (i  +  r,)  tg  d,  +  ^^^  ^i— :^)',,3  ^^  -  g-,  -  sin  9,  cos  9, , 

kami  man  tg  ä^  mittels  der  Relation  (21')  durch 

cos  Tj  cos  ^  —  cotg  d  sin  r , 
sin^ 

ersetzen  und  femer  unter  Benutzung  der  Beziehungen 

--/-  sin«  (r,  =  "*        1  =  (ri^V  ^  1  =  ,^in  (r,^r,)  sin  (r,+r,) 
g«  ^^       </j  \8inr,/  sin'r, 

und 

.  cos  0,  /        .        ^  .  ^      .  X 

cotg  ^g  ==  —  ^^^  *  (cotg  d-  COS  r,  +  cos  g  sin  r,) 

auch  in  dem  zweiten  Gliede  alles  durch  ifr^fT^jd-,  g  ausdrücken,  und 
gelangt  so  zu  den  Formeln: 

/oj'a\       X                      /  •          \  COS  r-  cos  ^  —  cotff  -O"  sin  r, 
(24  •)      tg  «,  -  cos  (t  -  »•,) '  -^f^ ' 

sin  (r,  —  r,)  sin  (r,  +  r,)  ,         .  ,      •     «    - 

-  8ih(r+-r,y8in fi^*  -  («««  ^  ««»  r,  +  ein  *  sin  r,  cos  £), 

{24'")      tg  (,j  ^ cos  (t  +  r,)  ^"^'  cos^f -cotg * 8in r, 

sin  (r,  —  r,)  sin  (r,  +  rJ)  .         _  ,      .     ^     •  .:.n 

-  -dB  (.--;.)  Binfsilfr    («««  *  «««  r,  +  Sin  *  sin  r,  cos  g). 

9.  Beobaohtungen«  Über  uniradiale  Polarisationsazimute  hat 
zuerst  F.  Neumann  ^)  an  einer  frischen,  sorgfältig  rein  erhaltenen 
Spaltfläche  von  KaUcspat  Beobachtungen  ausgeführt,  und  zwar  in  der 

1)  F.  Neumann,  Pogg.  Ann.  42  (1837),  p.  9. 

18* 
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Weise,  daß  er  parallele  Strahlen  durch  ein  drehbares  Nicol  unter  ver- 
schiedenen Einfallswinkeln  und  Azimuten  der  Einfallsebenen  auf  die 
Spaltfläche  fallen  ließ  und  jedesmal  diejenigen  Stellungen  des  Nicola 
bestimmte,  für  welche  entweder  der  außerordentliche  oder  der  ordent- 
liche gebrochene  Strahl  verschwand.  Um  letztere  getrennt  beobachten 
zu  können,  hatte  er  an  den  Kalkspat  eine  unter  etwa  20®  gegen  die 
Spaltfläche  geneigte  Fläche  angeschliffen  und  das  so  gebildete  Prisma 
durch  ein  kleines  Glasprisma  möglichst  achromatisiert  (die  Beobach- 
tungen wurden  mit  weißem  Licht  augestellt). 

Für  eine  Spaltungsfläche  des  Kalkspates  ist  d-  =  44^36,5',  also 
cotg-Ö"  nahe  gleich  1.  Für  nicht  sehr  große  Einfallswinkel  nimmt 
daher  nach  (23'*)  tg  €^,  wenn  g  von  0®  an  wächst,  zunächst  kleine 
negative  Werte  an,  welche  schnell  wachsen  und  für  das  durch 

cos  g  cos  r^  =  cotg  ^  sin  r^ 
bestimmte  Azimut  —  oo  erreichen:  von  da  an  ist  tg  t^  positiv  und 
nimmt  ab  von  +  oo  bis  0,  während  g  bis  180®  wächst.  (Es  ist  zu 
bemerken,  daß  für  £  =  0  der  im  Hauptschnitt  einfallende  Strahl  gleich- 
sinnig mit  der  optischen  Achse,  für  £  =  180*^  im  entgegengesetzten 
Sinne  geneigt  ist.)  tg  e^  nimmt  von  +  oo  bis  —  oo  ab,  während  J 
von  0  bis  180*^  wächst.  Nachstehende  Tabelle  gibt  für  einige  Azimute 
und  für  den  Einfallswinkel  i  =  45®  die  von  Neumann  beobachteten 
und  berechneten  Azimute  ^^  und  s^  an,  um  den  Gang  ihrer  Verände- 
rung zu  veranschaulichen  und  die  Übereinstimmung  der  Beobachtungen 
mit  der  Theorie  zu  zeigen: 


L. 


beobachtet 


0 
1800 


—  72*88' 
+  66«  26' 
4- 31  «63' 


berechnet    |  beobachtet  |    berechnet 


—  90« 

—  72«36' 
+  66«  20,6' 
4-  31«62' 

0 


+  16«28' 

—  22«28' 

—  56«  27,6' 


+  90« 
+  16«26' 

—  22«38' 

—  66«31' 

—  90« 


Auch  die  übrigen  Messungen  Neumanns  bestätigten  die  Theorie  in 
ausgezeichneter  Weise.  Weniger  vollkommen  war  die  Übereinstim- 
mung bei  den  umfangreichen  späteren  Beobachtungen  von  Glazebrook, 
welche  an  polierten  Flächen  angestellt  wurden  und  daher  wahrschein- 
lich durch  fremde  Oberflächenschichten  beeinflußt  waren.*) 

1)  R.  T.  Glazebrook,  Phil.  Trans.  173  (1882),  p.  696.  Vergl.  dazu  C.  Spnrge, 
Proc.  Roy.  Soc.  41  (1886),  p.  463;  42  (1887),  p.  242,  sowie  die  S.  181  zitierten 
Abhandlungen  von  P.  Drude. 
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Über  den  Polarisationswinkel  und  die  Ablenkung  der  Polarisations- 
ebene des  unter  diesem  Winkel  reflektierten  Lichtes  lagen  bereits  vor 
Erscheinen  der  Neumannschen  Theorie  zahlreiche  sorgfältige  Beobach- 
tungen von  Seebeck^)an  natürlichen  und  künstlichen  Kalkspatflächen 
vor,  welche  Neumann  zu  einer  Prüfung  seiner  theoretischen  Folge- 
rungen verwerten  konnte.  Die  durch  Gleichsetzen  von  tg  q^^  und  tg  q^ 
zu  gewinnende  Gleichung,  welche  den  Polarisationswinkel  i*  definiert 
(siehe  S.  189),  ist  auch  für  einachsige  Kristalle  im  allgemeinen  Falle 
zu  kompliziert,  um  eine  strenge  Berechnung  desselben  zu  gestatten. 
Doch  läßt  sich,  wenn  man  höhere  Potenzen  von  e*  —  o',  als  die  erste, 
vernachlässigt,  die  Näherungsformel  gewinnen^): 

.ck^^  •   9  •*  1        ,    e* — 0*0*  cos*-^  —  Bin* -^ cos* ^ 

(2o)  sm*  t*  =  V  I     «  +  i     -  4 i— f  -t     ^• 

^     ^  1 4"  0*    '    1  —  0*  1  -f-  o" 

Wie  dieselbe  zeigt  und  sich  übrigens  auch  aus  der  strengen  Gleichung 
beweisen  läßt,  ist  der  Polarisationswinkel  der  gleiche  für  je  vier  Azi- 
mute +  ^,  ;r  +  &,  die  symmetrisch  zum  Hauptschnitt  und  zu  der  zu  ihm 
senkrechten  Ebene  liegen,  ein  Satz,  der  schon  aus  den  ersten  Beobach- 
tungen über  Kristallreflexion  von  Brewster^)  hervorging.  Es  genügt 
daher  die  Untersuchung  von  i*  in  einem  Quadranten.  Die  Beobachtungen 
von  Seebeck  an  einer  Kalkspatspaltungsfläche  und  ihre  Berechnung 
durch  Neumann  führten  zu  folgenden,  die  Theorie  wieder  in  aus- 
gezeichneter Weise  bestätigenden  Resultaten: 


0 

90« 


I   t*  beobachtet 


67^9,7' 
57H6,9' 


berechnet 


67»20,1' 
67042,4' 


bS^BSy  \  68<>34,9' 
59<>29,1'  I  69030,1' 
59*60,9'         I         690  68,4' 


Auf  eine  sehr  einfache  Form  läßt  sich  die  Gleichung  für  den 
Polarisationswinkel  ohne  Vernachlässigungen  (jedoch  durch  eine  ziem- 
lich umständliche  Rechnung)  reduzieren,  wenn  das  Azimut  £  =  0  oder 
=  180^  ist,  d.  h.  wenn  die  Einfallsebene  detn  Hauptschnitt  der  reflektie- 
renden Fläche  parallel  ist,  nämlich  (für  den  allgemeineren  Fall,  daß 
die  Lichtgeschwindigkeit  im  äußeren  Medium  nicht  1,  sondern  q^  ist): 


1)  A.  Seebeck,  Pogg.  Ann.  21  (1831),  p.  290;  22  (1831),  p.  126.     Ferner 
Pogg.  Ann.  38  (1836),  p.  276;  40  (1837),  p.  462. 

2)  F.  Neumann,  1.  c.  p.  43. 

3)  D.  Brewßter,  Phil.  Trans.  1819,  p.  145. 
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(25») 


sin'  i  ■  = 


1  <^o2  _  ^s)  coB«-^  +  (^«^  —  e*)  sin«  ^ 


Diese  Formel  wurde  schon  von  Seebeck  aufgestellt  und  durch  seine 
Beobachtungen  an  verschieden  orientierten  Flächen  bestätigt  gefunden. 
Geometrisch  ist  der  Polarisationswinkel  für  diesen  Fall  definiert  als 

derjenige  Einfallswinkel,  für  den 
der  reflektierte  Strahl  senkrecht 
zur  Schnittlinie  der  Polarebene 
des  außerordentlichen  Strahls  mit 
der  Einfallsebene  ist  (SJK  in 
Fig.  78),  da  hier  die  Polarebene 
des  ordentlichen  Strahls  mit  der 
EinfaUsebene  zusammenfällt. 

Endlich  hat  Neumann  die 
von  Seebeck  für  das  Azimut 
g  =  90®  angestöllten  Messungen 
zur  Prüfung  der  allgemeinen 
Formel  benutzt  und  ebenfalls  befriedigende  Übereinstimmung  gefunden. 
Die  Abweichung  q*  der  Polarisationsebene  des  durch  Reflexion 
vollständig  polarisierten  Lichtes  von  der  Einfallsebene  kann  aus  der 
Formel  23''  oder  23'**  berechnet  werden,  indem  man  darin  i  =  i*  setzt. 
Sie  verschwindet,  wie  schon  die  Symmetrie  verlangt,  wenn  J  =  0  oder 
180®  ist,  d.  h.  für  Einfall  im  Hauptschnitt,  außerdem  aber,  wie  die 
nähere  Untersuchung  zeigt,  für  die  durch  die  Bedingung 


Fig.  78. 


cos  £'  = 


cotg-ö" 


bestimmten  Azimute.  Solche  existieren  indessen  offenbar  nur  für 
Flächen,  deren  Normale  gegen  die  optische  Achse  einen  den  Wert 
arctg  Q  überschreitenden  Neigungswinkel  besitzt.  Beim  Kalkspat  be- 
trägt dieser  Wert  in  Luft  3P5',  die  Bedingung  ist  also  für  die  Spal- 
tungsfläche erfüllt.  Das  Maximum  der  Abweichung  beträgt  hier  bei 
Reflexion  in  Luft  nicht  ganz  4^  An  einer  zur  Achse  parallelen  Fläche 
verschwindet  ()*  auch  für  £;=90'^;  einige  der  für  diesen  Fall  von  See- 
beck  beobachteten  Werte  nebst  den  von  Neumann  berechneten  sind: 


p*  beobachtet        q*  berechnet 


0 
2240 

90^ 


0 

2H8' 

3^5r 

2  »46' 
0 


0 
2»4ö,o' 
407,5' 
3»  2,5' 

0 
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Weitere  Beobachtungen  von  gl*  an  Spaltflächen  von  Kalkspat  haben 
Cornu  (1.  c.  p.  96),  Conroy^)  und  Drude*)  ausgeführt.  Während 
die  Abweichung  q*  bei  der  Reflexion  in  Luft  immer  sehr  gering  ist, 
kann  sie,  wie  schon  S.  190  erläutert  wurde,  in  stark  brechenden 
Flüssigkeiten  sehr  große  Beträge,  ja  sogar  90^  erreichen.'  In  der  Tat 
entdeckte  auch  Brewster  die  in  Rede  stehende  Erscheinung  dadurch, 
daß  er  die  Reflexion  an  einer  Kalkspatfläche  in  Cassiaöl  beobachtete. 
Diese  Beobachtungen  sind  von  Neumann  einer  eingehenden  theore- 
tischen Diskussion  unterzogen  worden  und  auch  im  wesentlichen,  d.  h. 
soweit  bei  der  noch  unvollkommenen  Versuchsanordnung  zu  erwarten 
war,  mit  der  Theorie  im  Einklang  gefunden  worden.  F.  Neumann 
hat  bei  dieser  Untersuchung  besonders  den  eigentümlichen  Fall  her- 
vorgehoben, daß  der  Brechungsindex  des  äußeren  Mediums  genau 
gleich  dem  des  ordentlichen  Strahls  im  Kristall  ist,  und  hat  gezeigt, 
daß  dann  unter  jedem  EinfaUsivinkel  vollständig  polarisiertes  Licht  re- 
flektiert imrd,  einerlei  ob  das  einfallende  Licht  polarisiertes  oder  natür- 
liches ist.  Es  ist  also  in  diesem  Falle  der  Polarisationswinkel  völlig 
imbestimmt.  Dieses  Resultat  —  welches  schon  in  Kap.  IV,  S.  118, 
erwähnt  wurde  —  wird  verständlich  durch  die  Erwägung,  daß,  wenn 
das  einfallende  Licht  im  uniradialen  Azimut  e^  des  ordentlichen  Strahls 
polarisiert  ist,  so  daß  im  Kristall  nur  letzterer  entsteht,  der  Strahl 
ungebrochen  eintritt  und  gar  keine  Reflexion  zustande  kommt,  woraus 
folgt,  daß  die  Intensität  der  im  uniradialen  Azimut  q^  polarisierten 
Komponente  des  reflektierten  Lichtes  unter  allen  Umständen  ver- 
schivindet,  und  letzteres  somit  stets  im  Azimut  g^  vollständig  polari- 
siert ist,  welches  in  diesem  Falle  identisch  ist  mit  demjenigen  der 
außerordentlichen  Welle,  die  im  Kristall  in  der  Richtung  des  reflek- 
tierten Strahls  fortschreiten  würde.®) 

10.  Polarisation  einer  aus  einem  Kristall  in  ein  isotropes 
Medium  austretenden  "Welle.  Wir  wollen  jetzt  den  Fall  betrachten, 
daß  das  Medium,  in  welchem  die  gegebene  WeUe  einfällt,  doppelt- 
brechend, das  zweite  Medium  dagegen  einfach  brechend  ist.  Zu 
untersuchen  ist  insbesondere  der  Polarisationszustand  der  in  letzteres 
Medium  austretenden  Welle.  Will  man  die  yorausselzung  nur  einer 
im  Kristall  auf  die  Austrittsfläche  einfallenden  Welle  etwa  mittels 
einer  plauparallelen  Platte  oder  eines  Prismas  realisieren,  so  muß  man 


1)  J.  Conroy,  Proc.  Roy.  Soc.  40  (1880),  p.  173. 

2)  P.  Drude,  Wied.  Ann.  38  (1889),  p.  265. 
.3)  F.  E.  Neumann,  1.  c.  p.  66. 
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auf  dessen  andere  Grenzfläche  eine  in  einem  tmiradialm  Azimut  po- 
larisierte Welle  auffallen  lassen;  eine  beliebige  einfallende  Welle  würde 
gwei  Wellen  im  Kristall  erzeugen,  auf  deren  jede  die  folgende  Be- 
trachtung anzuwenden  wäre. 

Die  einfallende  Welle  erzeugt  an  der  Austrittsfläche  im  allgemeinen 
zwei  im  Kristall  reflektierte  Wellen  und  eine  in  das  isotrope  Außen- 
medium gebrochene  WeUe,  deren  Normalenrichtungen  sich  mittels  der 
S.  94  erörterten  Mac  Cullaghschen  Konstruktion  bestimmen;  in  Fig.  32 
wäre  im  vorliegenden  PaU  die  Grenzkurve  C  ein  Kreis.  Sollen  beide 
reflektierte  WeUen  zustande  kommen,  so  muß  die  Normale  der  ein- 
fallenden Welle,  falls  diese  die  schnellere  ist,  innerhalb  des  in  Kap.  IV, 
§  3  betrachteten  „Kegels  der  einfachen  inneren  Reflexion'^  liegen;  dies 
wollen  wir  jetzt  voraussetzen,  und  außerdem  bezüglich  des  Brechungs- 
index des  äußeren  Mediums,  daß  er  groß  genug  ist,  um  bei  dem  ge- 
gebenen Einfallswinkel  an  der  gegebenen  Grenzfläche  überhaupt  eine 
Welle  austreten  zu  lassen.  Dann  sind  in  die  aUgemeinen  Grenz- 
bedingungen (9)  oder  (9')  vier  Wellen  einzuführen  und  zwar  eine  ein- 
fallende und  zwei  reflektierte  im  Kristall  (auf  den  sich  jetzt  der  Index  ^ 
bezieht),  eine  gebrochene  im  isotropen  Medium.  Ihre  Amplituden 
seien  bezw.  E',  Pi,P2,A',  die  Polarisationsazimute  «',  (jj,  p^,  d',  die 
Winkel  der  Wellennormalen  mit  dem  vom  Kristall  nach  außen  ge- 
richteten Einfallslot  i',  r^,  r^,  r.  Führen  wir  noch  Abkürzungen 
Z,  m,  n,2>  ein  für  die  Faktoren,  die  denen  von  \  und  A,  in  den 
Gleichungen  (10)  analog  gebildet  sind,  so  lauten  jetzt  die  Grenz- 
bedingungen:' 

ET    +PJi    +  PJi   =  A'  cos  r  cos  d', 

E'm'  +  PiWi-fP,W2  =  A'sind', 
^     ^  I  E'n'  +  P^Wi  +  Pjng  =  A'  sin  r  cos  d', 

I  E'p'  +  PiJPi  +  P2P2  =  A'  sin  r  cos  r  sin  d\ 

Bekannt  sind  E',  i\  €  r,  r^,  r^,  Qi,  Q2,  wobei  zu  bemerken  ist,  daß  letztere 
sechs  Größen  bei  gegebener  Eichtung  der  einfallenden  Welle  noch 
verschiedene  Werte  haben,  je  nachdem  letztere  die  schnellere  oder 
langsamere  Welle  ist;  zu  berechnen  sind  Pi,P2,  A'  und  d\ 

Das  Hauptinteresse  knüpft  sich  wieder  an  das  der  Beobachtung 
leicht  zugängliche  Polarisationsazimui  der  austretenden  Welle  ö\  und 
dieses  läßt  sich  in  folgender  Weise  durch  wiederholte  Benutzung  der 
Potierschen  Relation  in  der  Form  (11),  S.  184,  leicht  berechnen.  Wir 
führen  hierzu  noch  diejenigen  Größen  l  =  V,  m  =  w",  n  =  n",  p  =^p' 
ein,  welche  sich  auf  die  zur  einfallenden  Welle  gehörende  Hilfstcdle 
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(siehe  S-  95)  beziehen  und  als  bekannt  anzusehen  sind,  da  der  Ein- 
fallswinkel i"  und  die  Geschwindigkeit  q'  der  Hilfs welle  und  damit 
dann  auch  ihr  Polarisationsazimut  e''  durch  die  gegebene  einfallende 
Welle  mit  bestimmt  sind.  Mit  diesen  Orößen  in  der  Reihenfolge 
n\p\  V'y  m"  multiplizieren  wir  die  vier  Gleichungen  (26)  und  addieren 
sie  sodann.  Dabei  wird  die  linke  Seite  Null;  denn  die  Potiersche 
Relation,  angewandt  auf  die  Hilfs  welle  in  Kombination  erstens  mit 
der  einfallenden,  zweitens  und  drittens  mit  je  einer  der  beiden  reflek- 
tierten Wellen,  ergibt: 

n  l  +  p  m  +1  n  +  m  p  ^Oj 

n'li  +p'm^  +  Thj  +  w"jPi  =  0, 

n'l^  +  p'm^  +  Z"nj  +  m'p^  =  0. 
Somit  erhalten  wir  das  Resultat 

0 «=  A' { n" cos  r  cos 6' •\-p"  sin d'  +  X' sin r cos  d'  +  m'  sin r  cos  r  sin 8' \ 
oder  (da  A'  nicht  =  0  ist) 

,     ^,  n"  cos  r  +  V  sin  r 

^  m   8inrcosr+j3   ' 

was    durch  Einsetzen    der   Werte  von   ?",  w",  w",  p'  (welche   unter 
entsprechender  Änderung  der  Indizes  aus  den  Formeln  (10*,  ^,  *^)  und 
(10'*)  abgelesen  werden  können)  übergeht  in 
m  »^  tff  d' -C0Bg'sin(r  +  O 

Ist  die  einfallende  Welle  die  bisherige  (durch  den  Index  "  be- 
zeichnete) Hilfswelle  —  also  jene  zweite  Welle  im  Kristall,  welche  die 
gleichen  reflektierten  Wellen  erzeugt  — ,  so  ist  die  Richtung  der  ge- 
broehenen  Welle  dieselbe,  aber  ihr  Polarisationsazimut  ö"  ein  anderes, 
und  zwar  wird  es  durch  bloße  Vertauschung  der  Indizes  '  und  "  erhalten, 
ist  also  gegeben  durch: 

(27")  tgr-    ■     .:      ~T''f^^tJ-   .-.     '• 

^        ^  ®  sme  8in(r+»)co8(r — t)±Bin*t  tgr 

Wir  wollen  nun  den  Weg  des  Lichtes  umgekehrt  denken,  d.  h. 
annehmen,  daß  eine  Welle  W,  aus  dem  isotropen  äußeren  Medium 
kommend,  unter  dem  Winkel  r  auf  die  Grenzfläche  des  Kristalls 
auffällt.  Dieselbe  erzeugt  dann  im  Kristall  im  allgemeinen  zwei  ge- 
brochene Wellen  W^,  W^j  welche,  abgesehen  von  den  Amplituden  und 
der  gerade  entgegengesetzten  Fortpflanzungsrichtung,  mit  der  zuvor 
betrachteten  einfallenden  Welle  TT'  und  ihrer  Hilfswelle  TT"  identisch 
sind.  Wie  wir  in  §  5  sahen,  gibt  es  dann  zwei  „uniradiale"  Polari- 
sationsazimute ^1,  fg   dieser  einfallenden  Welle,  für  welche  entweder 
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nur  Wi  oder  nur  W^  entsteht.     Dieselben  bestimmen  sich  durch  die 
erste  der  Formeln  (12),  S.  185,  worin  jetzt  aber  zu  setzen  ist 
i  =  r,     ri=-f,     r^^i'\     *i  = «';     *2  ==  «",     ^1=^';     Tg  «  t". 
Der  Vergleich  der  so  erhaltenen  Ausdrücke  mit  (27*)  und  (27^') 
zeigt  nun,  daß  gilt: 
(28)  tg  £i  =  —  cotg  ä'\         tg  fj cotg  d\ 

also  d'  sich  von  e^  und  S"  sich  von  e^  um  9(fi  unterscheidet.  Dieses 
von  Potier^)  abgeleitete  Gesetz  besagt,  in  Worten  ausgedrückt, 
folgendes: 

Eine  ans  einetn  Kristall  in  ein  angrenzendes  isotropem  Medium 
austretende  Welle,  iv eiche  aus  einer  im  Kristall  einfallenden  Welle  W' 
erzeugt  wird,  ist  senkrecht  zu  derjenigen  Welle  polarisiert,  welche,  in 
entgegengesetzter  liichtung  aus  deni  isotropen  Medium  einfallend,  im 
Kristall  nur  die  zu  W'  gehörige  Hilfswelle  W"  erzeugen  tvürde. 

Mit  Benutzung  der  in  §  5  (S.  188)  abgeleiteten  Beziehung  des  uni- 
radialen Azimuts  zu  der  Polarehene  der  gebrochenen  Welle  läßt  sich 
dieser  Satz  auch  kürzer  so  aussprechen: 

Die  Schwingungsrichtung  der  austretenden  Welle  ist  die  Schnittlinie 
ihrer  Wellenebene  mit  der  Fölarehene  der  zur  einfallenden  Welle  im 
Kristall  gehörigen  Hilfswelle, 

in  welcher  Form  er  zur  Konstruliion  des  Polarisationsazimuts  der  aus- 
tretenden WeUe  dienen  kann^). 

Beobachtungen  über  das  Polarisationsazimut  liegen  vor  für  die- 
jenige aus  einem  Kristall  in  ein  stärker  brechendes  isotropes  Medium 
austretende  Welle,  welche  aus  einer  schnelleren  Welle  entsteht,  deren 
Strahl  streifend  einfällt.  In  diesem  Falle  liegen  die  austretenden  Wellen- 
normalen auf  dem  inneren  Kegel  der  Grenzstrahlen  der  totalen  Re- 
flexion, von  dem  in  Kap.  IV  die  Rede  war,  und  ihr  Polarisationsazimut 
kann,  wie  dort  in  §  10  gezeigt  wurde,  dadurch  leicht  bestimmt  wer- 
den, daß  man  mittels  eines  vorgehaltenen  Analysators  den  Intensitäts- 
sprung an  der  Grenzkurve  zum  Verschwinden  bringt.  Die  Formeln 
(27),  angewandt  auf  den  streifend  einfallenden  schnelleren  Strahl  — 
wobei  r  gleich  dem  kleineren  Grenzwinkel  der  Totalreflexion  wird  — , 
enthalten  also  auch  die  Antwort  auf  die  schon  S.  116  erwähnte 
Frage  nach  der  „Polarisation  der  inneren  Grenzkurve"  bei  der  Grenz- 
brechung.      Speziell    für    negativ     einachsige    Kristalle    liefern    die 

1)  A.  Potier,  Joum.  de  phys.  (2)  10,  p.  354. 

2)  Vergl.  P.  Kaemmerer  1.  c.  p.  86. 
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Gleichungen  (27)  für  das  Polarisationsazimut  des  streifend  gebrochenen 
außerordentlichen  Strahls,  da  für  den  ordentlichen  t  ==  0  ist,  die  ein- 
fache Formel: 

(29)  tgd.^ '"^'o.:- 

/  ©     ff  cos(r  — tj 

Nach  derselben  hat  Kaemmerer^)  die  Beobachtungen  Norrenbergs*) 
an  einer  zur  optischen  Achse  paraUelen  Platte  aus  Kalkspat  in  Schwefel- 
kohlenstoff, Athylenbromid  und  Benzol  berechnet,  wobei  sich  befriedi- 
gende Übereinstimmung  ergab. 

Besondere  Erwähnung  verdient  auch  hier  der  durch  Kalkspat  in 
Monobromnaphthalin  (bei  Beleuchtimg  mit  Na -Licht)  realisierte  Fall 
eines  negativ  einachsigen  Kristalls,  dessen  ordentlicher  Brechungsindex 
mit  dem  des  äußeren  Mediums  übereinstimmt.  Hier  würde  die  zu 
einer  einfallenden  außerordentlichen  Welle  gehörige  Hilfswelle  unver- 
ändert durch  die  Grenzfläche  austreten,  woraus  folgt,  daß  diejenige 
aus  dem  isotropen  Medium  einfallende  Welle,  welche  nur  diese  ordent- 
liche Hilfswelle  erzeugen  würde,  auch  ebenso  polarisiert  ist  wie  die 
letztere,  also  in  der  durch  ihre  Normale  und  die  optische  Achse  ge- 
legten Ebene.  Der  Potiersche  Satz  ergibt  daher  hier  das  einfache 
Resultat,  daß  ein  durch  Brechung  eines  außerordentlichen  Strahls  ent- 
standener austretender  Strahl  senkrecht  zu  der  durch  seine  RicMung  und 
die  optische  Achse  bestimmten  Ebene  polarisiert  ist,  also  ebenso,  wie 
nach  der  Bemerkung  am  Schluß  von  §  9  ein  im  äußeren  Medium  in  der 
gleichen  Richtung  reflektierter  Strahl.  Dies  gilt  insbesondere  auch  von  den 
streifend  gebrochenen  außerordentlichen  Strahlen,  über  deren  Polari- 
sationsazimut ebenfalls  Beobachtungen  von  Norrenberg  an  einer  Spal- 
tungsplatte und  einer  zur  optischen  Achse  parallelen  Platte  von  Kalk- 
spat vorliegen^).  Für  die  letztere  liegen  die  in  allen  möglichen  Einfalls- 
ebenen streifend  gebrochenen  Strahlen  selbst  sämtlich  in  zwei  durch 
die  optische  Achse  hindurchgehenden  Ebenen  (die  in  diesem  Falle  den 
„inneren  Grenzstrahlenkegel"  ausmachen,  vergl.  S.  97);  folglich  ist  das 
Polarisationsazimut  auf  d^  Grenzkurve  überall  zu  letzterer  selbst  senk- 
recht, was  auch  die  Beobachtung  (wenigstens  für  nicht  zu  kleine  Nei- 
gung der  Einfallsebene  gegen  die  optische  Achse)  bestätigt  hat. 

11.  Beflexion  und  Brechung  an  ZwiUingsflächen.  Sehr  eigen- 
artige Verhältnisse  bietet  der  Übergang  des  Lichtes  über  die  Trennungs- 

1)  P.  Kaemmerer,  1.  c.  p.  112. 

2)  J.  Norrenberg,  Wied.  Ann.  34  (1888),  p.  843. 

3)  Vergl.  Kaemmerer,  1.  c.  p.  117,  118. 
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ebene  zweier  gleichartiger  Kristalle^  die  sich  in  Bezug  auf  diese  Ebene 
in  Zwülingsstellung  befinden.  In  diesem  Falle  handelt  es  sich  um  die 
Beflexion  und  Brechung  an  der  Grenze  zweier  JcristcUlinischer  Medien, 
die  sich  nur  durch  ihre  Orientierung  unterscheiden,  und  zwar  in  der 
Weise,  daß  ihre  Wellenflächen  symmetrisch  gegen  die  Grenzfläche 
liegen.  Dies  hat  zur  Folge,  daß  bei  Annahme  des  im  vorhergehenden 
benutzten  Koordinatensystems  X'Y'Z'  (dessen  Z- Achse  senkrecht  zur 
Grenzfläche  ist)  zufolge  den  Gl.  (30),  Kap.  II,  zwischen  den  optischen 
Parametern  a^j^  und  a^;^  der  beiden  Medien  die  Relationen  bestehen: 


^11  ~  ^11  y       ^22  "  ^22  f       ^33  ■"  ^88  9       ^12  ""  ^12  } 


«31  =  -«8i;       «23  =  -«28- 

Das  Problem  ist  zuerst  für  optisch  einachsige  Sj-istalle,  besonders 
im  Hinblick  auf  die  Zwillingskristalle  des  Kalkspats,  von  Grailich\) 
behandelt  worden,  später  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Zwillings- 
fläche zu  einer  Symmetrieebene  senkrecht  steht  und  daß  die  Einfalls- 
ebene zu  letzterer  entweder  parallel  oder  senkrecht  ist,  von  Lord 
Rayleigh*).  Neuerdings  hat  H.  Osthoff  die  Resultate  Grailichs  in 
übersichtlicherer  Weise  abgeleitet  und  teilweise  berichtigt  und  ergänzt*). 
Wir  müssen  uns  darauf  beschränken,  eine  kurze  Übersicht  einiger  der 
interessantesten  Resultate  dieser  Untersuchungen  zu  geben. 

An  einer  Zwillingsebene  eines  optisch  eincuhsigen  Kristalles  ent- 
stehen aus  einer  einfallenden  Welle  im  allgemeinen  zwei  gebrochene 
und  zwei  reflektierte  Wellen.  Bezüglich  ihrer  Bichtungen^  bezw.  der- 
jenigen der  zugehörigen  Strahlen,  gilt  folgendes.  Die  gebrochene 
ordentliche  Welle  oder  der  ordentliche  Strahl  tritt  stets  ohne  Bichtungs- 
änderung  in  den  zweiten  Kristall  ein.  Die  reflektierte  und  gebrochene 
außerordentliche  Welle  bilden  gleiche  Winkel  mit  der  Grenzfläche. 
Allgemein  kann  man  also  den  Satz  formulieren:  Für  die  gleichnamigen, 
an  der  ZwiUingsfläche  entstehenden  Wellen  ist  der  Beflexionswinkel  glei(h 
dem  Brechungswinkel^  und  der  gleiche  Satz  gilt  auch  für  die  entspre- 
chenden Strahlen.  Übrigens  ist  derselbe  auch  für  optisch  zweiachsige 
Kristalle  gültig,  wie  man  aus  der  allgemeinen,  in  Kap.  IV,  §  3  er- 
läuterten Konstruktion  der  gebrochenen  und  reflektierten  Wellen  mit 

1)  J.  Grailicb,  Wien.  Sitzungsber.  (ö)  11  (1863)  p.  817;  12  (1854),  p.  230;  15 
(1865),  p.  811;  19  (1866),  p.  226;  Denkschr.  Math.-naturw.  Kl.  9  (1855),  p.  67;  11 
(1856),  p.  41;  Pogg.  Ann.  98  (1866),  p.  206. 

2)  Lord  Rayleigh,  Phil.  Ma^.  (5)  26  (1888),  p.  241. 

8)  A.  Osthoff,  über  die  Reflexion  und  Brechung  des  Lichtes  an  Zwillings- 
ebenen  vollkommen  durchsichtiger,  inaktiver,  einachsiger  Kristalle.  Dissertation 
Göttingen  1904;  122  S.    N.  Jahrb.  f.  Miner.  Beil.-Bd.  20. 
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Hilfe  der  Indexfläclien  beider  Medien  leicht  erkennen  kann.     Für  die 
Brechung  der  außerordentlichen  Strahlen  gelten  folgende  Sätze. 

Der  einfallende  und  der  aus  ihm  entstehende  gebrochene  außer- 
ordentliche Strahl  liegen  in  einer  Ebene  mit  der  Projektion  der  optischen 
Achsen  auf  die  ZwiUingsehene.  Es  kann  für  hinreichend  kleine  Einfalls- 
winkel eintreten,  daß  der  einfallende  und  gebrochene  außerordentliche 
Strahl  aw/'  derselben  Seite  der  zu  jener  Projektion  (der  X'- Achse)  senk- 
rechten Ebene  (der  „Querschnittsebene"  des  Zwillings)  liegen.  Für 
den  Fall,  daß  der  einfallende 
und  folglich  auch  der  reflek- 
tierte Strahl  im  Hauptschnitt 
liegen,  läßt  Fig.  79  dies  erken- 
nen, welche  den  Hauptschnitt 
der  außerordentlichen  Schalen 
der  Indexflächen  für  einen  Zwil- 
ling eines  negatiy  einachsigen 
Kristalls  darstellt.  Ist  die  ein- 
fallende außerordentliche  Wellen- 
ebene parallel  zur  Zwillings- 
grenze, so  bilden  der  einfallende 
und  gebrochene  außerordentliche 
Strahl  EO,  OE.  mit  dem  Ein- 

Flff    79 

fallslot  auf  derselben  Seite  den 

gleichen  WinTcd  [i,  welchen  Grailich  den  charakteristischen  Winkel 

des  Zwillings  nennt,  und  der  sich  bestimmt  aus 


(30) 


tg/t 


8in  a  COB  cc 


ain'a 


WO  a  die  Neigung  der  optischen  Achsen  OZ^  bez.  OZ  gegen  die 
Zwillingsgrenze  bezeichnet.  Für  Kalkspat  beträgt  dieser  Winkel,  wenn 
die  Zwillingsebene  die  Gleitfläche  (Fläche  des  die  Polkanten  des  Grund- 
rhomboeders  abstumpfenden  Rhomboeders)  ist,  5**  18'  (für  Na-Licht). 
Die  Winkel  v.^  v^,  welche  die  durch  den  einfallenden  bezw.  ge- 
brochenen außerordentlichen  Strahl  senkrecht  zum  Hauptschnitt  ge- 
legten Ebenen  mit  dem  Querschnitt  bilden,  sind  miteinander  durch  die 
Relation  verbunden 

(31)  tgi/^  =  tgi/^-2tgft, 

welche  in  Kombination  mit  dem   ersten  der  vorstehenden   Sätze  die 
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Konstruktion  des  gebrochenen  außerordentlichen  Strahles  ermög- 
licht i). 

Totale  Reflexion  kann  an  einer  ZwiUingsgrenze  nicht  eintretet 
wegen  der  Gleichheit  der  Reflexions-  und  Brechungswinkel.  Dagegen 
kann  der  Fall  vorkommen,  daß  die  ordentliche  einfallende  Welle  nur 
eioe  ordentliche,  oder  die  außerordentli<ihe  nur  eine  außerordentliche 
gebrochene  und  reflektierte  Welle  liefert,  und  zwar  ersterer  Fall  bei 
negativem,  letzterer  bei  positivem  Charakter  der  Doppelbrechung;  die 
Richtungen  der  Normalen  der  einfallenden  langsameren  Wellen,  welche 
einfach  reflektiert  und  gebrochen  werden,  liegen  innerhalb  des  schon 
in  Kap.  IV,  §  2,  S.  96 — 97  behandelten  „Grenzkegels  der  einfachen 
inneren  Reflexion"^). 

Bezüglich  der  Intensitätsverhältnisse  der  reflektierten  und  ge- 
brochenen Wellen,  die  hier  im  allgemeinen  sehr  komplizierten  Gesetzen 
folgen,  ergeben  sich  folgende  bemerkenswerte  Sätze. 

Die  ordentliche  Welle  erleidet,  obwohl  sie  unabgelenkt  in  das 
zweite  Medium  übergeht,  dennoch  eine  Intensitätsänderung,  da  sie  ja 
im  allgemeinen  noch  eine  gebrochene  außerordentliche  und  zwei  reflek- 
tierte Wellen  erzeugt.  Eine  «7W  Hatiptschnitt  einfallende  ordentliche 
Welle  geht  jedoch  ohne  Intensitätsänderung  durch  die  Grenze;  da  sie 
nämlich  in  diesem  Falle  senkrecht  zur  Einfallsebene  schwingt,  so  findet 
auch  keine  Zerlegung  ihrer  Schwingungen  statt,  und  es  fällt  damit  der 
Anlaß  zur  Entstehung  reflektierter  Wellen  und  einer  zweiten  gebrochenen 
Welle  fort.  Aber  auch  eine  im  Hauptschnitt  einfallende  außerordewt^ 
liehe  Welle  erleidet  an  der  Grenze  keine  Intensitätsänderung,  —  was 
nicht  ohne  Rechnung  vorherzusehen  ist,  da  sie  doch  eine  Richtungs- 
änderung erfährt;  man  hat  hier  also  den  Fall  einer  Brechung  ohne 
Beflexion.  Wenn  Licht  im  Hauptschnitt  auf  die  Zwillingsfläche  fällt, 
so  verschwinden  also  auf  alle  Fälle  beide  reflektierte  Wellen.  Die  größte 
Intensität  erreichen  dieselben,  wenn  die  Einfallsebene  senkrecht  zum 
Hauptschnitt  ist;  im  übrigen  hängt  die  Intensität  der  reflektierten 
Wellen  in  komplizierter  Weise  vom  Einfallswinkel  ab  und  wächst 
stark  mit  der  Stärke  der  Doppelbrechung. 

Für  die  zur  Gleitfläche  parallele  Zwillingsebene  des  Kalkspats 
hat  Osthoff  (1.  c.  p.  83)  die  Amplitudenquadrate  der  reflektierten  und 
gebrochenen  Wellen  numerisch  berechnet  und  als  Funktion  des  Ein- 
fallswinkels graphisch  dargestellt;  es  ergibt  sich  dabei,  daß  die  In- 


1)  Vgl.  Osthoff  1.  c.  p.  Ö8. 

2)  Vergl.  auch  A.  Oathoff,  1.  c.  p.  64—65. 
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tensität  der  reflektierten  Wellen  selbst  bei  einem  so  stark  doppelt- 
brechenden Kristall  wie  Kalkspat  im  allgemeinen  sehr  klein  ist  und 
erst  bei  Annäherung  der  einfallenden  Wellennormale  an  den  Grenz- 
kegel der  einfachen  Reflexion  erheblich  anwächst.  Auch  die  Abhängig- 
keit der  Intensitäten  von  dem  Azimut  der  Einfallsebene  gegen  den 
Hauptschnitt  hat  Osthoff  theoretisch  untersucht  und  durch  Kurven 
dargestellt;  letztere  lassen  durch  ihre  Symmetrie  erkeimen,  daß  man 
für  gleichartige  einfallende  Wellennormalen,  die  zum  Querschnitt  sym- 
metrisch liegen,  auch  stets  gleiche  Intensitäten  der  reflektierten  bezw. 
gebrochenen  Wellen  erhält.  Ferner  gilt  allgemein  der  Satz^):  Eine 
ordentliche  und  eine  außerordentliche  Welle  W^  bez.  W^  von  gleichen 
Amplituden,  die  durch  Reflexion  und  Brechung  gleichgerichtete  Wellen 
erzeugen,  haben  die  Eigenschaft),  daß  auch  die  Amplituden  der  durch 
Reflexion  oder  Brechung  aus  W^  entstehenden  ordentlichen  und  der 
aus    W^  entstehenden    außerordentlichen    Welle    gleich    sind. 

Rayleigh  hat  unter  der  Voraussetzung  schwacher  Doppel- 
brechung nachgewiesen,  daß  natürliches  Licht,  welches  auf  eine 
Platte,  deren  Begrenzungsebenen  zur  Zwillingsebene  parallel  sind,  in 
der  zum  Hauptschnitt  senkrechten  Ebene  einfällt,  durch  die  Reflexion 
an  der  Zwillingsgrenze  nicht  polarisiert  wird;  femer,  daß  flir  kleine 
Einfallswinkel  und  für  Strahlen,  die  ursprünglich  parallel  oder  senk- 
recht zur  Einfallsebene  polarisiert  sind,  die  Polarisation  nach  der  Re- 
flexion die  entgegengesetzte  ist.  — 

Einige  BeobadUu/ngen  hat  Grailich  an  den  häufig  vorkommenden 
und  auch  leicht  künstlich  zu  erzeugenden  Kalkspatzwillingen  nach  der 
Gleitfläche  (siehe  oben)  angestellt  und  dabei  die  oben  angeführten, 
aus  der  Theorie  erschlossenen  Eigentümlichkeiten  des  an  der  Zwillings- 
fläche reflektierten  und  gebrochenen  Lichts  qualitativ  bestätigt  gefunden. 

Auf  die  Reflexion  an  Zwillingsflächen  hat  Lord  Rayleigh*)  eine 
merkwürdige  Erscheinung  zurückgeführt,  welche  an  manchen  Kristallen 
von  Kaliumchlorat  zu  beobachten  ist  und  von  Stokes*)  genau  be- 
schrieben worden  ist.  Diese  Erscheinung  besteht  in  einer  sehr  in- 
tensiven und,  wenn  weißes  Licht  einfällt,  farbigen  Reflexion  im  Innern 
jener  Kristallblättchen,  welche  aber,  wie  die  Reflexion  an  einer 
Zwillingsgrenze,  für  parallel  zur  Symmetrieebene  der  (monoklinen) 
Kristalle   einfallendes   Licht  verschwindet   und   auch   hinsichtlich  der 

1)  A.  Osthoff,  1.  c.  p.  89. 

2)  G.  Stokes,  Proc.  Roy.  Soc.  1886,  25.  Febr. 

3)  Lord  Rayleigh,  Phil.  Mag.  (5)  26  (1888),  p.  256;  „Iridescent  Crystals^ 
Royal  Inst.  Lectiire  12  April  1889. 
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Polarisation  das  Verhalten  der  Reflexion  an  einer  Zwillingsfläche 
zeigt.  Besonderer  Erklärung  bedarf  jedoch  die  große  Intensität  und 
die  Färbung  des  reflektierton  Lichtes;  letztere  ist  oft  eine  fast  reine 
Spektralfarbe ^  d.  h.  das  Spektrum  des  reflektierten  Lichts  besteht 
nur  aus  einem  schmalen  Band  und  variiert  mit  dem  Einfallswinkel 
in  dem  Sinne,  daß  sich  das  Spektralband  bei  wachsendem  Einfalls- 
winkel nach  kleineren  Wellenlängen  verschiebt.  Dies  erklärt  sich 
nun  alles  durch  die  Annahme^  daß  die  Reflexion  nicht  an  einer  ein- 
zelnen Zwillingsgrenze,  sondern  an  einem  System  von  vielen  ZtviRmgs- 
lameUen  von  nahezu  gleicher,  sehr  kleiner  Dicke  stattfindet.  Dann  wird 
nämlich,  obgleich  der  an  einer  einzigen  Grenze  reflektierte  Bruchteil 
sehr  gering  ist,  die  gesamte  reflektierte  Lichtmenge  sehr  beträchtlich, 
ja  bei  großer  Zahl  der  Lamellen  fast  gleich  der  einfallenden  sein 
können.  Diese  Verstärkimg  findet  aber  nur  für  diejenigen  reflektierten 
Wellen  in  vollem  Maße  statt,  welche  einen  Gangunterschied  von  einer 
ganzen  Anzahl  Wellenlängen  besitzen,  und  dies  wird  bei  gegebener 
Dicke  der  Lamellen  und  gegebenem  Einfallswinkel  nur  für  Licht  von 
bestimmter  Wellenlänge  der  Fall  sein,  so  daß  in  der  Tat  durch  die 
Reflexion  nur  schmale  Spektralbereiche  aus  dem  einfallenden  weißen 
Lichte  ausgesondert  werden.  Zugleich  ergibt  sich,  daß  die  reflektierte 
Farbe  mit  dem  Einfallswinkel  in  demselben  Sinne  variieren  muß,  wie 
bei  den  gewöhnlichen  Farben  dünner  Blättchen,  was  nach  der  erwähn- 
ten Beobachtung  auch  zutrifft.  —  Wie  Madan^)  bemerkt  hat,  kann 
man  an  ursprünglich  einfachen  Eristellen  die  charakteristische  Reflexion, 
abgesehen  von  der  Farbe,  durch  Erhitzen  hervorrufen.  Es  bildet  sich 
hierdurch  also  offenbar  ein  System  von  Zwillingslamellen,  welches 
weniger  regelmäßig  ist  als  das  bei  der  Eristellisation  von  selbst  ent- 
standene, und  daher  nur  eine  Addition  der  reflektierten  Intensitäten 
ohne  Bevorzugung  einer  bestimmten  Farbe  veranlaßt. 

12.  Boflezion  oder  Breohtuig  unter  Einfallswinkeln,  wobei  im 
Kristall  nur  eine  gebrochene  besw.  reflektierte  Welle  gewölmliolier 
Art  entsteht.  Es  ist  noch  die  Frage  zu  erledigen,  in  welcher  Weise 
die  Grenzbedingungen  in  solchen  Fällen  erfüllt  werden,  wo  nach  der 
Mac  GuUaghschen  Konstruktion  die  eine  gebrochene  oder  reflektierte 
Welle  im  Kristall  unmöglich  wird.  Beschränken  wir  uns  auf  die 
Reflexion  an  der  Grenze  eines  doppeltbrechenden  Kristalls  gegen  ein 
isotropes  Medium,  so  handelt  es  sich  also  um  die  beiden  Falle,  daß 


1)  Madan,  Natura  20.  Mai  1886. 
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das  Licht  entweder  im  letzteren  außerhalb  des  inneren  Grenzkegels 
der  totalen  Reflexion,  oder  im  Kristall  als  langsamere  Welle  außer- 
halb des  Grenzkegels  der  einfachen  inneren  Reflexion  einfällt;  im 
ersteren  Falle  verschwindet  die  eine  gebrochene  Welle  (oder  eventuell 
—  im  Gebiete  der  Totalreflexion  beider  Strahlen  —  beide),  im  letz- 
teren Falle  die  eine  im  Kristall  reflektierte.  Es  scheint  also,  daß  in 
diesen  Fällen  nur  drei  Unbekannte  —  nämlich  die  Amplituden  der 
gebrochenen  und  reflektierten  Welle  und  das  Polarisationsazimut  der- 
jenigen von  ihnen,  die  im  isotropen  Medium  verläuft  —  zur  Verfügung 
standen,  durch  welche  die  vier  Grenzbedingungen  überhaupt  nicht  be- 
friedigt werden  könnten.  Dieser  Widerspruch  löst  sich  aber  dadurch, 
daß  an  Stelle  der  nach  der  Konstruktion  von  Mac  CuUagh  in  Wegfall 
kommenden  WeUe  gewöhnlicher  Art  (d.  h.  von  konstanter  Amplitude) 
eine  andersartige  Lichtbewegung  auftritt,  nämlich  eine  Welle,  deren 
Amplitude  in  der  Wellenebene  nickt  hmstomt  ist  und  in  sehr  geringer 
Entfernung  von  der  refleläierenden  Grenzebene  erlischt. 

In  der  Tat  ergibt  sich  das  Auftreten  einer  solchen  „inhomogenen^- 
Welle  von  selbst  aus  der  rein  analytischen  Behandlung  des  Problems. 
Diese  kann  nämlich  in  den  in  Rede  stehenden  Fällen  formell  die- 
selbe bleiben,  wie  sie  in  §§  2  und  3  angegeben  wurde,  wenn  man  zu- 
nächst von  der  geometrischen  Bedeutung  der  benutzten  Lösungen  ab- 
sieht. Nur  entspricht  jetzt  dem  durch  -  ^  =*  t  ^^  *^®  entstehen- 
den  Wellen  übereinstimmend  gegebenen  (reellen)  Werte bei  der 

einen  der  im  Kristall  entstehenden  Wellen  ein  Wert  v^  >  1,  also  lein 
reeller  Wert  des  Winkels  r^,  oder  es  ist  die  dieser  Welle  entsprechende 
Wurzel  der  Gl.  (7),  S.  180,  für  tg  r  komplex.  Dies  hat  zur  Folge,  daß 
im  Exponenten  der  Exponentialfunktion,  deren  reeller  Teil,  analog  der 
Formel  (4),  S.  178,  den  Polarisationsvektor  ^^^  der  betreffenden  Welle 
darstellt,  der  Faktor  von  /  eine  komplexe  Größe  wird;  der  reelle 
Ausdruck  für  den  Polarisationsvektor  enthält  daher  einen  reellen  Ex- 
ponentialfaktor,  dessen  Exponent  mit  z  proportional  und  im  Kristall, 
wo  diese  Lichtbewegung  überhaupt  nur  existiert,  stets  negativ  ist,  was 
bedeutet,  daß  die  Amplitude  in  Ebenen  parallel  zw  Grenzebene  {z  =  0) 
konstant  ist  u/nd  mit  der  Entfernung  von  dieser  sehr  schnell  abnimnvt. 
Was  die  durch  den  imaginären  Teil  des  Exponenten  bestimmte  Richtung 
der  Wellennormale  —  worunter  jetzt  die  Normale  der  Ebenen  gleicher 
Phase  zu  verstehen  ist  —  anbetrifft,  so  ergibt  sich  für  dieselbe  diejenige 
Richtung,  welche  sie  in  dem  GrenzfaUe  besitzt,  wo  der  einfallende  Strahl 
auf  dem  Grenzkegel  der  einfachen  inneren  Reflexion  bezw.  totalen  Re- 
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flexion  liegt,  und  zu  welcher  also  ein  streifend  reflektierter  bezw.  ge- 
brochener Strahl  gehört.  Diese  Wellennormalenrichtung  ist  im  allgeinei- 
nen  (wie  die  Konstruktion  an  der  Indexfläche  leicht  erkennen  laßt)  ge- 
neigt gegen  die  reflektierende  Grenzebene,  in  gewissen  besonderen  Fällen 
(wie  z.  B.  fttr  die  Reflexion  an  der  Grenze  zweier  isotroper  Medien) 
ihr  parallel;  jedenfalls  steht  also  die  Richtung,  in  welcher  sich  die 
Amplitude  ändert,  nicht  senkrecht  zur  Wellenebene  ^),  wie  es  bei  ge- 
wöhnlichen („homogenen")  Wellen  in  einem  absorbierenden  Medium  der 
Fall  ist.  Da  die  Fortpflanzungsrichtung  der  Energie  einer  Welle  all- 
gemein diejenige  des  Strahles  ist,  und  da  dieser  hier  nach  dem  Vor- 
stehenden stets  parallel  zur  Grenzebene  liegt,  so  findet  in  der  in  Rede 
stehenden  inhomogenen  Welle  eine  Energieströmung  nur  paraUd  jsw 
Grenzebene  statt,  und  dieselbe  nimmt  daher  auch  keine  Energie  aus 
der  einfallenden  Welle  auf,  wodurch  es  verständlich  wird,  daß  trotz 
der  Existenz  dieser  Welle  im  Falle  der  gewöhnlichen  Totalreflexion 
die  volle  Intensität  reflektiert  wird. 

Der  aus  sin  r;^  >  1  folgende  imaginäre  Wert  von  cos  r^^  (und  der 
komplex  werdende  Wert  von  tg  d  bezw.  tg  q)  für  die  entstehende  in- 
homogene WeUe  hat  nun  weiter  zur  Folge,  daß  in  den  Grenzbe- 
dingungen (10)  bezw.  (26)  die  dieser  Welle  entsprechenden  Glieder 
komplex  werden,  und  daß  sich  somit  aus  den  Grenzbedingungen  auch 
bei  reellen  E  und  «  für  tg  (>  bezw.  tg  d,  d.  h.  für  das  Verhältnis  der  zur 
EinfaUsebene  senkrechten  und  parallelen  Amplitudenkomponenten  der 
in  das  isotrope  Medium  reflektierten  bezw.  gebrochenen  Welle,  ein  kom- 
plexer Wert  ergibt.  Ein  solcher  bedeutet  aber,  wie  wir  in  §  6  der 
Einleitung  sahen,  etue  Phasendifferenz  der  betreffenden  Schwingungs- 
komponenten, durch  welche  im  aUgemeinen  eine  elliptische  Schwingung 
bedingt  ist.  Wir  wollen  jedoch  auf  die  Berechnung  dieser  Phasen- 
differenz (wie  auch  der  Parameter  der  inhomogenen  Welle)  hier  nicht 
eingehen'),  da  Beobachtungen  darüber  an  KristaUen  noch  fehlen'). 

Dagegen  können  wir  aus  dem  Vorstehenden  sogleich  einige  quali- 
tative Folgerungen  in  betreff  der  Polarisation  des  bei  den  beiden  Ver- 
suchsanordnungen der  Totalreflektometer  in  das  isotrope  Medium  ge- 


1)  Hiermit  hängt  auch  zusammen,  daß  in  dieser  Welle  die  sonst  auch  in 
Kristallen  geltende  Transversalität  des  Polarisations- (magnetischen)  Vektors  nicht 
hesteht. 

2)  Üher  den  Gang  der  allgemeinen  Eechnung  vergl.  Eaemmerer,  1.  c.  Eap.IY. 

3)  Die  Phasenverzögerung  bei  der  Totalreflexion  an  isotropen  Körpern  ist 
von  Jamin  und  Quincke  gemessen  und  mit  der  Theorie  in  Übereinstimmung 
gefunden  worden.  Siehe  z.  B.  Drudes  Optik  in  Winkelmanns  Handbuch  1.  Aufl., 
2,  p.  779. 
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brochenen  bezw.  reflektierten  Lichtes  ziehen.  Bei  der  Methode  des 
streifenden  Einfalls  gelangen  im  sl^rker  brechenden  isotropen  Medium 
zwischen  den  beiden  GrenzstrcMenkegdn  nnr  Strahlen  zum  Austritt, 
welche  aus  solchen  im  Kristall  einfallenden  langsameren  Strahlen 
hervorgegangen  sind,  die  an  der  Grenzebene  die  einfache  innere  Re- 
flexion erleiden.  Diese  austretenden  Strahlen  sind  also  nach  obigem 
Ergebnis  im  allgemeinen  elliptisch  polarisiert,  und  nur  in  den  beson- 
deren Fällen,  von  denen  schon  in  Kap.  IV,  §  10  die  Rede  war,  linear 
polarisiert.  Auf  dem  inneren  Grenzstrahlenkegel  selbst  geht  jedoch 
die  elliptische  Polarisation  in  lineare  über,  so  daB  die  a.  a.  0.  ange- 
stellten Überlegungen  über  die  Bestimmung  der  Polarisation  der  inneren 
Grenzstrahlen  mittels  eines  Analysators  auch  im  allgemeinen  Falle 
gültig  bleiben;  nur  eine  vollständige  Auslöschung  des  gebrochenen 
Lichts  neben  der  äußeren  Grenzkurve  würde  jetzt  mittels  Analysators 
nicht  möglich  sein.  Bei  der  Beobachtungsmeihode  der  totalen  Reflexion 
würde,  wenn  das  einfallende  Licht  linear  polarisiert  wäre,  das  reflek- 
tierte zwischen  den  beiden  Grenzkurven  ebenfalls  elliptisch  polarisiert 
sein,  ebenso  auch,  aber  mit  anderer  Schwingungsellipse,  das  total  re- 
flektierte Licht  außerhalb  der  äußeren  Grenzkurve.  Wenn  man  aber, 
wie  gewöhnlich,  natürliches  Licht  einfallen  läßt,  so  wird  das  Licht  im 
Gebiete  zwischen  den  Grenzkurven  teilweise  linear,  dasjenige  im  Ge- 
biete vollständiger  Totalreflexion  impdarisiert  sein.  Das  Polarisations- 
azimut kann  jedoch  auch  hier  in  der  früher  erörterten  Weise  mittels 
eines  Analysators  bestimmt  werden. 


Achtes  KapiteL 

Interferenzerscheinungen   an    Kristallplatten   im    parallelstrahligen 

polarisierten  Licht 

1.    Interferenzerscheinungen  im  homogenen  parallelen  Liolit. 

Die  einfachsten  Interferenzerscheinungen,  zu  welchen  der  Durchgang 
polarisierten  Lichtes  durch  planparallele  Kristallplatten  Anlaß  gibt, 
nämlich  diejenigen,  welche  im  senkrecht  zur  Oberfläche  einer  solchen 
Platte  einfallenden  Licht  auftreten,  wurden  von  Arago^)  1811  ent- 
deckt und,  nachdem  sie  von  Biot*)  eingehender  untersucht  worden 

1)  F.  Arago,  M^m.  Cl.  d.  bc.  math.  et  phyg.  de  ringt,  de  France  (1811) 
12  (1812),  p.  98;  Gilberts  Ann.  d.  Phys.  40  (1812)  p.  146. 

2)  Vergl.  B.  Biot,  Traitä  de  physique  4  (1816). 
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waren,  von  FresneP)  anf  Grund  der  schon  in  §  8  der  Einleitung  er- 
wähnten, von  ihm  in  Gemeinschaft  mit  Arago  ausgefiihrten  Versuche 
erklärt.  —  Nach  dem  a.  a.  0.  Gesagten  findet  Interferenz  der  heiden, 
sich  in  der  Kristallplatte  in  derselben  Richtung  fortpflanzenden  und 
somit  senkrecht  zueinander  polarisierten  Wellen  nur  dann  statt,  wenn 
sie  aus  einer,  mittels  eines  „Polarisators^^  linear  polarisierten  Welle 
hervorgegangen  sind  und  nach  dem  Austritt  aus  dem  Kristall  mittels 
einer  zweiten  polarisierenden  Vorrichtung,  des  „Analysators^',  auf  eine 
gemeinsame  Polarisationsrichtung  zurückgeführt  werden. 

Wir  woUen  zunächst  annehmen,  das  einfallende  Licht  sei  hanuh 
genes.  Dann  handelt  es  sich  nur  um  die  Berechnung  der  Intensität, 
welche  das  aus  dem  Analysator  austretende  Licht  besitzt  Sehen  wir 
von  den  unerheblichen  Schwächungen  ab,  welche  durch  die  Reflexionen 
an  den  Oberflächen  der  Platte  und  denen  der  Polarisatoren,  sowie 
durch  Absorption  (die  wir  für  die  Ejristallplatte  hier  als  unmerklich 
voraussetzen)  bedingt  werden,  so  findet  hierfür  unmittelbar  die  For- 
mel (14)  der  Einleitung  (S.  16)  Anwendung.  Die  darin  auftretende 
Phasendifferenz  A  ist  hier  diejenige,  welche  die  beiden  Wellen  beim 
senkrechten  Durchgang  durch  die  Kristallplatte  erhalten  haben,  und 
läßt  sich  somit  durch  die  Geschwindigkeiten  q^ ,  q^  oder  die  Brechongs- 
indizes  »j,  n^  dieser  beiden  Wellen,  sowie  durch  die  ihrer  Schwin- 
gungsdauer T  entsprechende  Wellenlänge  A  im  leeren  Räume  und  die 
Dicke  d  der  KristaUplatte  wie  folgt  ausdrücken: 

Demnach  lautet  die  vollständige  Formel  für  die  Intensität  des  aus 
dem  Analysator  austretenden  Lichtes: 

(1)      J^  Jö  j cos*  (a  -  /3)  -  sin  2a  sin  2ß  sin«  \n  ^  (n^  -  nj]  j • 

Ist  die  KristaUplatte,  also  auch  d  und  n^—n^, 
sowie  die  Wellenlänge  X  des  angewandten  Lichtes 
gegeben,  so  ist  J  noch  eine  Funktion  der  beiden 
Winkel  «  und  /3,  welche  die  Schwingungsrich- 
tungen des  Polarisators  (P)  und  Analysators  {Ä) 
mit  derjenigen  {H^  der  einen  Welle  im  Kristall 
bilden  (vergl.  Fig.  80).  Diese  Abhängigkeit 
»•ig  80.  wollen  wir  zunächst  betrachten. 

1)  A.  FreBnel,  Ann.  chim.  phys.  (2)  17  (,1821),  p.  102,  167;  Pogg.  Ann.  12 

(1828),  p.  366) 
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Dreht  man  die  FlaMe  in  ihrer  Ebene  bei  festgehaltenen  Stellungen 
des  Polarisators  und  Analysators ^  so  bleibt  a  —  ß  konstant^  während 
sich  a  und  ß  um  den  entgegengesetzten  Drehungswinkel  der  Platte 
ändern.  Bei  einer  vollen  Umdrehung  gibt  es  acht  Lagen  der  Platte, 
für  welche  sich  die  IntensiiÄt  auf  das  erste  Glied:  J^  cos*  (a  —  ß)  re- 
duziert, d.  h.  dieselbe  ist,  als  ob  die  Platte  ga/r  nicht  vorhanden  wäre, 
also  auch  die  gleiche,  wie  sie  das  Gesichtsfeld  im  Polarisationsapparat 
nd)€n  der  Platte  aufweist;  diese  Lagen  sind  bestimmt  durch  a  » 0, 
~ity  7Cy  \it  und  /3  =  0,  jÄ,  %,  l^r.  Zwischen  diesen  acht  Lagen  tritt 
abwechselnd  je  ein  Maximum  oder  Minimum  der  Intensität  ein. 

Ist  speziell  a  —  ß  —  \ny  d.  h.  die  Polarisationsebene  des  Analy- 
sators senkrecht  zu  der  des  Polarisators,  so  ist 

(1 »)  J^  J^  sin«  2a  sin«[jr  y  (n,  -  nj] 

und  es  reduzieren  sich  jene  acht  Lagen  der  Platte  auf  vier  (um  je 
90^  yerschiedene),  welchen  zugleich  das  Minimum  der  Intensität  und 
zwar  €^=0  entspricht;  also:  die  Platte  erscheint  etvischen  gekreuzten 
Polarisatoren  ganz  dunkd,  wenn  eine  ihrer  Schwingungsrickhmgen  H^,  H^ 
mit  derjenigen  des  PcHaHsators  oder  Analysators  zusammenfällt  Dies 
gilt  unablmngig  von  der  Wellenlänge,  also  auch  für  weißes  lAckt, 
vorausgesetzt  allerdings,  daß  die  Lage  der  Schwingungsrichtungen 
H^f  H^  von  der  Farbe  unabhängig  ist,  was  für  beliebige  Eristallplatten 
nur  insoweit  zutrifiPt,  als  die  Erscheinungen  der  Dispersion,  von  denen 
in  Kap.  11,  §  20  die  Rede  war,  zu  vernachlässigen  sind. 

Auf  dem  vorstehenden  Satze  über  das  Verschwinden  der  Inten- 
sität  bei  gekreuzten  Polarisatoren  beruht  die  einfachste  Methode  zur 
Be^immung  der  Schwingungsriditungen  in  KristallplaMen]  man  nennt 
dieselben  daher  auch  oft  „Auslöschungsrichtungen'',  Genauere  Mittel 
zur  experimentellen  Bestimmung  dieser  Richtungen  werden  wir  später 
noch  kennen  lernen. 

Bei  parallelen  Polarisatoren  (d.  h.  parallelen  Schwingungsrich- 
tungen derselben)  ist  die  Intensität 

(P)  J  =  rP{l  -  sin^  2cc  sin»  fj, 

erreicht  also  ihre  Maxima  fiir  «  =  0,  |;r,  :«:,  |ä  und  Minima  für 
a  =  jÄ,  -J-jr,  1^,  ^yt. 

Die  extremen  Werte,  welche  die  Intensität  bei  beliebiger  Stellung 
der  Polarisatoren  annehmen  kann,  hängen  von  der  Phasendifferenz  A 
ab.  In  dem  besonderen  Falle,  daß  diese  ein  ganzes  Vielfaches  von 
27t  ist,  also 
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-j-(w2  —  Wj)  =  Ä     (eine  ganze  Zahl), 

werden  die  extremen  Werte  von  J  einander  gleich  und  wird  folglich  J 
überhaupt  unabhängig  von  der  Lage  der  Flaue  =  J®  cos*(a  —  /J),  d.  h. 
gleich  dem  Werte,  der  ohne  die  Kristallplatte  oder  bei  isotroper  Platte 
herrschen  würde.  Es  kann  also  bei  der  Beobachtung  in  homogenem, 
parallelem,  polarisiertem  Lichte  ausnahmsweise  der  Fall  vorkommen, 
daß  eine  Platte  eines  doppeltbrechenden  Kristalls,  auch  wenn  sie  nicht 
senkrecht  zu  einer  Achse  der  Isotropie  ist,  sich  wie  eine  isotrope 
Platte  verhält,  d.  h.  in  keiner  Lage  auf  das  senkrecht  einfallende  po- 
larisierte Licht  einzuwirken  scheint.  Da  aber  die  oben  hierfür  ge- 
fundene Bedingung  nur  für  eine  bestimmte  Wellenlänge  erfüllt  sein  kann, 
so  würde  schon  die  Beobachtung  mit  irgend  einer  anderen  Farbe  oder 
mit  weißem  Licht  die  Täuschung  aufklären  (ebenso  würde  eine 
Neigung  der  Platte  gegen  das  einfallende  Licht  hierzu  dienen  können). 

Dreht  man  bei  festliegender  Platte  den  Analysator^  ändert  also  ß 
allein,  so  findet  man  immer  vier,  um  je  90^  auseinanderliegende 
Stellungen  des  letzteren,  für  welche  die  Intensität  dieselbe  wird,  wie 
ohne  die  Platte;  es  sind  dies  die  AnalysatorsteUungen  )3  =  0,  |7r, «,  far. 
Der  Wechsel  der  Intensität,  welcher  beim  Drehen  des  Analysators 
stattfindet,  ist  am  größten,  nämlich  das  Maximum  »  J^  und  das  Mini- 
mum :=  0,  fiir  A  »  hTC'^  ist  dabei  h  eine  gerade  Zahl,  so  hat  man  den 
Fall,  daß  die  Platte  das  polarisierte  Licht  gar  nicht  beeinflußt;  ist 
dagegen  h  ungerade,  so  ist  das  austretende  Licht  zwar  ebenfalls  linear 
polarisiert,  aber  mit  verändertem  Azimut,  welches  zu  dem  des  ein- 
fallenden symmetrisch  liegt  in  bezug  auf  die  Richtungen  H^  oder  J3^, 
so  daß  dann  also  vollstäudige  Dunkelheit  eintritt  für  /S  «=  —  a  ±  \x, 
(denn  es  wird  J  ==  J^  co8^(a  -f  ß)).  Bemerkenswert  ist  noch  der  Fall, 
daß  A  =  (Ä-f  |);r  und  a  =  +  J-ä  ist,  in  welchem  ef  ==  ~tP^  also  un- 
abhängig von  ß  wird,  d.  h.  sich  beim  Drehen  des  Analysators  über- 
haupt nicht  ändert]  das  aus  der  Platte  austretende  Licht  ist  dann 
zirhdar  polarisiert  (vergl.  Einleitung,  S.  8). 

Die  Abhängigkeit  der  Intensität  von  der  Dicke  d  der  Platte  unter 
sonst  unveränderten  Umständen  läßt  sich  unmittelbar  zur  Anschauung 
bringen,  indem  man  der  Platte  die  Gestalt  eines  Keiles  von  so  spitzem 
Winkel  gibt,  daß  die  Ablenkung  der  senkrecht  auf  seine  eine  Fläche 
auffallenden  Strahlen  nicht  merklich  in  Betracht  kommt.  Dann  wird 
man  nämUch  die  verschiedenen  Intensitäten,  welche  man  bei  wachsen- 
dem d  erhält,  nebeneinander  erblicken.  Da  nun  das  von  der  Dicke 
abhängige  Glied  von  J  periodisch  ist,  so  gilt  dies  auch  von  J  selbst. 


1.  laterferenzerscheinungen  im  homogenen  parallelen  Licht. 


215 


und  im  Falle  des  Keiles  wird  man  abwechselnd  hellere  und  dunklere 
äquidistante  Streifen  parallel  zu  seiner  Kante  wahrnehmen;  der  Ab- 
stand correspondierender  Streifen  ist  ^—^ —  cotg  5,  wenn  €  der  Keil- 
winkel ist.  Speziell  bei  gekreuzten  Polarisatoren  treten  ganz  dunkle 
Streifen  auf  in  den  Abständen  Ä  • -—  von  der  (idealen)  Kante  des 

Keils^  und  zwar  behalten  dieselben  diese  Lage,  gleichgültig  wie  man 
den  Keil  in  seiner  Ebene  dreht  (während  bei  beliebiger  Stellung  der 
Polarisatoren  überhaupt  nur  bei  ganz  bestimmten  Lagen  des  KeUs 
völlig  dunkle  Streifen  erscheinen).  Diese  schwarzen  Streifen  werden 
am  schärfsten  hervortreten,  wenn  die  Schwingungsrichtungen  des  Keils 
Winkel  von  45®  mit  denen  der  Polarisatoren  bilden,  weil  dann  die 
maximale  zwischen  ihnen  auftretende  Helligkeit  am  größten  ist. 

Zum  Verständnis  der  beschriebenen  Erscheinungen  wird  es  nütz- 
lich sein,  wenn  wir  uns  noch  den  Polarisations-  oder  Schwingungs- 
zustand des  an  verschiedenen  Stellen  aus  dem  Keil  austretenden 
Lichtes  (vor  seinem  Durchgang  durch  den  Analysator)  veranschau- 
lichen. Wir  woUen  dabei  den  zuletzt  erwähnten,  praktisch  wichtigsten 
Fall  voraussetzen,  daß  nämlich  der  Winkel  a,  den  die  Schwingungs- 
richtung (P)  der  aus  dem  Polarisator  austretenden  Welle  mit  der- 
jenigen der  schnelleren  Welle  in  der  Kristallplatte  {H^  bildet,  ±  45® 
beträgt  (Fig.  81).  Dann  haben  die  Kom- 
ponenten der  Schwingung  nach  H^  und  H^ 
stets  gleiche  Amplitude,  einerlei  welche  Phasen- 
differenz sie  erhalten  haben,  und  die  durch 
ihre  Zusammensetzung  resultierende  Schwin- 
gung muß  folglich  immer  dem  gleichen  Quadrat 

(mit  der  Seite   — ,    wenn   a   die    Amplitude 

nach  Austritt   aus   dem  Polarisator   ist)   ein- 
beschrieben  sein.     Läßt  man  die  Phasen  Verzögerung  der  zu  H^  paral- 
lelen Schwingungskomponente   gegen  die  erste  von  Null  an  bis  |;r 
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wachsen,  so  geht  die  ursprünglich  geradlinige  Bahn  der  resultierenden 
Schwingung    durch    eine    linksherum   durchlaufene   Ellipse   in   einen 
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Kreis  üben;  bei  weiter  bis  n  wachsender  Verzögerung  wird  der  Kreis 
bei  gleichbleibendem  Umlaofssinn  zu  einer  Ellipse^  deren  große  Achse 
zu  P  senkrecht  liegt,  und  die  schließlich  (für  A  ==  ^)  in  eine  Gerade 
von  dieser  Lage  degeneriert;  durchlauft  dann  A  das  Intervall  von  x 
bis  2nj  so  erhält  man  rechts  rotierende  elliptische  Schwingungen,  die 
wieder  zu  der  ursprünglichen  geradlinigen  Schwingungsrichtung  zu- 
rückleiten. Fig.  82  zeigt  diese  Reihenfolge  der  Schwingungsformen^ 
wie  sie  in  dem  aus  den  verschieden  dicken  Stellen  eines  Keiles  aus- 
tretenden Licht  nebeneinander  vorhanden  sind. 

2.  Interferensersoheiniingen  im  weifien  parallelen  Licht.    Wie 

in  §  9  der  Einleitung  begründet  wurde,  erhält  man,  wenn  im  ein- 
fallenden Licht  Strahlen  verschiedener  Wellenlänge  (oder  Farbe)  vor- 
handen sind,  bei  der  Interferenz  als  resultierende  Intensität  die  Summe 
der  den  einzelnen  Farben  zufolge  der  Formel  (1)  entsprechenden 
Intensitäten,  also 

(2)     J ^^Jx [  co8«(a  -  /3)  -  sin  2a  sin  2/3  sin«[3r  y (n^  -  n^)]  j , 

oder,  wenn  im  einfallenden  Licht  alle  möglichen  Wellenlängen 
zwischen  zwei  Grenzen  A^,  A^  vertreten  sind  (also  sein  Spektrum  ein 
kontinuierliches  ist) 

(2')      J=r  i;idAJco8«(a-j8)-sin2asin2/j8in*r3ry(w,-ni)1}, 

wo  ij^dk  die  Gesamtintensität  der  Strahlen,  deren  Wellenlängen  zwischen 
X  und  X  +  dk  liegen,  bedeutet. 

Ist  die  Intensitätsverteilung  im  Spektrum  des  einfallenden  Lichtes 
eine  solche,  wie  sie  dem  Eindruck  des  Weiß  entspricht,  so  wird  sie 
dies  in  dem  aus  dem  Analysator  austretenden  Lichte  im  allgemeinen 
nicht  mehr  sein,  da  der  Faktor,  mit  welchem  in  obigen  Ausdrücken 
Jj^  bezw.  ij^dX  multipliziert  ist,  von  X  abhängt;  das  austretende  Licht 
erscheint  daher  farbig.  Die  hierhergehörigen  Erscheinungen  wurden 
daher  von  ihrem  Entdecker  Arago  als  ,,chromatische  Pohrisatipn^  be- 
zeichnet. Das  erste  Glied  des  Ausdruckes  (2)  stellt  Licht  von  der- 
selben Mischfarbe  dar,  wie  das  einfallende;  ist  letzteres  weiß,  so  ist 
also  das  austretende  Licht  die  Superposition  von  weißem  Licht  von 
der  Intensität  tP  cos*(a  —  ß)  und  von  farbigem  Licht  von  der  Inten- 
sität —  ^  Jx  sin  2  a  sin  2/3  sin*  \n  -^*  T~\ '  Streng  genommen  sind 
nun  zwar  bei  Platten  optisch  zweiachsiger  Kristalle,  deren  Normale 
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nicht  in  einer  kristallographischen  Symmetrieebene  liegt,  auch  die 
Schwingungsrichtungen,  folglich  die  Winkel  a  und  /},  Yon  der  Farbe 
abhängig.  Diese  Abhängigkeit,  welche  durch  die  in  Kap.  11,  §  20 
besprochene  Dispersion  der  Binormalen  bedingt  und  im  allgemeinen 
nur  gering  ist,  wollen  wir  aber  hier,  ebenso  wie  auch  die  Abhängig- 
keit der  Differenz  w^  —  w^  von  A,  yemachlässigen.  Indem  wir  somit 
den  Einfluß  der  Dispersion  von  der  gegenwärtigen  Betrachtung  aus- 
schließen,  begehen  wir  nur  einen  Fehler,  der  bei  der  qualitativen  Be- 
stimmung der  Farbenerscheinungen  praktisch  höchstens  in  seltenen 
Ausnahmefällen  merklich  'in  Betracht  kommt. 

Dann  verschwindet  der  farbige  Lichtanteil,  wenn  a  oder  ß  ^^0, 
|:7r,  Ä,  oder  |ä  ist,  also  bei  denjenigen  acht  Lagen  der  Platte,  wo 
dieselbe  im  homogenen  Lichte  die  Intensität  nicht  beeinflußt.  Dreht 
man  die  Platte  in  ihrer  Ebene  bei  festbleibender  Stellung  der  Polari- 
satoren, so  muß  sie  also  in  jenen  acht  Lagen  farblos  erscheinen,  und  die 
in  den  Zwischenlagen  auftretende  Färbung  muß  beim  Durchgang  durch 
eine  jener  Lagen  in  die  komplementäre  übergehen,  da  dabei  jedesmal 
das  Produkt  sin  2  a  sin  2^,  also  auch  die  Intensität  des  farbigen  An- 
teils des  Lichtes,  das  Vorzeichen  wechselt.  Dreht  man  einen  der 
Polarisatoren,  während  der  andere  und  die  Platte  fest  bleiben,  so  tritt 
der  Farbenwechsel  während  der  vollen  Umdrehung  nur  viermal  ein, 
nämlich  dann,  wenn  der  Hauptschnitt  des  gedrehten  Polarisators  mit 
einer  der  Schwingungsrichtungen  zusammenfällt. 

Sind  die  Schwingungsebenen  des  Polarisators  und  Analysators 
zueinander  senkrecht  oder  parallel,  so  zeigt  die  Platte  beim  Drehen  in 
ihrer  Ebene  Jceinen  Färbenwechsel     Denn  es  wird 

(2*)     im  FaUe  «-j3--J     J^  «  sin»  2« -^/^  sin«  ^  ^^^*'»^, 
(2^)     im  Falle  «-^  =  0      J,  =  J^-siR'2a  -  ^J^sin' ^t^'"^  - 

;:) 


Im   ersten  Falle  ändert  sich  mit  a  nur  die  Intensität  des  aus-  ^ 
tretenden  farbigen  Lichtes,  im  zweiten  die  Intensität  des  am  ursprüng- 


lichen weißen  Licht  fehlenden  farbigen  Bestandteiles  und  somit  nur 
die  Sättigung  der  auftretenden  Färbung,  welche  für  a  =  jut  oder  |;r 
am  größten  ist.  Da  J^  +  J2  =  Jq  ist,  also  weißes  Licht  ergibt,  so 
sind  die  Färbungen  hei  parallelen  und  gekreuzten  Polarisatoren  zu- 
einander komplementär. 

Was  nun  diese  Färbungen  anbelangt,  so  sind  sie  in  derjenigen 
Annäherung,  welche  der  Vernachlässigung  der  Dispersion  entspricht, 
identisch  mit  den  Interferenzfatben  dünner  Blättchen  im  reflektierten 
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bezw.  durchgehenden  Lichte.  In  der  Tat  ist  z.  B.  die  an  den  Be- 
grenzongsebenen  einer  Luftschicht  von  der  Dicke  l  senkrecht  reflektierte 
Lichtintensität  sehr  annähernd  gegeben  durch 

und  die  durchgehende  durch 

wo  Q  ein  von  dem  Reflexionsvermögen  abhängiger  konstanter  Faktor 
ist^).  Aus  der  Vergleichung  dieser  Ausdrücke  mit  (2*)  und  (2**)  folgt 
aber  der  Satz:  Die  Interferenzfarbe  einer  KristaMplaMe  von  der  Dicke  d 
zwischen  gekreuzten  (bezw.  parallelen)  Polarisatoren  stimmt  (näherungs- 
weise) überein  mit  der  Interferenzfarbe  einer  Luftschicht  im  senkrecht 
reflekti^ten  (bezw.  durchgehenden)  Lichte,  wenn  deren  Dicke  gleich  ist 
dem  Produkte  aus  der  halben  Dicke  der  KristaMplatte  und  der  Differenz 
der  Brechungsindizes  der  in  der  Bichiu/ng  der  Plattennormale  sich  fort- 
pflanzenden beiden  Wellen. 

Nachstehende  Tabelle  gibt  nach  Gt.  Quincke^)  diese  Interferenz- 
farben für  eine  Reihe  von  Werten  von  21  =  d(n^  —  n^)  an.  Man 
teilt  dieselben  herkömmlicher  Weise  in  verschiedene  Ordnungen  ein 
deren  jede  ein  Wertintervall  von  21  gleich  der  Wellenlänge  551  f*ft 
der  im  Sonnenlicht  die  größte  Intensität  entspricht^  umfaßt^  weil  sich 
in  diesen  Intervallen^  namentlich  denen  höherer  Ordnung,  ähnliche 
Farbenfolgen  wiederholen.  Ein  Keil  zeigt  natürlich  die  ganze  Farben- 
folge dieser  Tabelle  nebeneinander,  sofern  er  wirklich  in  eine  scharfe 
Kante  ausläuft. 

In  den  höheren  Ordnungen  wiederholen  sich  die  mattroten  und 
-grünen  Farbentöne  immer  blasser  werdend,  bis  sie  schließlich  nicht  mehr 
von  weiß  zu  unterscheiden  sind.  Daß  aber  die  Zusammensetzung  dieses 
Weiß  höherer  Ordnung,  welches  dicke  Kristallplatten  im  polarisierten 
Licht  (bei  beliebiger  Stellung  der  Polarisatoren)  zeigen,  tatsächlich 
doch  verschieden  ist  von  der  des  einfallenden  weißen  Lichtes,  erkennt 
man  mittels  der  spektralen  Zerlegung^).    Ist  nämlich,  wie  wir  voraus- 


1)  Vergl.  z.  B.  F.  Neumann b  Vorl.  üb.  theoret.  Optik,  Vorl.  III,  oder 
Drude,  Lehrb.  d.  Optik,  p.  284. 

2)  G.  Quincke,  Pogg.  Ann.  129  (1869),  p.  180.  Vergl.  auch  E.  Brücke, 
Pogg.  Ann.  74-(1848),  p.  682;  A.  Rollet,  Wien.  Ber.  77  (1878),  p.  117.  Eine 
Wiedergabe  der  Farbenfolge  findet  sich  z.  B.  in  Mas  carte  Traitt^  d'Optique  III, 
Taf.  IV,  Fig.  1. 

3)  Über  einen  hierzu  bei  mikroskopischer  Beobachtung  dienenden  Apparat 
vergl.  Liebisch,  Physikalische  Kristallographie,  p.  469. 


2.  InterferenseTBcheibUDgen  im  weiflen  paiallelen  Licht. 


219 


21 

Interferenzfarbe 

Interferenzfarbe 

^  (ti,  -  n,)d 

i          bei 

bei 

21 

i          bei 

bei 

in 

gekreuzten 

parallelen 

«  (n,  -  n,)d 

gekreuzten 

parallelen 

|i^  =  mmlO-* 

Polarisatoren 

Polarisatoren 

i                1.  Ordnung 

3.  Ordnung 

0 

schwarz 

weiß 

1128  iiti 

1  hell  bläulich  |  gelblichgrfin 

40 

eisengrau 

weiß 

1      violett         , 

97 

layendelgrau 

gelblichweiß 

1151 

•  indigo               unrein  gelb 

158 

graublau 

bräunl.-weiß 

1258 

grünlichblau     fleischfarben 

218 

grau 

gelbbraun 

1334 

1  meergrün          braunrot 

234 

grünlichweiß 

braun 

1376 

gl&nzend           violett 

259 

\  fast  reinweiß 

klar  rot 

grün 

267 

gelblichweiß 

karminrot 

1426 

1  grünlichgelb 

graublau 

.275 

blass  stroh- 

dunkel rot- 

1495 

j  fleischfarben  |  meergrün 

gelb 

braun 

1534 

karminrot       ,  schön  grün 

281 

strohgelb 

dunkelviolett 

1621 

;  matt  purpur  !  matt  meer- 

306 

;  klar  gelb 

indigo 

grün 

332              i 

lebhaft  gelb 

blau 

1652 

violettgrau        gelblichgrün 

430 

braungelb 

graublau 

505 

rötl.  orange 

blftulichgrün 

4.  Ordnung 

536 

551               ! 

warm  rot 
tiefes  rot 

blaßgrün 
gelblichgrün 

1682 
1711 

1  granblau           grünlichgelb 
j  matt  meer-    ;  gelbgrau 

2.  Ordnung 

!      grün 

565 

575 

purpur 
violett 

hellgrün 
grünlichgelb 

1744 
1811 

bläulichgrün     graurot 
schön  hell-        karminrot 

589 
664 

indigo 
himmelblau 

goldgelb 
orange 

1927 

1      grd^i 

I  hell  grau-         graurot 

728 
747 

grunlichblau 
grün 

brftunl.orang. 
hell  karmin 

2007 

grün 
grau,  fast         graublau 

826               1 
848 

heller  grün 
gelblichgrün 

purpur 
Violettpurpur 

2048 

weiß 
fleischrot           grün 

866 

grünlichgelb 

violett 

910 

rein  gelb 

indigo 

5.  Ordnung 

948 

orange 

dunkelblau 

2838 

matt  blau-     !  matt  fleisch- 

998 

rötl.  orange 

grunlichblau 

grün                  rot 

1101 

dunkel 

grün 

2668 

matt  fleisch-     matt  blau- 

violettrot 

rot 

grün 

setzen,  das  Spektrum  des  einfallenden  Lichtes  kontinuierlich^  so  zeigt 
sich  dasjenige  des  austretenden  Ton  einer  mehr  oder  weniger  großen 
Anzahl  dunklerer  Streifen  durchzogen.  Bei  gekreuzten  Polarisatoren 
sind    dieselben    ganz    schwarz*    und    liegen    bei    den    Wellenlängen 

Ij^  =  -  — iT— -  (wo  Ä  eine  ganze  Zahl  bedeutet).    Bei  beliebiger  —  nicht 
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gekreuzter  —  Stellung  der  Polarisatoren  treten  bei  derjenigen  speziellen 
Lage  der  Platte^  wo  cc  +  ß^-±j7C  ist,  ebenfalls  ganz  dunkle  Streifen 
auf,  aber  an  denjenigen  Stellen  des  Spektrums,  welche  den  Wellen- 


längen 


2Ä+1 


entsprechen.  —  Man  erkennt,  daß  die  Anzahl   der 


das  sichtbare  Spektrum  durchziehenden  Streifen  mit  der  Plattendicke 
wächst;  beträgt  sie  neun  oder  mehr,  so  ruft  das  unzerlegte  Licht  die 
Empfindung  von  Weiß  hervor.  Von  Fizeau  und  Foucault  wurden 
die  Streifen  aber  noch  nachgewiesen,  wenn  ihre  Anzahl  im  sichtbaren 
Spektrum  etwa  1000  betrugt).  Die  Anzahl  der  dunklen  Streifen, 
welche  zwischen  zwei  bestimmten  Spektrallinien  liegt  und  bei  An» 
Wendung  von  Sonnenlicht  direkt  durch  Vergleich  mit  den  Fraunhofer- 
schen  Linien,  sonst  durch  Benutzung  eines  Spektroskops  mit  Skala 
beobachtet  werden  kann,  gibt  ein  annäherndes  Maß  für  (n^  —  nj  d, 
also  bei  bekannter  Plattendicke  für  die  Stärke  der  Doppelbrechung 
in  der  Beobachtungsrichtung.  Wie  sich  die  Streifen  im  Spektrum 
verschieben  und  vermehren,  wenn  man  die  Plattendicke  wachsen  läßt, 
also  z.  B.  einen  Keil,  dessen  Kante  dem  Spektrometerspalt,  parallel  ist, 
vor  letzterem  verschiebt,  kann  mau  sich  durch  folgende  einfache  Kon- 
struktion veranschaulichen.  Man  trage  als  Abszissen  die  Wellen- 
längen X  (wobei  etwa  die  Punkte  H  und  B  den  Grenzen  des  sicht- 
baren Spektrums  entsprechen  mögen)  und  als  Ordinaten  die  Dicken  d 
auf  (siehe  Fig.  83).     Dann  entsprechen  den  Relationen 


A  --= 


(A=l,2,3...) 


gerade  Linien  G^,G^y  die  vom  Null- 
punkte  ausstrahlen.     Die  Schnitt- 
punkte dieses  Strahlenbüschels  mit 
einer  Parallelen  PP  zur  Abszissen- 
achse  im  Abstände  gleich  der  ge- 
gebenen Dicke  d  haben  dann  zu 
Abszissen  diejenigen  Wellenlängen, 
bei  denen  bei  gekreuzten  Polarisa- 
toren  die   schwarzen    Streifen   im 
Spektrum   liegen.     Man   übersieht 
hiemach  leicht,  wie  beim  Wachsen  der  Dicke  rf,   dem  in  der  gra- 
phischen Darstellung  ein  Hinaufrücken  der  Geraden  PP'  entspricht, 
zunächst  ein  dunkler  Streifen  (/)  vom  Violett  in  das  Spektrum  eintritt 


H 

(vioUit} 


Pig.  83. 


1)  Fizeau  u.  Foucault,  Ann.  chim.  phyß.  (8)  26  (1849),  p.  188;  30  (1860), 
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und  gegen  das  rote  Ende  hin  wandert^  wie  dann  ein  zweiter  Streifen 
{II)  im  Violett  erscheint  nnd  ebenfalls  gegen  das  Rot  vorrückt^  und 
so  fort.  Dabei  ist  nur  zu  berücksichtigen^  daß  die. Abstände  der  den 
einzelnen  Wellenlängen  entsprechenden  Stellen  des  Spektrums^  wenn 
dieses  durch  ein  Prisma  oder  Prismensystem  erzeugt  wird,  nicht  den 
Wellenlängen  proportional  sind,  sondern  nach  dem  Violett  hin  relativ 
größer  werden ,  weshalb  die  Streifen  dann  gekrümmt  erscheinen.  In 
einem  6ri^arspektrum  dagegen,  wo  die  Ablenkungen  den  Wellenlangen 
proportional  sind,  würden  die  Geraden  OG^,  OG^-  -  -  unserer  Figur 
direkt  als  dunkle  Linien,  die  das  zwischen  den  Vertikalen  in  H  und 
B  ausgebreitete  Spektrum  schräg  durchziehen,  sichtbar  werden,  wenn 
man  den  Kristallkeil  mit  der  Kante  senkrecht  zum  Spektrometerspalt 
vor  diesem  aufstellen  würde  ^). 

3.  Anwendungen  but  optisohen  Erkennung  von  Mineral- 
BOhliffen.  Die  unter  !•  und  3.  behandelten  Erscheinungen  finden 
mannigfache  Anwendung,  so  z.  B.  zur  Bestimmung  des  optiscben 
Charakters  von  KristallschlifiFen,  welcher  ein  wichtiges  Erkennungs- 
merkmal der  Mineralien  in  Gesteinen  bildet. 

Zunächst  gewährt  das  Verhalten  eines  Schliffes  hinsichtlich  seiner 
Auslöschung  beim  Drehen  zwischen  gekreuzten  Polarisatoren  einen 
Anhaltspunkt  für  die  Beurteilung  des  Kristallsystems,  Erscheinen  aUe 
Durchschnitte  eines  Minerals  in  jeder  Lage  dunkel,  so  ist  dasselbe 
optisch  isotrop,  also  entweder  amorph  (ein  „Glas"),  oder  dem  regulären 
Kristallsystem  angehörig  —  zwischen  welchen  beiden  Möglichkeiten 
meist  nach  der  Begrenzung  der  Durchschnitte  oder  nach  dem  Vor- 
handensein von  Spaltrissen  entschieden  werden  kann.  —  Finden  sich 
unter  zahlreichen  Durchschnitten  eines  und  desselben  Minerals  einzelne 
—  von  meist  quadratischem  oder  sechseckigem  Umriß  — ,  welche 
beim  Drehen  dunkel  bleiben,  während  die  Mehrzahl  mehr  oder 
weniger  intensiv  doppeltbrechend  ist,  so  ist  das  Mineral  optisch  ein- 
achsig,  abo  tetragonal,  hexagonal  oder  rhomboedrisch  kristallisiert. 
Theoretisch  müßte  allerdings  auch  eine  zu  einer  Binormale  senkrechte 
Flotte  eines  optisch  zweiachsigen  Kristalls  zwischen  gekreuzten  Polari- 
satoren in  jeder  Lage  dunkel  erscheinen,  weil  für  eine  solche  ja  eben- 
falls Wg  —  Wi  =  0  ist  und  somit  nach  (1*)  J  für  jedes  a  verschwinden 

1)  Angezeichnete  photographi8che  Darstellungen  dieser  Erscheinung,  welche 
den  Unterschied  des  durch  Prismen  und  durch  Gitter  erzeugten  Spektrums  augen- 
fällig zeigen,  finden  sich  in  H.  Hauswaldts  Tafelwerk  über  Inteiferenzerschei- 
nungen  im  polarisierten  Licht,  Neue  Folge  (Magdeburg  1904),  Tafel  26  und  27. 
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müßte.  In  Wirklichkeit  verursachen  aher  solche  Platten  in  jeder  Lage 
Aufhellung  des  Gesichtsfeldes  des  Polarisationsapparates  bei  gekreuzten 
Polarisatoren^  sowohl  im  weißen  als  im  homogenen  Licht.  Man  könnte 
^^„jersncht  sein,  dieses  Verhalten  der  inneren  ionischen  Refraktion  zuzu- 
schreiben, welche  ja  bewirkt,  daß  ein  in  der  Richtung  einer  Binormale 
einfallendes  schmales  Bündel  von  Parallelstrahlen  als  ein  Hohlzylinder 
austritt,  der  durch  den  Analysator  nie  ganz  ausgelöscht  wird  (siehe  S.  60). 
Allein  die  nähere  Betrachtung  zeigt,  daß,  wenn  eine  ausgedehnte  ebene 
Welle  einfällt,  die  konische  Refraktion  keinen  merklichen  Einfluß  auf 
die  Polarisationsverhältnisse  hat').  Wenn  eine  zur  Binormale  senk- 
rechte Platte  dennoch  zwischen  gekreuzten  Polarisatoren  nicht  dunkel 
erscheint,  so  ist  dies  vielmehr  dem  Umstände  zuzuschreiben,  daß  wir 
in  praxi  nie  mit  vollkommen  parallelem  Licht  beobachten,  und  daß 

äsich  die  beiden  Schalen  der  Normalenfläche  auf  einer  Binormale  nicht 
(wie  diejenigen  einachsiger  Kristalle  auf  der  optischen  Achse)  berühren, 
sondern  du/rdidringen,  weshalb  schon  bei  einer  geringen  Abweichung 
'  der  Normalenrichtung  von  den  Binormalen  ein  merklicher  (Jang- 
unterschied  auftritt.  In  weißem  Licht  kommt  hinzu,  daß  die  Platten- 
normale nur  für  eine  Farbe  mit  der  Binormale  zusammenfallen  kann. 
Irgendwelche  andere  Schnitte  eines  optisch  zweiachsigen  Kristalls 
zeigen,  wenigstens  im  homogenen  Lichte,  bestimmte  Auslöschungs- 
richtungen.  Erweisen  sich  dieselben  parallel  zu  gewissen  Begrenzungs- 
elementen oder  Spaltrissen  („gerade  Auslöschung''),  so  kann  man  auf 
rhombische  (oder  eventuell  monokline)  Symmetrie  schließen. 

Eine  annähernde  Schätzung  der  Stärke  der  Doppelhrediung  ge- 
stattet mit  Hilfe  der  S.  219  wiedergegebenen  Tabelle  schon  die  Beob- 
achtung der  Interferenzfarbe  im  weißen  Lichte  zwischen  gekreuzten 
Polarisatoren,  sofern  man  die  Dicke  des  Schliffes  kennt.  Ist  letztere 
nicht  gut  meßbar,  wie  etwa  bei  Gesteinsdünnschliffen,  so  kann  man 
sie  aus  der  Interferenzfarbe  eines  auf  gleiche  Dicke  mit  abgeschliffenen 
Minerals  von  bekannter  Doppelbrechung  und  Orientierung,  z.  B.  Quarz, 
berechnen.  In  Gesteinsschliffen  werden  sehr  häufig  bereits  Quarzkömer 
enthalten  sein,  jedoch  in  regelloser  Orientierung;  diejenigen  von  ihnen, 
welche  die  höchste  Interferenzfarbe  aufweisen,  werden  derjenigen  Lage, 
wo  die  optische  Achse  parallel  zur  Schliffebene  ist,  am  nächsten 
kommen,  und  man  wird  also  die  Dicke  annähernd  finden,  indem  man 
aus  der  Tabelle  S.  219  den  ihrer  Interferenzfarbe  entsprechenden  Wert 
von  21  entnimmt  und  durch  die  Differenz  der  Hauptbrechungsindizes 

1)  A,  Beer,  Pogg.  Ann.   85  (1852),  p.  67.     Vergl.  auch  E.  Kalkowaky, 
ZeitBchr.  f.  Krist.  9  (1884),  p.  486. 
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des  Quarzes^):  «  —  oj  =  0,0091  dividiert.  Sind  nun  in  einem  Dünn- 
schliff zahlreiche  Durchschnitte  von  regellos  orientierten  Kristallen  eines 
anderen  Minerals  vorhanden,  so  wird  man  für  dieses  die  Differenz  y  — a 
des  größten  und  kleinsten  Hauptbrechungsindex  ermitteln  können,  in- 
dem man  ebenfalls  diejenigen  Durchschnitte  aufsucht,  welche  die  höchste 
Interferenzfarbe  zeigen,  und  die  dieser  letzteren  entsprechende  Größe 
21  durch  die,  wie  angegeben,  bestimmte  Dicke  des  Schliffes  dividiert. 
Der  Wert  von  y  —  a  gibt  in  vielen  Fällen  schon  ein  wichtiges 
Erkennungsmerkmal  gesteinsbildender  Mineralien.  In  nachstehender 
Tabelle  stellen  wir  für  die  schon  früher  als  Beispiele  gewählten 
kristallisierten  Substanzen  und  einige  andere  diese  Werte  (gültig  für 
Na- Licht)  zusammen;  die  zweite  Kolumne  gibt  die  kleinsten  Dicken 
d'  an,  bei  welchen  Platten  dieser  Kristalle  das  Rot  erster  Ordnung 

zeigen,  und  welche  bestimmt  sind  durch  rf'  =    '  -- —  mm. 


Optisch  einachsige  Kristalle. 


Optisch  zweiachsige  Kristalle. 


7  —  ^ 

d' 

Schwefel 

0,29005 

d- 

Hg,  Gl, 

0,64 

0,00086    f^^ 

0,00190 

NaNO, 

0,2504 

0,00220 

Ceruseit 

1     0,27485 

0,00201 

Kalkspat 

0,1721 

0,00321 

Arragonit 

1     0,15576 

0,00354 

Zirkon 

0,05 

0,0110 

Weinsäure 

0,1103 

0,0045 

Turmalin 

0,0173 

0,03185 

Anhydrit 

0,0440 

0,01252 

Quarz 

0,0091 

0,06055 

Glimmer 

0,0388 

0,01420 

Beryll 

0,0064 

0,08569 

Olivin 

:     0,036 

0,01581 

Apatit 

0,0043 

0,12667 

Diopsid 

0,0299 

0,01843 

Baryt 

1     0,01167 

0,04722 

Andalnsit 
Cordierit 

!  }    «,011 

0,05009 

Gips 

0,00977 

0,05642 

Topas 

;      0,00948 

0,06812 

Adular 

1     0,0054 

0,1020 

Sanidin 

,     0,0047 

0,1172 

Um  an  sehr  dünnen  Schliffen  den  Charakter  der  Doppelbrechung 
(d.  h.  die  Lage  von  H^)  zu  ermitteln,  oder  um  sehr  schwache  Doppel- 
brechung überhaupt  zu  erkennen,  bedient  man  sich  häufig  der  Super- 
position  einer  Gips-  oder  Glimmerplatte,  welche  im  weißen  Licht  eine 
sog.  empfindliche  Farbe  zeigt,  d.  h.  eine  Interferenzfarbe,  welche  bei 
geringer  Vergrößerung  oder  Verringerung  des  Gangunterschiedes  schon 

1)  Das  optische  Drehungs vermögen  des  Quarzes,  wegen  dessen  wir  ihn 
früher  nicht  unter  den  Beispielen  optisch  einachsiger  Kristalle  aufgezählt  haben, 
kommt  für  Richtungen  senkrecht  zur  Hauptachse  nicht  merklich  in  Betracht. 
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starke  Veränderungen  erfahrt^).  Eine  solche  ist  z.  B.,  wie  die  Tabelle 
S.  219  erkennen  läßt,  bei  parallelen  Polarisatoren  das  Violett  erster 
Ordnung,  oder  bei  gekreuzten  Polarisatoren  dasjenige  zweiter  Ordnung^ 
welche  auftreten,  wenn  die  Phasendifferenz  für  mittleres  gelbes  Licht 
üt  bezw.  2  z  beträgt,  also  das  Licht,  welches  im  Sonnenspektrum  die 
größte  Intensität  besitzt,  ausgelöscht  wird;  denn  dieses  Violett  geht  durch 
eine  sehr  geringe  Verringerung  des  (jangunterschiedes  in  Rot,  durch  eine 
ebenso  geringe  Vergrößerung  desselben  in  Blau  über.  Auch  das  Rot 
erster  Ordnung  ist  als  empfindliche  Färbung  geeignet.  Legt  man  ein 
solches  Blättchen  B  so  auf  die  zu  untersuchende  Platte  P,  daß  die 
Auslöschungsrichtungen  beider  zusammenfallen,  so  erkennt  man  also 
an  dem  auftretenden  Farbenwechsel,  ob  die  Schwingungsrichtung  der 
langsameren  Welle  in  P  zu  derjenigen  in  B  parallel  oder  senkrecht 
ist.  Ebenso  machen  sich  Spuren  von  Doppelbrechung,  die  vielleicht 
aus  der  Aufhellung  des  Gesichtsfeldes  zwischen  gekreuzten  Polari- 
satoren, wenn  man  nicht  sehr  intensives  Licht  zur  Verfugung  hat, 
nicht  mehr  sicher  erkennbar  wären,  dann  noch  durch  eine  Farben- 
änderung bemerkbar.  Noch  auffälliger  werden  die  Farbenänderungen, 
wenn  man  ein  Blättchen  anwendet,  welches  aus  zwei  Hälften  zusammen- 
gesetzt ist,  in  denen  die  entsprechenden  Polarisationsrichtungen  zu- 
einander senkrecht  stehen  (Bravaissche  DoppdplaMe)^)\  denn  hier  er- 
fahren die  Farben  der  beiden  Hälften  bei  Überlagerung  einer  anderen 
schwach  doppeltbrechenden  Platte  entgegengesetzte  Veränderungen,  so 
daß  der  Kontrast  deutlicher  wird,  als  bei  der  einfachen  Platte  von 
empfindlicher  Färbung. 

Ein  Mittel,  um  die  Ordnung  der  Interferenzfarbe  festzustellen  und 
die  Schwingungsrichtungen  der  schnelleren  und  langsameren  Welle 
zu  unterscheiden,  besteht  in  der  Kombination  der  zu  untersuchenden 
Platte  mit  einer  schwach  keüfärmigen  (etwa  aus  Quarz),  welche  man 
so  auf  die  erstere  legt,  daß  die  Schwiugungsrichtungen  in  beiden  zu- 
sammenfallen (was  man  leicht  daran  erkennt,  daß  die  Kombination 
beider  Platten  sich  hinsichtlich  der  Auslöschung  zwischen  gekreuzten 
Polarisatoren  wie  eine  einzige  Platte  verhält).  Wir  werden  das 
Verhalten  von  Plattenkombinationen  an  späterer  SteUe  unter  all- 
gemeinerem Gesichtspunkte  behandeln;  für  den  jetzt  vorausgesetzten 
speziellen  Fall  ist  aber  unmittelbar  einzusehen,  daß  sich  die  Ver- 
zögerungen A  und  A',  wddie  jede  einzelne  Platte  für  sich  erzeugen  würde, 
einfach  addieren  oder  subtrahieren,  je  nachdem  die  Schwingungsrichtungen 

1)  Vergl.  z.  B.  C.  Klein,  Berl.  Her.  1893,  p.  221. 

2)  A.  Bravais,  Ann.  chim.  phys.  (3)  43  (1866),  p.  129. 
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ITj  und  H^  der  langsameren  Welle  in  den  beiden  Platten  zusammen- 
fallen oder  aufeinander  senkredü  stehen.  Im  enteren  Falle  wird  daher 
die  Interferenzfarbe  steigen,  im  letzteren  sinken,  wenn  man  den  Keil 
über  der  zu  untersuchenden  Platte  P  im  Sinne  wachsender  Dicke  ver- 
schiebt. Kennt  man  nun  die  Lage  Ton  H^'  im  Keil,  so  ist  hiemach 
diejenige  von  H^  in  F  leicht  zu  ermitteln*).  Ist  die  Doppelbrechung 
und  Dicke  der  Platte  nicht  zu  groß,  bezw.  der  Keil  hinreichend 
dick,  so  wird  man  bei  derjenigen  Lage,  wo  Hy  und  H^  gekreuzt 
sind,  es  erreichen  können,  daß  der  Gangunterschied  im  Keil  denjenigen 
in  der  Platte  an  einer  Stelle  gerade  kompensiert,  so  daß  dort  ein 
schwarzer  Streifen  erscheint*).  Läßt  man  den  Keil  seitlich  über  die 
Platte  hinausragen,  so  zeigt  er  neben  dieser  in  der  Verlängerung  des 
schwarzen  Streifens  gerade  die  Interferenzfarbe,  welche  die  Platte  für 
sich  allein  aufweist,  und  es  kann  nunmehr  am  Keil  deren  Ordnung 
direkt  erkannt  werden,  wenn  derselbe  in  eine  scharfe  Kante  ausläuft 
und  somit  die  ganze  Reihenfolge  der  Interferenzfarben  nebeneinander 
zeigt.  Ist  der  Keil  mit  einer  mikrometrischen  Verschiebungs- 
vorrichtung versehen,  so  kann  man  auf  diese  Weise  den  Gangunter- 
schied in  der  zu  untersuchenden  Platte  auch  messen,  nachdem  einmal 
die  einem  Gangunterschied  von  einer  Wellenlänge  entsprechende  Ver- 
schiebungsgröße ermittelt  worden  ist.  Einen  solchen,  an  einem  Polari- 
sationsmikroskop anzubringenden  Quarzieil-Kompensator  hat  Michel- 
L^vy  vorgeschlagen*). 

4.  KompenBatoren«  Zu  genaueren  Messungen  des  Gangunter- 
schiedes benutzt  man  meist  den  Bdbinetschen  Kompensatary  welcher  aus 
zwei  Quarzkeilen  von  gleichem  Winkel  besteht,  die  mit  entgegengesetzt 
gerichteten  Keilwinkeln  übereinanderliegen,  so  daß  sie  zusammen  eine 
planparallele  Platte  bilden.  An  beiden  Keilen  ist  eine  Fläche  parallel 
zur  optischen  Achse  geschliffen,  aber  die  letztere  liegt  in  einem  parallel, 
im  anderen  senkrecht  zu  seiner  Kante.  Der  Gangunterschied,  den  die 
Kombination  beider  Keile  den  senkrecht  zu  ihren  Begrenzungsflächen 
hindurchgehenden  Wellen  erteilt,  ist  daher  proportional  der  Differenz 

1)  Über  die  Anwendung  eines  Keiles  zu  diesem  Zweck  vergl.  z.  B.  C.  Klein, 
Berl.  Ber.  1898,  p.  221,  und  G.  Cesäro,  Ann.  soc.  g^ol.  Belg.  Mdm.  20  (1893),  p.  87. 

2)  Vollständige  Kompensation  im  weißen  Licht  ist  allerdings  streng  ge- 
nommen nnr  durch  einen  Keil  von  gleicher  Dispersuyn  zu  erreichen,  doch  wird 
die  Verschiedenheit  der  Dispersion  praktisch  meist  nicht  bemerklich. 

3)  A.  Michel-Lövy,  Bull.  soc.  min.  de  France  6  (1883),  p.  143.  [Abänderung 
von  E.  Fueß  siehe  N.  Jahrb.  f.  Min.,  Beil.-Bd.  7  (1890),  p.  28.]  G.  Cesäro  [Bull. 
Acad.  de  Belg.  (3)  26  (1898),  p.  208]  schlägt  vor,  statt  auf  Auslöschung  auf  eine 
bestimmte  empfindliche  Interferenzfarbe  einzustellen. 

Pookela,  Kristalloptik.  15 
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ihrer  Dicken  rfj ,  d^  an  der  betreffenden  Stelle,  nämlich  =  (rfg  —  rf^)  (a  —  a) 
Wellenlängen^).  Bei  Betrachtung  im  weißen  Licht  zwischen  gekreozten 
Polarisatoren  sieht  man  also  dort,  wo  die  Keile  gleich  dick  sind,  einen 
schwarzen  Streifen,  und  von  diesem  aus  nach  beiden  Seiten  hin  die 
steigenden  Interferenzfarben,  die  aber  auf  der  einen  Seite  Grangunter- 
schieden von  entgegengesetztem  Vorzeichen  entsprechen,  wie  auf  der 
anderen.  Indem  nun  der  eine  Keil  in  der  Richtung  senkrecht  zu 
seiner  Kante  mittels  einer  Mikrometerschraube  verschiebbar  gemacht 
ist,  kann  man  an  einer  bestimmten  Stellender  Kombination  den  Gang- 
unterschied um  eine  meßbare  Größe  ändern,  nämlich  um  (a  — G})i;tga, 
wenn  v  die  Verschiebung,  a  den  Keilwinkel  bezeichnet.  Hat  man 
einmal  diejenige  Verschiebung  t\  ermittelt,  welche  einem  Gangunter- 
schied von  einer  ganzen  Wellenlänge  für  eine  bestimmte  Farbe  ent- 
spricht, so  ergibt  sich  bei  Beobachtung  mit  der  gleichen  homogenen 
Lichtsorte  der  durch  irgend  eine  andere  Verschiebung  v  erzeugte  Gang- 
unterschied einfach  als  —  •  A,  wobei  v  und  v^  in  einer  beliebigen  Ein- 
heit, etwa  Trommelteilen  der  Mikrometerschraube,  ausgedrückt  sein 
können.  Die  Bestimmung  von  v^  kann  in  der  Weise  geschehen,  daß 
man  durch  Verschiebung  des  beweglichen  Keiles  nacheinander  zwei 
der  schwarzen  Streifen,  welche  der  Kompensator  im  homogenen 
Lichte  zwischen  gekreuzten  Polarisatoren  zeigt,  an  dieselbe  Stelle  des 
festen  Keiles  bringt.  Um  diese  Einstellung  genau  ausführen  zu  können, 
ist  am  Gehäuse  des  Kompensators  ein  Fadenkreuz  oder  ein  verstellbarer 
Spalt  —  auf  dessen  Mitte  dann  der  schwarze  Streifen  eingestellt  wird  — 
angebracht.  Ist  die  Konstante  v^  so  für  eine  Wellenlänge  gemessen 
worden,  so  kann  sie  für  irgend  eine  andere  mit  Hilfe  der  bekannten 
Abhängigkeit  der  Differenz  der  Brechungsindizes  des  Quarzes  von  der 
Farbe  berechnet  werden*).  Um  nun  den  Gangunterschied  in  einer  gege- 
benen Platte  mittels  des  Kompensators  zu  messen,  bringt  man  zunächst 
diesen  so  zwischen  die  gekreuzten  Polarisatoren,  daß  seine  Polarisations- 
richtungen mit  denen  der  letzteren  Winkel  von  45®  bilden,  und  stellt 
einen  schwarzen  Streifen  auf  den  Schnittpunkt  des  Fadenkreuzes  bezw. 
die  Mitte  des  Spaltes  ein:  dann  schaltet  man  die  zu  untersuchende 
Platte  in  solcher  Lage  ein,  daß  ilire  Polarisationsrichtungen  mit  denen 
des  Kompensators  zusammenfallen,  und  bringt  nun  den  schwarzen 
•Streifen  durch  die  Verschiebung  v  wieder  zur  Einstellung.   Natürlich 


1)  Über  den  Einfluß  der  Reflexion  an  den  Grenzflächen  der  Keile  auf  den 
Gangunterschied  vergl.  W.  Voigt,  Wied.  Ann.  22  (1884),  p.  234. 

2)  Vergl.  \V.  König,  Wied.  Ann.  17  (1882),  p.  1018. 
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können  wegen  der  beschränkten  Ausdehnung  der  Keile  nur  Gang- 
unt:erschiede  von  wenigen  Wellenlängeu  in  dieser  Weise  gemessen 
werden.  Beobachtet  man^  wie  es  zu  genauen  Bestimmungen  noir 
wendig  ist^  mit  homogenem  Licht^  so  bleibt  die  im  Gangunterschied 
enthaltene  ganze  Zahl  von  Wellenlängen  zunächst  unbestimmt  und 
muß  anderweitig,  etwa  durch  eine  annähernde  Bestimmung  mit  weiBem 
Licht  oder  aus  der  Interferenzfarbe,  ermittelt  werden.  Übrigens  findet 
der  Babinetsche  Eompensator  hauptsächlich  zur  Messung  Ton  so 
kleinen  Gangunterschieden  Anwendung,  daß  man  über  die  ganze  Zahl 
von  Wellenlängen  von  vornherein  nicht  im  Zweifel  ist. 

Bei  manchen  Untersuchungen,  z.  B.  denen  über  die  Phasenänderung 
bei  der  Reflexion  an  stark  absorbierenden  Substanzen  (siehe  Teil  IV, 
Kap.  V),  verdient  eine  von  Biot  herrührende  abgeänderte  Konstruktion 
den  Vorzug,  welche  die  Anwendung  streng  parallelen  Lichtes  (also 
Beobachtung  mit  Kollimator  und  Fernrohr)  voraussetzt^).  Hierbei  ist 
die  optische  Achse  in  beiden  Keilen  gleich  orientiert,  so  daß  dieselben 
zusammen  einer  einfachen  PlanplaUe  von  veränderlicher  Dicke  äquivalent 
sind.  Diese  ist  kombiniert  mit  einer  anderen,  einfachen  planparallelen 
Platte  in  solcher  Lage,  daß  ihre  optische  Achse  senkrecht  zu  der- 
jenigen in  den  Keilen  ist,  und  von  solcher  Dicke,  daß  bei  der  Null- 
stellung des  Kompensators  vollständige  Kompensation  des  Gangunter- 
schiedes stattfindet.  Eine  Verschiebung  des  einen  Keiles  bewirkt  dann 
eine  gleichmäßige  Änderung  des  Gangunterschiedes  im  ganzen  Ge- 
sichtsfelde des  Kompensators.  Ein  gegebener  Gangunterschied  der 
beiden  nach  den  Schwingungsrichtungen  des  Kompensators  genommenen 
Schwingungskomponenten  des  einfallenden  Lichtes  wird  dann  voll- 
ständig kompensiert  sein,  wenn  man  mittels  des  Analysators  voll- 
ständige Auslöschung  herbeiführen  kann,  da  dann  das  ursprünglich 
elliptisch  polarisierte  Licht  in  linear  polarisiertes  verwandelt  ist. 
Zugleich  liefert  dann  die  Tangente  des  Schwingungsazimuts  des  aus- 
tretenden Lichtes  das  Amplitudenverhältnis  der  erwähnten  Komponenten 
des  einfallenden  Lichtes. 

Ein  anderes  Prinzip  der  Messung  von  Gangunterschieden,  welches 
von  Senarmont*)  herrührt  und  z.B.  von  E.  Wiedemann')  zur  An- 

1)  Vergl.  Mascart,  Traite  d'Optique  II,  p.  61,  Paris  1890. 

2)  H.  de  Senarmont,  Ann.  chim.  phys.  (2)  73  (1840),  p.  337;  Pogg.  Ann. 
Erg.-Bd.  1  (1842),  p.  451. 

8)  E.  Wiedemann,  Pogg.  Ann.  151  (1874),  p.  1.  Auch  G.  Friedel,  C.  R. 
116  (1893),  p.  272;  BulL  soc.  fran9.  d.  miner.  16  (1893),  p.  19.  Eine  ausführliche 
Theorie  des  Glimmerkompensators,  wobei  u.  a.  der  unvermeidlichen  Abweichung 
des  Gangunterschiedes  im  Glimmer  von  \  l  Rechnung  getragen  ist,  haben  G.  Hörn 

16* 
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weHcLung  gebracht  worden  ist,  beruht  auf  der  Einschaltong  eines 
Glimmerblättchens  von  solcher  Dicke,  daß  es  einen  Gangunterschied 
von  -  Wellenlänge  der  angewandten  Lichtart  (meist  Na-Licht)  her- 
vorruft (eines  sog.  jA- Blättchens).  Befindet  sich  die  zu  untersuchende 
Kristallplatte  in  der  Diagonalstellung,  d.h.  ist  der  Winkel  a  =  ±45M 
so  erfolgt  die  Schwingung  des  aus  ihr  austretenden  Lichtes  in  einer 
Ellipse;  deren  Hauptachsen  a,  b,  wie  S.  215  gezeigt,  parallel  und  senk- 
recht zu  P  liegen  und  das  Verhältnis  —  =  tg  y  besitzen,  wie  leicht 

aus  der  für  Ä  =  B  spezialisierten  Ellipsengleichung  (3)  der  Einleitung 
folgt,  wenn  man  sie  auf  ihre  Hauptachsen  bezieht.  Diese  elliptische 
Schwingung  wird  durch  ein  ^A -Blättchen,  dessen  eine  Schwingungs- 
richtung zu  P  parallel  ist,  in  eine  geradlinige  vom  Neigungswinkel 

arctg  —  =  I A  gegen  P  übergeführt,  welcher  am  drehbaren  Analysator 

direkt  abgelesen  werden*  kann,  indem  man  denselben  auf  Auslöschung 
einstellt.  Natürlich  kann  man  mittels  dieses  „Glimmerkompensators" 
den  Gangunterschied  nur  bis  auf  ein  ganzes  Vielfaches  der  Wellen- 
länge bestimmen.  —  Da  die  beschriebene  Vorrichtung,  bestehend  aus 
drehbarem  ^A-Blättchen  und  drehbarem  Analysator,  nach  Vorstehen- 
dem zur  vollständigen  Bestimmung  einer  elliptischen  Schwingung 
dienen  kann,  so  wird  sie  auch  wohl  als  elliptischer  Analysator  be- 
zeichnet ^). 


Neuntes  Kapitel. 

Interferenzerscheinungen  im  konvergenten  polarisierten  Lieht. 

1.   Prinzipien  der  Beobaohtung  im  konvergenten  Iiioht.     Die 

Beobachtung  im  „konvergenten  Licht"  hat  den  Zweck,  die  Änderungen 
der  bei  der  Interferenz  resultierenden  Lichtintensität  mit  der  Richi^ing 
der  Fortpflanzung  im  Kristall,  von  welcher  ja  im  allgemeinen  sowohl 
der  Gangunterschied  als  die  Lage  der  Schwingungsrichtungen  abhängig 
sind,  in  einem  Gesamtbilde  übersichtlich  hervortreten  zu  lassen.  Um 
dies  zu  erzielen,  wird  die  zu  untersuchende  Kristallplatte  K  in  der 
Mitte  zwischen  zwei  gleichen  Sammellinsen  oder  Systemen  von  solchen 

[Dissertation  Göttingen;  N.  Jahrb.  f.  Miner.  Beil.-Bd.  12  (1899),  p.  273]  und 
E.  C.  Müller  [Dissertation  Göttingen  1903;  N.  Jahrb.  f.  Miner.  Beil.-Bd.  17 
(1903),  p.  197]  entwickelt. 

1)  Siehe  z.  B.  Mascart,  Trait^  d'Optique  II,  p.  28. 
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(JL,  U  in  Fig.  84)  angebracht,  deren  Abstand  voneinander  etwas  kleiner 
als  die  Summe  ihrer  Brennweiten  ist  Als  Lichtquelle  dient  eine 
Flamme  oder  ausgedehnte  leuchtende  Fläche.  Wir  betrachten  die- 
jenigen von  derselben  ausgesandten  Strahlen,  welche  nach  dem  Durch- 
gang durch  den  Polarisator  nach  einem  be- 
stimmten Punkte  P  der  vorderen  Brennebene 
(93)  des  Linsensystems  L  hin  konvergieren. 
Dieselben  werden  zwischen  L  und  U  als  ein 
Parallelstrahlenbündel  verlaufen,  dessen  Nei- 
gungswinkel gegen  die  gemeinsame  Achse  der 
Linsensysteme  nach  einem  von  Abbe  ge- 
fundenen Satze  der  geometrischen  Optik  be- 
stimmt ist  durch 

wo  n®  den  Brechungsindex  des  zwischen  L  und 

U  befindlichen   Mediums,   f  die    Äquivalent-    P.^^ 

brenn  weite  des  Linsensystems  i,   und  a  den 
Abstand  des   Punktes  P  von  der  Achse  be- 
zeichnet.  Nach  dem  Durchgang  durch  II  wer-  Fig.  w. 
den  alle  diese  Strahlen  in  demjenigen  Punkte  P' 

der  hinteren  Brennebene  95'  von  U  wiedervereinigt,  welcher  dem  Punkte 
P  als  Bildpunkt  entspricht  und  ebenfalls  den  Abstand  a  von  der 
Achse  besitzt.  Wird  nun  das  Auge  (bei  0),  oder  eine  Lupe  bezw. 
ein  Mikroskop,  auf  die  Brennebene  S3'  eingestellt  und  oberhalb  S3'  ein 
Analysator  eingeschaltet,  so  sieht  man  den  Punkt  P'  mit  derjenigen 
Intensität  bezw.  Farbe  beleuchtet,  welche  der  unter  dem  Winkel  i 
einfallenden,  polarisierten  ebenen  Welle  nach  Durchgang  durch  die 
Kristallplatte  und  den  Analysator  zukommt.  Diese  Litenaität  hängt 
aber  von  der  Orientierung  der  Wellenebene  gegen  die  Kristallplatte 
und  der  letzteren  gegen  die  Polarisationsebenen  des  Polarisators  und 
Analysators  ab,  und  folglich  erblickt  man  in  der  Ebene  93'  eine  von 
Stelle  zu  Stelle  wechselnde  Helligkeit  bezw.  Farbe,  —  das  Interferenz- 
hild  der  Kristallplatte,  wie  wir  kurz  sagen  wollen. 

Näheres  über  die  Einrichtung  der  gebräuchlichen  Polarisations- 
apparate für  konvergentes  Licht  findet  man  z.  B.  in  TL  Liebischs 
„Physikal.  Kristallographie",  p.  450,  489,  oder  dessen  „Grundriß  der 
phys.  Krist.'*,  p.  301—308. 

2.  Intensität  von  schräg  duroh  eine  planparallele  Kristallplatte 
hindiiTohgegangenen  ebenen  Wellen.     Nach  dem   Gesagten  kommt 
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es  bei  der  theoretischen  Ableitung  der  Interferenzbilder  im  konvergenten 
Licht  zunächst  darauf  an,  die  Intensität  zu  berechnen,  welche  eine 
linear  polarisierte,  schief  gegen  die  Plattennormale  einfallende  ebene 
Welle  homogenen  Lichtes  nach  Durchgang  durch  die  Platte  und  den 
Analysator  besitzt.  Dabei  wollen  wir  alle  Intensitätsverluste  durch 
Reflexion  und  Absorption  vernachlässigen,  was  zulässig  ist,  wenn  wir 
nur  eine  angenäherte,  das  für  die  Beobachtung  Wesentliche  wieder- 
gebende Berechnung  der  Erscheinungen  anstreben.  Da  wir  nändich, 
wie  immer  in  diesem  Teil,  eine  merkliche  Absorption  im  Kristall  aus- 
schließen, so  bewirken  die  übrigen  Lichtverluste  nur  solche  Intensitäts- 
schwächungen,  die  für  alle  in  Betracht  kommenden  Fortpflanzungs- 
richtungen sehr  nahe  gleich  sind  und  daher  das  Interferenzbild  nicht 
augenfällig  ändern.  — 

Die  einfallende  Wellennormale  AB  (Fig.  85)  liefert  in  der  Kristall- 
platte zwei,  in  der  Einfallsebene  liegende  gebrochene  Wellennormalen 

BC  und  BEy  welche  in  den  zu  AB  paral- 
lelen Richtungen  CD  und  EF  wieder  aus- 
treten. Diese  Parallelstrahlen  werden  in 
einem  Punkt  der  Brennebene  85'  vereinigt 
und  gelangen  dort  zur  Interferenz  mit  dem- 
jenigen Gangunterschiede,  den  sie  in  irgend 
einer  zu  ihrer  gemeinsamen  Richtung  senk- 
rechten Ebene  besitzen,  z.  B.  in  der  durch  C 
gelegten  Wellenebene,  deren  Schnittpunkt 
mit  EF  G  sei.  Dieser  Gangunterschied, 
ausgedrückt  in  Wellenlängen,  ist  aber,  wenn 
i  den  Einfallswinkel,  r^,  r^  die  Brechungs- 
winkel, Aj,  A,  die  Wellenlängen  auf  BC  und  BE  im  Kristall,  A®  die 
Wellenlänge  im  äußeren  Medium,  d  dip  Dicke  der  Platte  bezeichnet: 


Fig.  85. 


r==  BE       EG  _  BC  ^ 

9  Ar  A^  Aa 


d 
cos  r. 


+ 


d  (tg  r,  —  tg  r,)  sin  i 


ii  cos  i\ 

Benutzt  man,  daß  nach  dem  Brechungsgesetz  gilt 


sm  7 


sm  )\ 


smr« 


so  kann  man  auch  schreiben 


(2)  r  =  rf(^°^-'-'-^°^-!^') 

oder  nach  Einführung  der  Brechungsindizes  w^,  Wj   des  Kristalls  für 
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die  Richtungen  BC  und  BE  und  desjenigen  n^  des  äußeren  Mediums, 
sowie  der  Wellenlänge  X  im  Vakuum^): 

(2  )         r  =  y (n^  cos  r,  -  n^  cos  rj  =  -^(J  cos  r^  -  J,  cos  r^) 

d       .      .     sin  (r,  —  r.) 
il°  sm  fi  Bin  r, 

Bei  gegebener  Orientierung  der  Plattenebene  und  Einfallsebene 
können  die  Brechungswinkel  nach  dem  in  Kap.  IV,  §  4,  S.  97  erörterten 
Verfahren  aus  den  Parametern  des  Kristalls  und  dem  Einfallswinkel 
berechnet  werden.  Man  erhält  aus  der  Gleichung  der  Indexfläche 
(Kap.  IV,  (4*)  oder  (4*')),  bezogen  auf  ein  Koordinatensystem,  dessen 
^-Achse  in  die  Plattennormale  und  dessen  Z'X'-Ebene  in  die  Ein- 
fallsebene fällt,  indem  man  x  =  n^  sin  i,  z  ^  n°  sin  i  cotg  r  =  n  cos  r 
setzt,  eine  Gleichung  vierten  Grades  für  n  cos  r,  deren  beide  größte 
Wurzeln  die  gesuchten  Werte  n^  cos  r^  und  w,  cos  r,  sind.    Der  Gang- 

nnterschied  ist  also  bis  auf  den  Faktor  —  direkt  durch  die  DüBferenz 

dieser  beiden  Wurzeln  gegeben.  Da  die  Koeffizienten  der  Gleichung 
vierten  Grades  Funktionen  von  n^  sin  i  sind,  so  kann  man  jene  Differenz 
nach  Potenzen  dieser  Größe  entwickeln;  wie  dies  mit  jedem  gewünschten 
Annäherungsgrade  ausgeführt  werden  kann,  hat  Walker*)  gezeigt. 
Wir  wollen  uns  aber,  wie  es  bei  den  Anwendungen  fast  immer  ge- 
schehen kann,  auf  diejenige  Annäherung  beschränken,  welche  sich  bei 

(mO  ayn  A  ^ 
j   —  unter  n^  einen  mittleren  Brechungs- 
index des  Kristalls  verstanden  —  ergibt,  also  um  so  besser  zutrifft, 
je  kleiner  der  Einfallswinkel  ist.     Man  erhält  dann: 

cosfi-l-yg)   sin«  2,     cosr2=-l-yg)'sin«t, 

Wa  cos  rg  -  n^  cos  r^  =  (n^  -  nj  (l  +  y  ;^  sin*  «) , 
oder,  wenn  man  n^  n^  ==  n^  setzt  und  durch 

sin  r«  =  -^  sin  * 


einen  mittleren  (zwischen  r^  und  r^  liegenden)  Brechungswinkel  einführt, 

Xcosr^ 
Da  — —  die  mittlere  Weglänge  q  der  beiden  gebrochenen  Wellen 


(3) 


1)  F.  Neumann,  Pogg.  Ann.  33  (1834),  p.  266. 

2)  J.  Walker,  Proc.  Roy.  Soc.  London  63  (1898),  p.  79. 
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normalen  in  der  Kristallplatte  bedeutet,  so  kommt  diese  Annahening 
darauf  hinaus,  daß  man  den  Unterschied  ihrer  Wege  yernachlassigt 
und  nur  deujenigen  ihrer  Geschwindigkeiten  berücksichtigt.  Daher 
wird  obige  Näherungsformel  bei  sehr  schwacher  DappdbreAung  auch 
für  beliebig  große  Einfallswinkel  anwendbar  sein.  In  der  Tat  findet 
man,  wenn  man  (n^  —  n,)*  vernachlässigt, 

co8r,  =  co8ri  +  (n,-ni)-^.''^-  =  cosri  +  (n2-nJ^^^ 

n,  cos  rj  -  n,  cos  r^  «  (n^  -  nj (^cos  r,  +  -^,  -  -^^J , 

oder,  wenn  man  noch  cos  r^  durch  cos  r^  ersetzt, 

fu  —  n. 
n«  cos  r,  —  n,  cos  r.  =«  -       -  , 

also  für  r  wieder  den  Ausdruck  (3). 

Nach  dieser  Formel  ist  der  Gangunterschied  nur  abhängig  von 
der  Richtung  der  beiden,  als  zusammenfallend  anzusehenden  gebroche- 
nen Wellennormalen  im  Kristall  und  von  ihrer  gemeinsamen  Weglänge, 
dagegen  nicht  von  der  Orientierung  der  Begrenzungsäächen  der  Platte 
und  von  der  Natur  des  äußeren  Mediums.  Daher  kann  man  zur  Ver- 
anschaulichimg des  Gesetzes,  nach  dem  sich  der  Gangunterschied  f 
(oder  die  Phasendifferenz  A  =  2;rr)  der  zur  Interferenz  gelangenden 
Strahlen  mit  ihrer  Richtung  ändert,  eine  für  den  Kristall  charakteristische 
Fläche  benutzen  —  die  von  Bert  in*)  in  die  Betrachtung  eingeführte 
„Fläche  gleichen  Gangunterschiedes'^  — ,  welche  wir  im  folgenden  näher 
betrachten  wollen. 

3.  Oberfläche  gleichen  Gangunterschiedes.  Dieselbe  ist  der 
geometrische  Ort  der  Endpunkte  derjenigen,  von  einem  festen  Punkt 
0  im  Kristall  aus  nach  allen  Richtungen  gezogenen  Strecken  Qy  für 
welche  der  Gangunterschied  denselben,  gegebenen  Wert  hat.  Ihre 
Gleichung  ist  also  f  =  Const.  oder  (n,  —  wj  •  p  =■  Const.,  wobei  der 
Wert  der  Konstanten  nur  die  absoluten  Dimensionen  der  Fläche  be- 
stimmt. Wir  haben  nun  hierin  die  Differenz  der  Brechungsindizes 
durch  die,  die  Fortpflanzungsrichtung  bestimmenden  Winkel  auszu- 
drücken. Als  solche  wählen  wir  bei  einachsigen  Kristallen  den 
Winkel  (p  gegen  die  Hauptachse  (optische  Achse),  bei  zweiachsigen 
die  Winkel  9?i,  9,  g^gen  die  Binormalen.  Dann  ist  nach  Kap.  I, 
Gl.  (.3')  und  Kap.  II,  Gl.  (9) 


1)  Bertin,  Ann.  chim.  phys.  (8)  63  (1861),  p.  67.    Modelle  der  Oberfläche 
gleichen  Gangunterschiedes  sind  z.  B.  von  Dr.  Steeg  u.  Reuter  zu  beziehen. 
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^0*  -  2/  =  (ö*  -  e^)  sin«  tp, 
q^^  ~  äg*  =  (a*  —  c*)  sin  (p^  sin  ^j. 
Um  die  Analogie  beider  Formeln   besser  hervortreten  zu  lassen, 
wollen  wir  bei  einachsigen  Kristallen  die  schnellere  Welle  durch  den 
Index  1,    die    langsamere    durch    den    Index  ,    und    die    Hauptlicht- 
geschwindigkeiten dementsprechend  mit  a  und  c  bezeichnen;  dann  geht 
der  erste  Ausdruck  aus  dem  zweiten  hervor,  indem  9>i  =  9>t  =  9  wird. 
Berücksichtigen  wir  nun,  daß 

_       ^  ^        ^  ^     gl'  — gl* 
^*       ^^  ^  Qt       gl  "^  gl  g«  (gl  +  gl) ' 
und    daß   wir   hier   den  Nenner   mit  dem  im   Vorhergehenden   inne- 
gehaltenen  Grade   der   Annäherung   (unter   Voraussetzung  schwacher 
Doppelbrechung)  durch  den  konstanten  Wert 

ersetzen  können,  so  erhalten  wir  aus  (3): 

(4)  r  =  fcp  sin«  (p      bezw.   =  tp  sin  (p^  sin  q)^ , 

wo  Je  einen  konstanten  Faktor  bezeichnet,  nämlich 

(4-)  Ä  =  «'-_^'/A__ y     oder  =.1(1-1-). 

Für   optisch    einachsige    Kristalle    ist    also    die    Fläche    gleichen 
Gangunterschiedes  gegeben  durch 
(4*)  Q  sin*  tp  =  Const.  =  p^; 

sie  ist  eine  Rotationsfläche,  deren  Meridiankurve  vorstehende  Gleichung 
in  Polarkoordinaten,  oder  die  Gleichung 

in  rechtwinkligen  Koordinaten  {z  parallel  zur  optischen  Achse,  x  senk- 
recht dazu)  besitzt. 

Man  erkennt  ohne  weiteres,  daß  q  sein  Minimum  =  Pq  in  den 
Richtungen  senkrecht  zur  Hauptachse  erreicht  und  parallel  der  Haupt- 
achse unendlich  groß  wird.  Für  sehr  große  Werte  von  z  verhält  sich 
die  Fläche  annähernd  wie  ein  Rotationsjpara&o?oirf  von  der  Gleichung 

~  Po' 
in  der  Nähe  des  Äquators  {z  =  0)  dagegen  wie  das  durch  Umdrehung 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  um  die  Z- Achse  entstehende  Rotations- 
hyperhöloid 
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Die    Meridiankurre    muß    demgemäB    in    jedem    Quadranten    einen 
Wendepunkt  besitzen.     Man  kann  dieselbe  leicht  in  folgender  Weise 

konstruieren  (siehe  Fig.  86).   Man  zeichne 

um  0  einen  Kreis  mit  dem  Radius  Po  =  -r , 

lege  an  diesen  in  seinem  Schnittpunkt  S 
mit  dem  unter  dem  Winkel  (p  gegen  die 
Z- Achse  gezogenen  Radiusvektor  die  Tan- 
gente ST  und  durch  deren  Schnittpunkt 
T  mit  der  X-Achse  eine  Parallele  zur 
Z-Achse;  der  Punkt  P,  in  welchem  diese 
die  Verlängening  yon  OS  triflFb,  ist  dann 
ein  Punkt  der  gesuchten  Kurve.  In  der 
Tat  ist  sofort  zu  sehen,  daß  für  jeden  so 
konstruierten  Punkt  OP  sin^q)  den  kon- 
stanten Weii;  OS  =  Qq  besitzt^  wie  es 
die  Gleichung  (4*)  verlangt. 

Für  optisch  zweiadmqe  Kristalle  lautet 

Piff.  86. 

die  Gleichung  der  Oberfläche  gleichen  Gang- 
unterschiedes, wenn  wieder  -r  =  Qq  gesetzt  wird, 


(4*) 


Q  sm  <pi  sin  9^  •=  Qq, 


Dabei  ist  p^  wieder  der  kleinste  Wert  von  p,  welcher  hier  in  der  zur 
Ebene  der  Binormalen  senkrechten  Richtung  erreicht  wird.  Der 
Radiusvektor  q  wird  hier  unendlich  groß  für  die  durch  ^^  =  0  bezvr. 
9»  =  0  gegebenen  Richtungen  der  Binornmlen  A^ ,  A^.  Dabei  kon- 
vergiert aber  q  sin  ^^^  bei  Annäherung  an  die  Richtung  Aj^  gegen  den 

konstanten  Grenzwert    .  ^«^,   wo   2Q  den  Winkel  zwischen  den  Bi- 
Bin  2  Q ' 

normalen  bezeichnet.  Da  nun  q  sin  fpj^  den  Abstand  des  betreffenden 
Flächenpunktes  von  der  Binormale  Aj^  bedeutet,  so  besagt  dies,  daß 
die  Fläche  gleichen  Gangunterschiedes  in  sehr  großer  Entfernung  von 
ihrem  Zentrum  sich  nie  zwei  Kreiszylinder  mit  den  beiden  Binomideii 
als  Achsen  verhalt,  (Siehe  Fig.  89,  welche  die  durch  eine  zur  Z 
Achse  senkrechte  Ebene  geschnittene  Fläche  in  schiefer  Parallelpro- 
jektion auf  die  ZX- Ebene  darstellt.) 

Natürlich  sind  die  drei  optischen  Symmetrieebenen  YZ,  ZX,  XY 
auch  solche  der  Fläche  gleichen  Gangunterschiedes.  W^ir  wollen,  um 
die  Vorstellung  von  der  Gestalt  der  Fläche  zu  verdeutlichen,  ihre 
Schnittkurven  mit  diesen  Syinmetrieehmen  bestimmen.  In  der  YZ-Ebene 
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erhalten  wir,  da  hier,  wenn  wir  den  Winkel  ((;,  Z)  mit  ^  bezeichnen, 
9i  ==  ^2  ^^^  ^^8  Vä  =  ^^s  "^  ^^8  ^  wird, 

p=  -^ 

^        1  — cos'-e-cos'ß' 

was    einer   ovalähnlichen  Kurve   mit  den  Halbachsen  q^  parallel  der 

Z 


9o 


F- Achse  und  p"  =  ^J^  parallel  der  Z- Achse 

entspricht  (Fig.  87).     In  der  XF- Ebene  gilt 

9?2  =  Ä  — g?i  und,  wenn  ^  der  Winkel  (p,  X) 
ist,  cos*  iff^  =  cos*  ^  sin*  Q,  folglich 


Q'- 


Q,^ 


1  —  COS*  1/;  sin*  Q ' 

die  Schnittkurve  ist  also  von  derselben  Art, 
wie  diejenige  mit  der  FZ-Ebene,  nur  ist  ihre 
größere    Halbachse    (parallel    der    X-Achse) 

Q^^Q^tQ'  Ist  2Q,  wie  in  der  Fig.  89  ange- 
nommen, ein  spitzer  Winkel  (entsprechend  po- 
sitivem Charakter  der  Doppelbrechung),  so  ist 
also  das  Schnittoval  in  der  XF- Ebene  (siehe 
Fig.  88)  weniger  gestreckt  als  das  in  der 
FZ- Ebene.    Für  die  ZX- Ebene  gilt 


P  = 


9o 


9o 


sin {d"  +  Q)  sin (^  —  ß)        sin*  -0*  —  sin«  Q  ^ 


Fig.  87. 


die  Schnittkurve  besteht  daher  aus  vier  hyperbelahnlichen  Asten, 
welche  die  Binormalen  zu  Asymptoten  haben  (Fig.  89).  Man  kann 
die  Länge  ihres  Radiusvektors  q  für  eine 
gegebene  Richtung  OB  durch  folgende  ein- 
fache Konstruktion  finden  (siehe  Fig.  90). 
Man  lege,  an  den  mit  dem  Radius  Qq  um  0 
beschriebenen  Kreis  die  Tangente  in  dem- 
jenigen Punkte  R\  welcher  zu  dem  Schnitt- 
punkt des  Kreises  mit  OR  symmetrisch  in 
bezug  auf  die  X-Achse  liegt.  Diese  Tangente 
bringe  man  zum  Durchschnitt  mit  der  durch  0  senkrecht  zu  OA^ 
gezogenen  Geraden  OS,  und  ziehe  durch  den  Schnittpunkt  S  eine 
Parallele  zu  OA^.  Der  Punkt  P,  in  welchem  diese  OB  trifft,  ist 
dann  der  Endpunkt  von  q,  d.  h.   der  auf  der  Verlängerung  von  OB 


Flg.  88. 
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liegende  Punkt  der  zu  konstruierenden  Kurve.     Denn  aus  der  Figur 
folgt  sogleich 

OP  •  sin  9?2  sii^  ^i  ^  ÖS  •  sin  9)1  =  OK  =  Qq, 

Die  Schnittkurven  der  Fläche 
r  =»  Const.  mit  Ebenen  senkrecht 
zur  Z^ Achse  haben  verschiedenen 
Charakter,  je  nachdem  der  Ab* 
stand  ihrer  Ebene  von  0  kleiner 

oder  CTÖßer  als  .  ^i  ^  ist :  im  erste- 
^  sin*  Ö       ' 

ren  Falle  liefert  der  Schnitt  näm- 
lich eine  geschlossene  Kurve,  die 
einen  Mittelpunkt  auf  der  Z- Achse 
besitzt,  in  letzterem  Falle  aber 
zwei,  je  die  Spur  einer  Binor- 
male umgebende,  geschlossene 
Kurven,  die  nur  in  bezug  auf 
die  ZX-Ebene  symmetrisch  sind. 
Den  Übergang  bildet  eine  lemnis- 
katenähnliche  Kurve.  Nennen 
wir  die  Abstände  eines  Pimktes 
P  der  Schnittkurve  von  den 
Spuren  der  Binormalen  a^,  a, 
und  die  Winkel,  welche  Oj  mit 
OÄ^   bezw.  flj  mit  OA^  einschließt,  a^  und  cc^^  so  ist  (siehe  Fig.  89) 


Fig.  89. 


Sin  9i  ==  7  sm  «1 , 


also 
(5) 


Sin  9>8  =  —  sm  a^ 


T  Oj  «2  8in  a^  sm  a, 
9 


Bei  Meinem  BinormalenicinJcd  ist  nun  q 
für  aUe  Punkte  der  durch  eine  hinreichend 
weit  von  der  XF- Ebene  entfernte  Schnitt- 
ebene erzeugten  Schnittkurve  nahezu  kon- 
stant =  z,  und  sina^,  sin  a^  sind  wenig 
von  1  verschieden,  so  daß  man  als  Glei- 
chung   einer    solchen    Kurve    annähernd 

^1  ^2  =="  Const.    • 
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In  dieser  Annäherung  sind  also  die  betrachteten  Kurven  Cassinische 
Ovale,  und  diejenige  in  der  Schnittebene  ^=  ,-^«ö  ist  eine  LeninisJcate. 

4.   Bestimmung  der  Kurven  gleichen  OangonterBOhiedes.    Für 

die  bei  der  Beobachtung  im  konvergenten  polarisierten  Licht  auf- 
tretenden Interferenzbilder  haben  zunächst  diejenigen  Kurven  be- 
sondere Bedeutung,  welche  alle  Punkte  des  Gesichtsfeldes,  d.  h.  der 
Brennebene  S9'  verbinden,  in  denen  der  Gangunterschied  V  einen  be- 
stimmten konstanten  Wert  hat.  Denn  diejenigen  von  diesen  Kwrven 
gleichen  Gangunterschiedes,  auf  welchen  V  gleich  einer  ganzen  Zahl  h, 
also  ^  =  2%h  ist,  erscheinen  nach  dem  in  Kap.  VIII,  §  1  Gesagten  bei 
gekreuzten  Polarisatoren  im  homogenen  Licht  ganz  dunJcd,  und  das- 
selbe gilt  bei  parallelen  Polarisatoren  für  die  Kurven  f  =  Ä  +  j  •  Ina 
weißen  Licht  zeigen  nach  Kap.  VHI,  §  2  die  Kurven  gleichen  Gang- 
untersehiedes  bei  gekreuzten  oder  parallelen  Polarisatoren  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  die  gleiche  Interferenzfarbe^)]  man  nennt  sie  daher 
auch  isochromatische  Kurven.  Wenn  man  sich  auf  kleine  Einfalls- 
winkel beschränkt,  sind  nun  diese  Kurven  zufolge  §  1  und  2  ähnlich 
denjenigen  Kurven  auf  der  Austrittsfläche  der  KristaUplatte,  in  deren 
sämtlichen  Punkten  die  durch  einen  und  denselben  Punkt  0  der  Ein- 
trittsfläche einfallenden  Wellennormalen  mit  gleichem  Gangunterschied 
austreten,  und  die  wir  als  Kurven  gleichen  Gangunterschiedes  auf  der 
Plattenoberflädie  bezeichnen  können.  In  der  Tat  kann  bei  kleinem 
Einfallswinkel  nach  §  2  der  Wegunterschied  der  beiden  gebrochenen 
Wellennormalen,  die  aus  einer  einfallenden  hervorgehen,  vernachlässigt 
werden,  so  daß  dieselben  dann  mit  dem  durch 
Formel  (3)   gegebenen   Gangunterschiede   V   in  !  y^ 

einem  Punkte  Q  der  Plattenoberfläche   austre-       

ten,  der  vom  Fußpunkte  N  des  Einfallslotes  den 
Abstand  rf-tgr^  besitzt  (Fig.  91).  Der  Radius- 
vektor einer  Kurve  V  =  Const.  auf  der  Platten-       

Oberfläche  ist  also  proportional  mit  tg  r^,  Väh-  y^ 

rend   er   für   die   entsprechende  Kurve   in   der        y^         \ 

Brennebene  S3'  nach  (1)  proportional  mit  dem     / 

sinus  des  zu  r^  gehörigen  Einfallswinkels  ist.  ^' 

Da  aber  nach   dem  Brechungsgesetz  sin  i  zu   sin  r   in  dem   für  alle 

in  Betracht  kommenden  Richtungen  merklich  konstanten  Verhältnis 

1)  Dies  gilt  allerdings  nur  insoweit,  als  man  von  der  Dispersion  der  Binor- 
malen  absehen  kann,  welche  zur  Folge  hätte,  daß  die  Kurvensysteme  P  ==  Const. 
für  verschiedene  Farben  nicht  zusammenfallen  würden. 
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n^  :  vP  steht;  bo  ist  die  Bedingung  für  die  Ähnlichkeit  der  beiden 
Kurven  die,  daß  man  tgr  mit  sin  r  vertauschen,  also  sin^r  ver- 
nachlässigen kann,  eine  Yernachrassigung,  die  allerdings  etwas  weiter 
geht,  als  diejenige,  welche  wir  bereits  bei  Ableitung  der  Formel  (3) 
haben  eintreten  lassen.  Übrigens  bedingt  die  Abweichung  des  sinr 
von  tg  r  hier  nur  eine  geringe  Verzerrung  der  Kurven,  die  für  das 
Gesamtbild  nicht  wesentlich  in  Betrachb  kommt.  — 

Unter  der  so  definierten  Einschränkung  des  Gültigkeitsbereichs 
können  wir  also  die  Kurven  gleichen  Gangunterschiedes  auf  der 
Plattenoberfläche  an  Stelle  derjenigen  in  der  Brennebene  S3'  betrachten. 
Erstere  sind  aber  einfach  die  Schnittlinien  der  um  0  l'onstruierten, 
untereinander  ähnlichen  Oberflächen  gleichen  Gangunterschiedes  mit  der 
Plattencber fläche,  und  hierauf  beruht  die  Anwendbarkeit  der  Flächen 
gleichen  Gangunterschiedes  zur  Diskussion  der  Interferenzbilder  plan- 
paralleler Platten  im  konvergenten  Licht.  Will  man  z.  B.  diejenigen 
Kurven  finden,  welche  auf  einer  gegebenen  Platte  zwischen  gekreuzten 
Polarisatoren  ganz  dunkel  erscheinen  —  die  „Hauptkurven  gleichen 
Gangunterschiedes^^  — ,  so  hat  man  nur  die  Schar  der  Flächen  f  =»  Ä 
mit  einer  Ebene  zu  schneiden,  welche  die  Orientierung  der  Platten- 
ebene und  den  Abstand  d  vom  Zentrum  der  Flächenschar  besitzt. 

5.  Kurven '  gleichen  Ganguntersohiedes  für  optisch  einaehgige 
Platten.  Wir  wollen  hiernach  zunächst  die  Kurven  gleichen  Gang- 
unterschiedes für  eine  beliebige  Platte  eines  optisch  einachsigen  Kristcdh 
bestimmen').  Dazu  führen  wir  ein  rechtwinkliges  Achsensjstem 
X'  Y'  Z'  ein,  dessen  Z'- Achse  die  nach  unten  gerichtete  Platten- 
normale im  Mittelpunkt  des  Gesichtsfeldes  —  also  zugleich  die  Achse 
des  Polarisationsapparates,  zu  der  die  Platte  senkrecht  stehen  soll  — , 
und  dessen  Z'X'- Ebene  der  Hauptschnitt  der  Platte  ist,  so  zwar, 
daß  die  Richtung  der  optischen  Achse  unterhalb  der  Plattenebene  mit 
der  +  X'- Achse  einen  spitzen  Winkel  90^  — d  bildet.  Das  vom  Haupt- 
schnitt aus  gerechnete  Azimut  einer  beliebigen  durch  die  Plattennor- 
male gehenden  Ebene  sei  ^.  Ein  Punkt  des  Gesichtsfeldes  kann  dann 
entweder  durch  die  Polarkoordinaten  sin  r  (oder  tg  r)  und  f,  oder 
durch  die  rechtwinkligen  Koordinaten  x'  =  d sin r cos g,  y  ^d sin r sin f 
festgelegt  werden.  Für  die  Kurven  gleichen  Gangunterschiedes  folgt 
zunächst  nach  (3)  und  (4): 

sin*  qp  r 

cosr         kU 

1)  Vergl.  Bertin,  Ann.  chim.  phys.  (6)  2  (1883),  p.  485. 
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Es  gilt  aber  die  aus  Fig.  92  ablesbare  Beziehung: 

cos  q)  =  cos  d-  cos  r  +  sind-  sin  r  cos  g , 
folglich 

sin^  9=1  —  cos*  i9"  cos*  r  —  sin*  0"  sin*  r  cos*  g  —  sin  r  cos  r  sin  2-0-  cos  f 

=  sin*  ^  +  sin* r (cos*  d^  —  sin*  -9*  cos*  g)  —  sin  r  cos  r  sin  2-9"  cos  f. 

Beschränkt  man  sich  wieder  auf  die  Glieder  zweiter  Ordnung  in 

bezug  auf  sin  r,  setzt  also  z.  B.  1  +  |sin*r  für  ,  was  jedenfalls 

für  den  mittleren  Teil  des  Gesichtsfeldes  zulässig  ist,  so  erhält  man 

als  Gleichung  der  Kurven  gleichen  Gangunterschiedes: 

(6)  8in*r{|8in*d+cos*{^— sin*^cos*g}— 8inrcosJsin2'9=-=^— sin*^, 

oder  in  rechtwinkligen  Koordinaten: 

(6')       x^  (cos*  ^-\  sin*  &)  +  \f  (cos*  -fr  +  y  sin^  ^)  —  odd  sin  2fr 


-^rf-d*sin*fr  =  '""f 


r« 


d, 


wo  P  den  Gangunterschied  der  in   der  Richtung  der  Plattennormale 
hindurchgehenden  Wellen  bezeichnet.    Hier- 
nach bilden  die  Kurven  gleichen  Gangunter- 
schiedes  im  mitäeren  TeiU  des  Gesichtsfeldes 
hei  Platten  optisch  einachsiger  Kristalle  stets 
eine  Schar  Jconzentrischer,  ähnlicher  tind  ähn- 
lich gelegener  Kegelschnitte,   deren   Zentrum 
jedoch   im    allgemeinen    außerhalb    des    Ge- 
sichtsfeldes im  Hauptschnitt  der  Platte  liegt, 
ausgenommen    die  Fälle,   daß  letztere  nahe 
senkrecht  oder  parallel  zur  optischen  Achse 
ist.     Diese  Kegelschnitte  sind: 
Kreise       für  fr  =  0  (Platte  J.  zur  Achse)  (Taf.  I,  Fig.  2), 
EUipsen      „    0  <  fr  <  arctg  ]/2  (Tof.  I,  Fig.  3), 
Parabdn    „    fr  =  arctg  )/2  -  54^  44'  (Taf.  I,  Fig.  4) , 
Hyperbeln  „     fr  >  arctg  l/2  (Taf.  II,  Fig.  1). 

(Die  zitierten  Figuren  geben  das  Aussehen  der  Kurven  an  Kalk- 
spatplatten in  Na-Licht   nach  photographischen  Aufnahmen  wieder.) 

Das  Achsenverhältnis   der  Ellipsen,    die   immer  mit   der   großen 
Achse  parallel  zum  Hauptschnitt  liegen,  ist 


Fig.  92. 


itgfr 


ihr  Mittelpunkt  ist  um  —2. 4t  ^Ä^  ^^^^  ^^^  Richtung  +  K'  verschoben. 
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Für  die  Hyperbeln  ist  der  Winkel  der  Asymptoten  gegen  den  Haapt- 
schnitt  gegeben  durch 

^^^*gytg^+~2- 

Ihr  Mittelpunkt  liegt  auf  der  —  X'- Achse  im  Abstände  i-t-^rz~2  ^^™ 
Zentrum  des  Gesichtsfeldes.  Derselbe  rückt  also  in  dieses  Zentrum, 
und  zugleich  werden  die  Hyperbeln  gleichseitig,  wenn  %•  ==  90®,  d,  h.  die 
Platte  parallel  zur  optischen  Achse  wird.     (Siehe  Taf.  II,  Fig.  2.) 

Der  im  Mittelpunkt  des  Gesichtsfeldes  stattfindende  Gangunter- 
schied P  wächst  bedeutend  mit  -9-,  was  zur  Folge  hat,  daß  an  Platten, 
für  welche  dieser  Neigungswinkel  beträchtliche  Werte  hat,  die  iso- 
chromatischen Kurven  in  weißem  Lichte  nicht  mehr  beobachtbar  sind, 
da  man  überall  das  Weiß  höherer  Ordnung  erhält. 

Für  den  Fall  der  zur  optischen  Achse  parallelen  Platte  ist  zu 
beachten,  daß  der  Gangunterschied  im  Mittelpunkt  des  Gesichtsfeldes 
kein  absolutes  Maximum  besitzt,  sondern  bei  Entfernung  vom  Mittel- 
punkt parallel  dem  Hauptschnitt  ab-,  senkrecht  zu  letzterem  aber 
zunimmt,  da  ja  für  die  Hyperbelschar  in  dem  einen  Asymptotenwinkel 
r  <  P,  im  anderen  f  >  P  sein  muß.  Dieses  Verhalten  geht  auch  aus 
der  S.  233  erwähnten  byperboloidartigen  Gestalt  der  Flächen  gleichen 
Gangunterschiedes  in  der  Nähe  ihrer  Äquatorialebene  unmittelbar  herv^or. 

Die  Haupfkreise  gleichen  GanguvUerschiedes,  welche  eine  zur  opti- 
schen Achse  senkrechte  Flotte  zeigt,  sind  nach  (6'),  da  hier  P  =  0 
und  r  ==  Ä  ist,  gegeben  durch 

(6*)  x^  +  y''  «  ^d    oder  sin r,  ==]/^    (Ä  =  0,  1,  2,  3  . .  .)• 

Ihre  WinJceldurchmesser  2r^  verhalten  sich  also  bei  derselben  Platte 
wie  die  Quadrattvurzeln  am  den  ganzen  Zahlen,  Bei  verschiedenen 
Platten  verhalten  sich  die  Durchmesser  der  Ringe  von  gleicher  Ord- 
nungszahl h  umgekehrt  Wie  die  Quadratwurzeln  aus  der  Plattendicke 
und  (zufolge  der  Definition  von  k  in  (4'))  aus  der  Stärke  der  Doppel- 
brechung, und  in  verschiedenfarbigem  Licht  direkt  wie  die  Quadrat- 
wurzeln aus  der  Wellenlänge  (da  k  umgekehrt  proportional  mit  A  ist). 
Die  Messung  der  Durchmesser  dieser  zwischen  gekreuzten  Polarisatoren 
dunkel  erscheinenden  Kreise  bietet  daher  ein  gutes  Mittel  zur  Bestim- 
mung der  Differenz  der  Hauptlichtgeschicindigkeiten  oder  Hauptbrechungs- 
indizes einachsiger  Kristalle,  wobei  allerdings  die  Kenntnis  eines 
mittleren  Brechungsindex  w^^  erforderlich  ist;  denn  der  gemessene 
Winkel  ist  der  zu  r^  gehörige  Einfallswinkel  ?\. 
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Genauer  ergibt  sich  das  Gesetz  fQr  die  Winkel  i^^,  wenn  man 
berücksichtigt,  daß  hier,  wo  es  sich  nur  um  sehr  kleine  Neigungs- 
winkel q>  gegen  die  optische  Achse  handelt,  in  dem  Ausdrucke 

'n«  —  «    =      gl*  — g»*      _  ±(e«-Q«)gin«<p 

^  ^       gl  g«  (gl  +  a.)  ""     gigj(gi+gt) 

der  Nenner  in  großer  Annäherung  durch  2o*  zu  ersetzen,  und  daß 

ferner  —  ^^  =  sin*  i  ist.     Man  erhält  so: 

I    r»±y-^-sin*t==-^^;-A_^l-isin*. 

und  somit  für  die  in  Luft  gemessenen  WinkeUialbmesser  der  zwischen 
gekreuzten  Polarisatoren  dunklen  Kreise  die  Gleichung: 

(6')  sin«  i,  «  h  ;r/^  -v^-^  . 

Für  den  „mittleren  Brechungsindex  ^'^  n^  ist  hier  also  nicht  das 
arithmetische  Mittel  Ton  s  und  ©,  sondern  der  Wert  (n„)  =.  s  •  1/ — f^— 

zu  nehmen,  der  allerdings  bei  schwacher  Doppelbrechung  wenig  von 
ersterem  verschieden  ist.  —  Wie  man  die  Messung  des  Winkels  ij^  aus- 
fuhrt und  wie  man  durch  die  Beobachtungen  selbst  den  mittleren 
Brechungsindex  bestimmen  kann,  wird  an  späterer  Stelle  —  im  Zusam- 
menhang mit  der  Bestimmung  des  Binormalenwinkels  —  zu  erörtern  sein. 

Für  die  reellen  Achsen  der  Hyperhdny  welche  in  Platten  paraUd 
zur  optischen  Achse  die  Hauptkurven  gleichen  .Gangunterschiedes 
bilden,  also  zwischen  gekreuzten  Polarisatoren  dunkel  erscheinen,  gilt 
im  aUgemeinen  kein  so  einfaches  Gesetz,  wie  für  die  Durchmesser  der 
Hauptkreise  bei  den  Platten  senkrecht  zur  Achse.  Wohl  aber  gilt 
ein  ganz  analoges  Gesetz,  wie  für  letztere,  nämlich  Proportionalität 
mit  den  Quadratwurzeln  aus  den  ganzen  Zahlen,  für  die  Achsen  der-  • 
jenigen  Hyperbeln,  auf  welchen  der  Gangunterschied  sich  von  dem-  / 
jenigen  im  Zentrum  des  Gesichtsfeldes  (und  auf  den  Asymptoten)  um 
ein  ganzes  Vielfaches  von  A  unterscheidet,  also  f  —  P  eine  positive 
oder  negative  ganze  Zahl  ist;  dies  sind  die  Haupthyperbeln  nur  dann, 
wenn  zufällig  P  selbst  eine  ganze  Zahl  ist. 

Allgemein  läßt  sich  über  die  Hauptkurven  gleichen  Gangunter- 
schiedes noch  sagen,  daß  sie  um  so  dichter  gedrängt  und  feiner  er- 
scheinen, je  dicker  die  Platte,  je  stärker  die  Doppelbrechung  und  je 
kleiner  die  Wellenlänge  des  angewandten  homogenen  Lichtes  ist. 
Außerdem  folgt  aus  der  Gleichung  (6),  wenn  man  darin  r  als  sehr 
klein  gegen  ^  betrachten  kann  und  sie  auf  den  Hauptschnitt  (^  =  0 
oder  ä)  anwendet: 

Pockels,  XriftaUoptik.  16 
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1  1 

/'  +  i  «        kd    sin  2'0"' 

woraus  hervorgeht,  daß  unter  gleich  dicken  Platten  eines  und  desselben 
Kristalles  die  unter  45°  gegen  die  optische  Achse  geneigte  die  engsten 
Hauptkurven  gleichen  Gangunterschiedes  zeigt.  —  Für  sehr  dicke  und 
stark  doppeltbrechende  Platten,  die  einen  mittleren  Neigungswinkel 
gegen  die  optische  Achse  besitzen,  wird  daher  auch  bei  Beobachtung 
in  völlig  homogenem  Lichte  der  Fall  eintreten  können,  daß  man  die 
Hauptkurven  gleichen  Gangunterschiedes  wegen  zu  großer  Feinheit 
nicht  mehr  wahrnimmt. 

Bei  sehr  stark  doppelthrechenden  Kristallen,  wie  Kalkspat,  ist  die 
vorstehende,  auf  der  Näherungsformel  (3)  für  V  beruhende  Behandlung 
der  Kurven  gleichen  Gangunterschiedes  nicht  mehr  zulässig;  denn  sie 
führt,  wenigstens  bei  Platten,  deren  Normale  gegen  die  optische  Achse 
unter  einem  großen  Winkel  geneigt  ist,  zu  Resultaten,  deren  Ab- 
weichung von  der  Wirklichkeit  auch  ohne  feinere  Messungen  erkenn- 
bar ist.  Man  muß  dann  zur  Berechnung  von  V  auf  die  Gleichung 
(2')  und  die  Gleichung  vierten  Grades,  deren  Wurzeln  n^  cos  r,  und 
Wi  cos  r^  sind,  zurückgreifen.  Letztere  zerfällt  für  optisch  einachsige 
Kristalle  nach  Kap.  IV,  §  5,  HB  in  zwei  quadratische  Gleichungen, 
deren  eine  für  jede  Orientierung  der  Platte  und  Einfallsebene  den  der 
ordentlichen  Welle  entsprechenden  Wert 


{n  cos  r\  ==  "J/q*  —  (w"  sin  ly 
liefert.  —  Wir  wollen  diese  strenge  Berechnung  von  f  nur  auf  eine 
zur  optischen  Achse  parallele  Platte  anwenden.  Bezeichnen  wir  das 
Azimut  der  Einfallsebene  gegen  den  Hauptschnitt  mit  g,  so  folgt  aus 
der  Gleichung  ihrer  Schnittkurve  mit  der  außerordentlichen  Schale 
der  Indexfläche  nach  Formel  (8),  Kap.  IV,  S.  101,  worin  hier  '9'=90'*  ist, 

((n«  sin  if  io"  cos«  5  -f  e^  sin»  £)  -  l)  ('^" J^^  ^)'  +  (e  •  n«  sin  i)'  ==  0 , 


(ncosr),  =  .]/l-(nOsin^r(-^^  +  «^;4-^^ 

Für  den  Gangunterschied  erhalten  wir  hieraus,  indem  wir  uns 
wieder  auf  so  kleine  Einfallswinkel  beschränken,  daß  bei  Entwicklung 
der  Quadratwurzeln  die  vierte  Potenz  von  ♦»**  sin  i  vernachlässigt 
werden  kann, 

r  =  y  jf  -  fij  -  2  (n«  sin  »7  (^,  cos»  ?  +  \  sin»  S  -  ^)  j 


(e-.)(l-l(»«sinir:f:'^-^";j)). 
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Nnn  sind  die  Koordinaten  z  (parallel  dem  Hauptschnitt)  und  x 
(_L  zum  Hauptschnitt),  welche  die  Spur  der  Welle  in  der  Brenn- 
ebene 93'  bestimmen,  proportional  mit  sin  i  cos  %  und  sin  i  sin  {;; 
folglich  haben  die  Kurven  gleichen  Gangunterschiedes  in  dieser  Ebene 
die  Gleichung 

z^         X* 

=  Const. , 

sie  sind  also  Hyperbdn,  deren  Asymptoten  mit  dem  Hauptschnitt  den 
Winkel 

aretg  ]/ ^ 

einschließen,  der  für  positive  Kristalle  >  45®,  für  negative  <  45®  ist. 
Die  Abweichung  dieses  Winkels  von  dem  aus  der  früheren  Näherungs- 
rechnung  gefolgerten  Werte  45®  beträgt  für  Kalkspat  (auf  den  sieh 
Fig.  2,  Taf.  II  bezieht)  1®35',  dürfte  also  bei  schwächer  doppelt- 
brechenden Kristallen  für  die  direkte  Beobachtung  allerdings  kaum 
wahrnehmbar  sein. 

Natürlich  werden  auch  die  Resultate  für  schief  gegen  die  optische 
Achse  geschnittene  Platten  durch  die  strenge  Berechnung  (welche 
sich  z.  B.  in  Mascarts  Traitö  d'Optique,  T.  11,  Chap.  X  findet)  etwas 
modifiziert.  So  hängt  z.  B.  der  Neigungswinkel  #,  für  welchen  die 
Kurven  gleichen  Gangunterschiedes  Parabeln  sind,  in  Wirklichkeit 
vom  Verhältnis  der  Hauptbrechungsindizes  ab  und  differiert  von  dem 
oben  gefundenen  Werte  54®  44'  um  so  mehr,  je  stärker  die  Doppel- 
brechung ist;  für  Kalkspat  beträgt  er  53® 45'. 

6.  Kurven  gleichen  Gangunterschiedes  für  optisch  zweiachsige 
Platten.  Während  für  alle  optisch  einachsigen  Kristalle  die  Ober- 
flächen gleichen  Gangunterschiedes  dieselben  sind,  da  ihre  Gleichung 
(4")  keinen  weiteren  Parameter  als  f  selbst  enthält,  hängt  die  Gestalt 
dieser  Flächen  für  optisch  zweiachsige  Kristalle  noch  von  dem  Winkel 
der  Binormalen  ab.  Daher  werden  auch  die  Kurven  gleichen  Gang- 
unterschiedes auf  Platten  optisch  zweiachsiger  Kristalle  selbst  bei 
gleicher  Orientierung  gegen  die  Symmetrieachsen  noch  sehr  verschieden 
sein  können.  Wir  wollen  uns  daher  bei  deren  Diskussion  auf  die 
ausgezeichneten  Fälle  beschränken,  daß  die  Plattenebene  entweder 
parallel  einer  optischen  Sjmmetrieebene  oder  senkrecht  zu  einer 
Binormale  ist.  Dabei  setzen  wir  jedesmal  die  innerhalb  des  Gesichts- 
feldes  in  Betracht  kommenden  Winkel  r  wieder  so  klein  voraus,  daß 
wir  höhere  Potenzen  von  sin  r,  als  die  zweite,  vernachlässigen,  also 
auch  sin  r  mit  tg  r  oder  r  selbst  vertauschen  können. 

16* 
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Fig.  98. 


Sei  zunächst  die  Flattenehene  paraUel  der  Ebene  der  Binormalen, 
der  ZX  Ebene   unseres  ursprünglichen  Koordinatensystems^  welches 

wir  hier  beibehalten  wollen.  Dann  folgt  aus 
Fig.  93,  worin  Y  die  Spur  der  Plattennor- 
male, Q  diejenige  einer  beliebigen  Wellen- 
normale auf  der  Kugel  ist,  und  -^{QYZ) 
mit  £;  bezeichnet  werde, 

cos  9i  =  sin  r  cos  (Q  —  g) , 
cos  9)j  =  sin  r  cos  (Q  +  {;) , 
sin*  9?j  sin*  tp^ 
=  [1  —  sin'  r  (cos*  Q  cos*  ?  +  sin*  Q  sin*  £)]* 

—  [2  sin*  r  cos  Q  sin  Q  cos  f  sin  £]  . 
In  der  festgesetzten  Annäherung  erhält  man  hiemach 

(7)       ^^5-^^^'  =«  1  +  sin*  r  (^—  cos*  Q  cos*  g  -  sin*  Q  sin*  j) 

und  somit  bei  Einführung  der  rechtwinkligen  Koordinaten  jer=dsinrcos?, 
a;  =  rf  sin  r  sin  f  aus  (4^)  die  Gleichmg  der  Kurven  gleichen  Gang- 
unterschiedes: 

(7')  a;*  (I  -  sin*  Q)  +  ;?*  (|  -  cos*  Q)  =  Const. 

oder  I  cos  2  Q  (a?*  —  jer*)  =  Const. 

Dieselben  sind  also,  unabhängig  vom  Binormalenwinkel,  gleichseitige 
Hyperbeln,  deren  Asymptoten  gegen  die  Symmetrieebenen  unter  45^ 
geneigt  sind.^)  Dabei  nimmt  der  Gangunterschied  vom  Mittelpunkt 
des  Gesichtsfeldes  aus  gu  in  derjenigen  Bichtung,  welche  den  stumpfen, 
ab  in  derjenigen,  welche  den  spitzen  Binormalenwinkel  halbiert.  In 
dem  besonderen  Falle,  daß  2Q  =  90^  ist,  verschwinden  die  oben 
allein  hingeschriebenen  Glieder  zweiter  Ordnung  und  wird  der  Gang- 
unterschied im  Mittelpunkt  und  auf  den  Halbierungslinien  der  von  der 
X-  und  Z-Achse  gebildeten  Quadranten  ein  Minimum.  Die  Kurven 
gleichen  Gangunterschiedes  sind   aber  auch   dann  noch  gleichseitige 

Hyperbeln,  denn  die  nächsten  Glieder  in  der  Entwicklung  von      myi  my« 

nach  Potenzen  von  x  und  z  ergeben,  wenn  Q  =  45^  ist,  \(x^  —  je?*)*. 
Für  eine  Platte  parallel  zur  YZ-Ebene,  also  senkrecht  zu  der  einen 
„Mittellinie^^,  ergibt  sich  bei  Einführung  des  Winkels  rj  zwischen  Ein- 
fallsebene und  XZ- Ebene  (siehe  Fig.  94): 

1)  Auf  diesen  Fall  bezieht  sich  Fig.  2,  Taf.  V,  wo  allerdings  die  Hyperbel- 
bögen am  unteren  Rande  des  Gesichtsfeldes  etwas  gestört  erscheinen. 
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COS  9i  =  cos  r  sin  Q  +  siii  **  cos  Q  siniy , 
cos  92  =  cos  r  sin  Q  —  sin  r  cos  Q  sin  iy , 

(8)      "''  l^g'P*  -  cos»  Q  +  I  (sin«  Q  +  1)  sin«  r  (cos»  i?  -  sin»  iy) , 


nnd  folglich  die  Gleichung  der  Kurven  gleichen  6angunterschiedes  in 
rechtwinkligen  Koordinaten: 


(8-) 


(3,»_,.)L+«^  =  Const. 


Flg.  94. 


Dieselben  sind  also  auch  in  diesem  Falle  gleichseitige  Hyperbeln,  und 
dasselbe  gilt,  wie  nicht  erst  bewiesen  zu  werden  braucht,  für  eine  zur 
Z- Achse  —  der  anderen  „Mittellinie"  —  senk- 
rechte Platte,  da  wir  ja  über  den  Winkel 
Q  weiter  nichts  vorausgesetzt  haben,  als  daß 
er  selbst  oder  sein  Komplement  nicht  sehr 
klein  (von  der  Größenordnung  von  r)  sein 
soll.  Demnach  sind  bei  mittlerem  Binor- 
malenwinkel  und  Beobachtung  in  schwach 
konyergentem  homogenem  Licht  Platten  eines 
zweiachsigen  Kristalls,  die  senkrecht  zu  den 
drei  optischen  Symmetrieachsen  sind,  nicht  zu 
unterscheiden,  da  die  Kurven  gleichen  Gang- 
unterschiedes in  allen  drei  Fällen  gleichseitige  Hyperb.eln  sind,  deren 
Asymptoten  unter  45^  gegen  die  Hauptschnitte  der  Platte  geneigt 
sind.  Dies  gilt  jedoch  nicht  mehr  bei  so  starker  Doppelbrechung, 
daß  die  direkt  an  die  Fläche  gleichen  Gangunterschiedes  anknüpfende 
Näherungsbetrachtung  aufhört  zulässig  zu  sein.  Die  strenge,  nach 
Formel  (3)  durchgeführte  Berechnung  von  f  ergibt  dann  ganz  ähn- 
lich, veie  dies  am  Schluß  von  §  5  für  optisch  einachsige  Kristalle  ge- 
zeigt wurde,  daß  die  Kurven  gleichen  Gangunterschiedes,  der  zu  den 
optischen  Symmetrieebenen  parallelen  Platten  nicht  genau  gleichseitige 
Hyperbeln  sind,  sondern  solche,  deren  halber  Asymptotenwinkel  durch 

arctg  — ,  arctg  —  oder  arctg  —  gegeben  ist. 

Die  Gleichung  der  Schnittkurven  der  Flächen  gleichen  Gang- 
unterschiedes mit  Ebenen  senkrecht  zur  ersten  Mittellinie  hei  Meinem 
Binormalenwinkd  haben  wir  schon  S.  236  abgeleitet.  Danach  sind  für 
den  Fall  eines  kleinen  Winkels  Q  die  Kurven  gleichen  Gangunter-^ 
schiedes  auf  einer  zur  Z- Achse  senkrechten  Platte  Cassinische  Ovale 
bezw.  Lemniskaten,  deren  Gleichung  nach  (5')  lautet: 
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oder,  wenn  man  a^  und  ag  gemäß  den  Relationen 


«1«2  =  X' 


«1  »  1/(0;  -  d  .  tg  Q)2  +  yS         a,  =  T/(^  +  rf  •  tg  Qy  +  y« , 

durch    die    rechtwinkligen    Koordinaten    auf    der    Plattenoberfläche 

ausdrückt: 

(9)  ix'  -  Vy  +  f  +  2y»  ix'  +  I»)  =  (^y, 

WO  S  für  d'tgQ  oder  d  •  sin  Q  gesetzt  ist.  Man  erkennt  hieraus^  wieso 
man  bei  Beschränkung  auf  ein  zentrales  Gebiet^  innerhalb  dessen  die 
Winkel  r  gegen  Q,  x^  und  y^  also  gegen  ^  so  klein  sind,  daß  man 
ic*,  x^y^  und  y*  gegen  ^x^  und  |*i/*  vernachlässigen  kann,  wieder  die 
S.  245  diskutierten  gleichseitigen  Hyperbeln:  y^  —  x^  =  Const.  erhält. 
Die  Haupthirven  gleichen  Gangunterschiedes  werden  durch  obige 
Gleichung  dargestellt,  wenn  V  einer  ganzen  Zahl  gleich  gesetzt  wird. 
Ihr  Aussehen  bei  verschieden  großem  Binormalen winkel  wird  durch 
die  Figuren  auf  Tafel  IV  veranschaulicht.  Es  ist  leicht  ersichtlich, 
daß  man  durch  Messung  ihrer  Halbmesser,  —  z.  B.  in  der  Binormalen- 
ebene,  wo  dieselben  durch  die  für  y  =  0  sich  aus  (9)  ergebenden  Werte 
von  X  bestimmt  sind  — ,  oder  durch  Messung  der  ihnen  entsprechenden 
Winlel  gegen  die  Plattennormale  Gleichungen  erhält,  aus  denen  man, 
wenn  Q  bereits  bekannt  ist,  die  Größe  fc,  oder  auch  bei  unbekanntem  Q 
sin  Q  und  Ic  berechnen  kann.  Die  direkte  Messung  von  Q  kann  übrigens 
an  derselben  Platte  gleichzeitig  mit  großer  Genauigkeit  ausgeführt  wer- 
den, wie  wir  später  sehen  werden.  Ist  nun  Je  und  Q,  sowie  ein  mittlerer 
Brechungsindex  w^  des  Kristalls  gefunden,  so  kann  man  die  Differenzen 
der  drei  Hauptlichtgeschwindigkeiten  (bezw.  zunächst  ihrer  Quadrate) 
mit  beträchtlicher  Genauigkeit  berechnen;  denn  k  ist  nach  (4^)   bis 

auf  einen  Faktor,  den  man  =  -i— ,    setzen  kann,  durch  a'  —  c*,  tg*  Q 

^» ^t  "* 

durch  das  Verhältnis  ^t_:ri  S^g^^^^-     Zu   dieser  Berechnung  könnte 

man  natürlich  auch  direkt  von  der  Gleichung  (4)  ausgehen,  indem 
man  sie  auf  Richtungen  in  der  ZX- Ebene  außerhalb  des  Winkels  2Q 
anwendet,  für  welche  dieselbe  lautet: 

r-  ^v  sin  (r  —  ß)  siii  (r  -f  ß) sin'  r  —  sin'  ß f 

^     ^  cos  r  ~  cos  r  "~  k  d 

Ist  r  für  zwei  meßbare  Kurven,  auf  denen  f  =  ä^  bezw.  \  ist, 
so  klein,  daß  man  \  sin*  r  gegen  1  vernachlässigen  kann,  so  hat  man 

zur  Berechnung  von  y  und  sin*  Q  die  zwei  linearen  Gleichungen: 


Z_ 
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sin*  r.  —  sin*  Q  =  ,  3  ♦ 
(10')  '  *** 

sin*  r^  —  sin*  0  =^  jry 

Bezüglich  der  Kurven  gleichen  Gangunterschiedes  auf  einer  zxi 
einer  Binormale  senkrechten  Platte  folgt  schon  aus  dem  in  §  3  hervor- 
gehobenen zylindrischen  Verhalten  der  Oberfläche  gleichen  Gangunter- 
schiedes in  der  Umgebung  der  Binormalen,  daß  sie  nahezu  kreisförmig 
sind,  solange  die  im  Gesichtsfelde  in  Betracht  kommenden  Winkel  r 
klein  sind  gegen  den  Winkel  Q.  Die  Radien  der  Kreise  sind  dann 
zufolge  (4^),  worin  jetzt  q>i'=  r,  g?2  =  2Q  und  q  ^  d  gesetzt  werden 
kann,  bestimmt  durch 
(11)  d-sinr  =  ,  — ---TT, 

sie  verhalten  sich  also  für  die  Hauptkv/rven  (f  =  h)  direkt  wie  die 
ganzen  Zahlen,  wodurch  sich  das  System  dieser  Kreise  auf  den  ersten 
Anblick  von  demjenigen  unterscheidet,  welches  eine  zur  optischen 
Achse  senkrechte  Platte  eines  optisch  einachsigen  Kristalls  zeigt.  Ein 
weiterer  Unterschied  tritt  übrigens  immer,  wenn  das  Gesichtsfeld  nicht 
sehr  beschränkt  ist,  darin  hervor,  daß  die  Kurven  gleichen  Gang- 
unterschiedes der  in  Ilede  stehenden  zweiachsigen  Kristallplatten  bei 
zunehmender  Entfernung  von  der  Binormale  sehr  bald  von  der  Kreis- 
form  merklich  abweichen,  indem  sie  sich  nach  der  Richtung,  in  welcher 
die  Spur  der  anderen  Binormale  liegt,  verlängern,  wie  leicht  aus  der 
Gestalt  der  Oberfläche  gleichen  Gangunterschiedes  (Fig.  89)  folgt. 
(Siehe  Fig.  1 ,  Taf.  V,  welche  die  Exzentrizität  der  Kurven  deutlich 
erkennen  läßt.)  Ferner  sind  sie  im  Gegensatz  zu  den  Kreisen  ein- 
achsiger Platten  im  allgemeinen  nicht  zugleich  isochromatische  Kurven 
bei  der  Beobachtung  im  weißen  Lichte,  weil  die  Richtung  der  Binor- 
male, also  auch  der  Mittelpunkt  der  Kreisschar,  für  die  verschiedenen 
Farben  nicht  übereinstimmt. 

7.  Isogyren.  Außer  vom  Gangunterschiede  hängt  die  Lichtinten- 
sität, welche  an  einer  bestimmten  Stelle  des  Gesichtsfeldes  auftritt, 
gemäß  der  Gleichung  (1)  des  vorigen  Kapitels  von  den  Winkeln  a,  ß 
ab,  welche  die  Schwingungsrichtung  einer  der  beiden  in  der  betreffen- 
den Richtung  sich  fortpflanzenden  Wellen  mit  den  Schwingungs- 
richtungen des  Polarisators  und  Analysators  bildet.  Diese  Winkel 
aber  ändern  sich  im  allgemeinen  ebenfalls  von  Stelle  zu  Stelle  des 
Gesichtsfeldes.  Die  Grundlage  zur  Beurteilung  dieser  Änderung  bietet 
für   einachsige    Kristalle    der   Satz,    daß    die   Schwingungsrichtungen 
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parallel  und  senkrecht  zum  Hauptschnitt  der  Wellennormale  sind^  für 
optisch  zweiachsige  der  in  Kap.  U^  §  6  bewiesene ^  daß  sie  in  den 
Halbierungsebenen  der  Winkel  zwischen  den  durch  die  Wellennormale 
und  die  Binormalen  gelegten  Ebenen  liegen. 

Es  ist  hieraus  zunächst  ersichtlich^  daß  in  allen  Fallen,  wo  die 
Plattennormale  mit  der  optischen  Achse  bezw.  mit  den  beiden  Bi- 
normalen beträchtliche  Winkel  einschließt,  und  wo,  wie  wir  ja  bei 
der  Untersuchung  der  Kurven  gleichen  Gangunterschiedes  voraussetzten, 
nur  wenig  gegen  die  Plattennormale  geneigte  Fortpflanzungsrichtungen 
zur  Beobachtung  gelangen,  die  Schwingungsrichtungen  im  ganzen  Ge* 
Sichtsfelde  nur  sehr  wenig  differieren.  Man  kann  dann  die  Inten- 
sität näherungsweise  so  berechnen,  als  wenn  a  und  ß  überhaupt  hm- 
stant  wären,  was  bedeutet,  daß  die  Kurven  gleichen  Gangunterschiedes 
merUich  Kurven  gleicher  Intensität  sind  (vergl.  z.  B.  Taf.  I,  Fig.  4; 
n,  Fig.  1,  2;  IV,  Fig.  4). 

Bei  beliebiger  Stellung  der  Polarisatoren  erscheint  dann  die  Inten- 
sität nach  Gl.  (1),  S.  212,  als  Superposition  eines  überall  konstanten  und 
eines  nur  vom  Gangunterschied  abhängigen  Teiles.  Damit  der  Einfluß 
des  letzteren  möglichst  groß  ist,  also  die  Kurven  gleichen  •  Gang- 
Unterschiedes  möglichst  deutlich  hervortreten,  muß  a^j3  =  +  45®  oder 
a  «  -t:  90®  -f  /3  =  ±  45**  (oder  ±  135®)  sein,  d.  h.  die  Polarisatoren 
müssen  parallel  oder  gekreuzt  sein,  und  die  Platte  muß  sich  in 
„Diagonalstellung*^  beflnden,  d.  h.  ihr  Hauptschnitt  (oder  die  Schwin- 
gungsrichtungen in  der  Plattennormale)  müssen  Winkel  von  ±  45® 
mit  den  Schwingungsrichtungen  der  Polarisatoren  bilden. 

In  den  Fällen,  wo  die  Schwingungsrichtungen  in  der  Platte  inner- 
\  ^         halb   des  Gesichtsfeldes  merklich  variieren, 

wollen  wir  die  Winkel  a  und  /5,  welche 
die  Schwingungsrichtungen  des  Polarisators 
und  Analysators  bestimmen,  auf  irgend  eine 
feste  Richtung  (X')  in  der  Plattenober- 
fläche beziehen,  und  die  Lage  der  Schwin- 
gungsrichtung QH  der  einen  Welle  im 
Kristall  ebenfalls  durch  ihren  Winkel  17 
^*»-  ®^-  gegen  diese  feste  Richtung  festlegen  (siehe 

Fig.  95).     Der  Ausdruck  für  die  resultierende  Intensität  lautet  dann: 

(12)     J^==  J®{cos«(a  -  /3)  -  sin  2{a  -  rj)  sin  2(/3  -  rj)  sin»(»r)}, 

und  außer  f  ist  nun  tj  als  unabhängige  Variabele  aufzufassen.  Es 
werden   daher   für   das    gesamte   Interferenzbild    neben    den    Kurven 
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gleichen  Gangunterschiedes  diejenigen  Kurven  von  Bedeutung  sein,  cmf 
denen  r^,  d,h,  die  Schwinfftmg$ri<M4,ng  konstant  ist,  und  welche  man 
Isogyren  nennt.  Auch  diese  Kurven  können^  sofern  man  sich  auf 
schwach  konyergentes  Licht  beschränkt,  als  Schnittlinien  der  oberen 
Plattengrenzfläche  mit  einer  Schar  von  Oberflächen,  den  sog.  Isogyren- 
flächen,  aufgefaßt  werden,  welche  von  Lommel  undMacedeLepinay^) 
in  die  Betrachtung  eingeführt  sind. 

Eine  Isogjrenfläche  kann  definiert  werden  als  der  geometrische 
Ort  aller  durch  einen  Punkt  der  Eintrittsfläche  hindurchgehenden 
Wellennormalenrichtungen,  für  welche  eine  der  beiden  zugehörigen 
Polarisationsebenen  parallel  einer  bestimmten,  auf  der  Austrittsfläche 
liegenden  Geraden  g,  oder  eine  der  beiden  Schwingungsrichtungen 
senkrecht  zu  dieser  Geraden  ist.  Sie  ist  also  eine  Kegdfläche,  deren 
Gleichung  sich  in  folgender  Weise  ableiten  läßt. 

Es  seien,  wie  früher,  i/j,  i/g,  v,  die  Richtungskosinus  der  Wellen- 
normale in  bezug  auf  die  optischen  Symmetrieachsen  X,  F,  Z,  ebenso 
^1,1?  ^2,1?  ^«,1  ^^^  ^1,2;  ^2,8?  ^8,2  diejenigen  der  beiden  zugehörigen 
Schwingungsrichtungen  p^,  p^,  endlich  y^,  yj,  y^  diejenigen  der 
Geraden  g.    Dann  bestehen  nach  (10)  und  (10'),  Kap.  II,  die  Relationen: 

A)  JTi^il/i  +  ^Tg^iV,  +  %,1^8  =  0, 

B)  Ut^^^V,  +  TC^^^V^  +  ^Tj^jT/s  -  0, 

^1.1 '»'l,S  +  ^2,1^2,2  +  ^8,1^8,2  =  Ö,      a'^Ti^i^Ti^j  +  h^Jt^^iTt^^^  +  C^^Tj^i^Tg^s  ==  0- 

Aus  den  beiden  letzten  folgt 

C)  ^M^l,2  '  ^2.1^2,2  '  ^i,l^Z,2  -  Q>^  -  C')  :  (C*  -  »0  •  (^'  -  *')• 

SoU  nun  die  Wellennormale  der  Isogjrenfläche  angehören,  so  muß 
eine  der  beiden  Schwingungsrichtungen,  z.  B.  p^,  senkrecht  zu  g  sein, 
mithin  gelten 

D)  ^,2^1  +  ^2,2^2  +  ^8,2^8  =  0. 

Um  nun  die  Gleichung  der  Isogjrenfläche  zu  erhalten,  haben  wir 
aus  den  Gleichungen  A),  B),  C),  D)  die  Richtungskosinus  ä^^^  zu  eli- 
minieren.    Aus  A)  und  C)  folgt: 

E)  '-— '-  ',v^  +  "-—^ ^  .  v^  +  ^— ^-1/3  =  0, 

^U%  ^J.«  '^»»t 

aus  B)  und  D): 

1)  E.  Lommel,  Wied.  Ann.  18  (188S),  p.  66;  J.  Macö  de  Löpinay,  Joum. 
de  phys.  (2)  2  (1888),  p.  162.  —  Vergl.  femer  K.  Pitsch,  Wiener  Sitzungsber. 
91  II  (1885),  p.  627,  welcher  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Flache  und  ihre 
Schnittknrven  mit  beliebigen  Ebenen  untersucht  hat. 
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F)       JTi^a  :  7t^^^  :  ^Tj^sj  =  (^2^8  -  ^3^2)  '  (^8^1  -  ^^8)  •  (^  ^2  ^  ^2^1), 

und  die  Einführung  dieser  Proportion  in  E)  ergibt 

(13)(&«-c2)--~^      -  +  (c^-a^) !:« +  (a^-b^) ^»-    -=0. 

Da  die  Gleichungen  A),  B),  C)  in  bezug  auf  die  beiden 
Schwingungsrichtungen  ganz  symmetrisch  sind,  so  würden  wir  das- 
selbe Resultat  erhalten  haben,  wenn  wir  an  Stelle  von  D)  die  Bedingung 

^1,1^1 +  ^2,1^2 +  ^3,  r/8  =  0 
benutzt  hätten. 

Legen  wir  den  Anfangspunkt  des  rechtwinkligen  Koordinaten- 
systems in  den  Eintrittspunkt  der  Wellennormalen,  so  können  wir 
Vi,  Vj,  Vj  durch  die  ihnen  proportionalen  x,  y^z  ersetzen  und  finden 
als  Gleichung  der  Isogyrenfläche  in  reditwinJcligen  Koordinaten,  bezogen 
auf  das  optische  Symmetrieachsensystem : 

(130    (&« -  a ^-  -  +  (c'-  a')  —  ^-     +  (a'-^b')~-  ^  —  =  0 

oder 

/^QA/N  ^C08*Q y  z  ain*  Q     _, 

^      ^  y^y—y^^     Yi^—Yn^yi^—riy"' 

Es  ist  hieraus  ersichtlich,  daß  die  Isogyrenfläche  eine  Kegelfläche 
dritter  Ordnung  ist,  welche  durch  die  beiden  Binormaleft  hindurchgeht 
(da  sich  für  y  =«  0  aus  (13")  z^  =  x^  cotg^  Q  ergibt),  deren  Gestalt 
aber  nicht  nur  von  dem  Binormalen winkel,  sondern  auch  von  den 
Richtungskosinus  y^,  y,,  y^  der  gegebenen  Geraden  g  abhängt.  Für 
eine  gegebene  Platte,  deren  Normale  die  Richtungskosinus  ft^,  n^^  fij 
besitzt,  sind  alle '  möglichen  Werte  der  y^^  der  Bedingung 

rii^i  +  y2f*2  +  y3f*8  =  0 
unterworfen,  woraus  hervorgeht,  daß  die  Gesamtheit  der  ihr  zugehörigen 
Isogyrenflächen  noch  von  der  Orientierung  der  Platte  abhängig  ist. 
Man  kann  also  die  Isogyren  verschiedener  Platten  nicht  —  wie  dies 
bei  den  Kurven  gleichen  Gangunterschiedes  der  Fall  war  —  als 
Schnittkurven  einer  und  derselben  Flächenschar  mit  den  Plattenober- 
flächen ableiten,  sondern  hat  für  jede  Orientierung  der  Platte  eine 
besondere  Flächenschar  zu  benutzen.  Unter  allen,  durch  den  Schnitt 
dieser  Flächenschar  erhaltenen  Isogyren  treten  für  die  Beobachtung 
nur  diejenigen  hervor,  für  welche 

fi^a    oder    =  «  +  90®    bezw.    i?  =»  j3    oder    =  /3  +  90<>, 
also   die  Gerade  g  parallel  oder  senkrecht  zu  der  Polarisationsebene 
des  Polarisators  bezw.  Analysators  ist.    Auf  diesen  Hauptisogyren  ver- 
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schwindet  nämlich  nach  Formel  (12)  der  von  dem  Gangnnterschied 
abhängige  Anteil  der  resultierenden  Intensität  und  herrscht  daher, 
wie  auf  den  Hauptkurven  gleichen  Gangunterschiedes  (f  «  h),  die  kon- 
stante Intensität  J^  cos'  (a  —  ß),  welche  das  Gesichtsfeld  ohne  die 
Kristallplatte  besitzen  würde.  Sie  zerschneiden  das  Gesichtsfeld  in 
Gebiete,  in  denen  die  Intensität  durchweg  größer  bezw.  durchweg 
kleiner  ist  als  e/^  cos*  (a  — /3),  außer  auf  den  Kurven  f  «=  Ä,  wo  sie 
letzterer  gleich  isi  Bei  Anwendung  von  weißem  Licht  erscheinen  sie, 
insoweit  man  von  der  Abhängigkeit  der  Lage  der  optischen  Symmetrie- 
achsen und  Binormalen  von  der  Farbe  absehen  kann,  farblos  und  zer- 
schneiden die  Kurven  gleichen  Gangunterschiedes  in  Stücke  von  kom- 
plementärer Färbung,  da  bei  ihrer  Überschreitung  auf  einer  Kurve 
r  =  Const.  die  die  Farbe  bestimmenden  Sumraenglieder  der  Formel  (2), 
Kap.  VIU,  sämtlich  das  Vorzeichen  wechseln.  Hierdurch  treten  sie 
für  die  Beobachtui\g  in  weißem  Licht  besonders  hervor.  Bei  parallelen 
oder  gelreuzten  Polarisatoren  (cc  —  ß^  0  oder  ±  90^)  fallen  die  beiden 
Eauptisogyren  zusammen;  im  Falle  gekreueter  PolariscUoren  erscheinen 
sie  dann  gane  dunJcd. 

8.  Spezielle  Fälle  der  laogyren.  A.  Einachsige  Kristallplatten 
A.  ewr  optischen  Achse.  Bei  optisch  einachsigen  Kristallen  zerfällt 
die  Isogyrenfläche,  da  in  (13')  sin  Q  =  0  wird,  stets  in  die  Ebene 
y^x  —  y^y  ^  Oj  welche  durch  die  Gerade  g  und  die  optische  Achse 
hindurchgeht,  und  eine  ebenfalls  durch  die  letztere  gehende  Kegel- 
fläche zweiten  Grades.  Für  eine  zur  optischen  Achse  senlreMe  Platte 
artet  letztere  wieder  in  zwei  Ebenen:  z  =  0  und  yiX  +  y^y  =  0  aus, 
von  denen  nur  die  letztere,  welche  zur  Geraden  g  senkrecht  steht, 
einen  Schnitt  mit  der  Plattenoberfläche  liefert.  Die  Isogyren  sind  also 
die  Geraden,  die  durch  die  Spur  der  optischen  Achse  hindurchgehen  und 
zur  gegebenen  Bichtung  g  parallel  und  senkrecht  sind  (wie  übrigens  auch 
unmittelbar  einzusehen  ist).  Die  Hauptisogyren  bestehen  demnach  bei 
beliebiger  Stellung  der  Polarisatoren  aus  den  beiden  Linienkreuzen, 
deren  Arme  zur  Schwingungsebene  P  des  Polarisators  bezw.  A  des 
Analysators  senkrecht  und  parallel  sind.  (Siehe  Tafel  I,  Fig.  1,  worin 
die  Hauptisogyren  als  die  Streifen  gleicher  Helligkeit  hervortreten, 
welche  die  hellen  und  dunklen  Sektoren  voneinander  abgrenzen.) 
Beim  Drehen  des  Polarinators  oder  Analysators  macht  das  entspre- 
chende Isogyrenkreuz  dessen  Drehung  einfach  mit;  bei  Drehung  der 
Platte  in  ihrer  Ebene  bleiben  beide  Kreuze  unverändert  stehen,  weil  ja 
alle  durch  die  Plattennormale  —  optische  Achse  —  hindurchgehenden 
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Ebenen  optisch  gleichwertig  sind.  —  Bei  Platten  einachsiger  Kristalle, 
deren  Normale  wenig  gegen  die  optische  Achse  geneigt  ist,  erscheinen 
die  Isogyren  ebenfalls  noch  merklich  als  die  durch  die  Spnr  der 
optischen  Achse  gehenden  Geraden,  die  Hauptisogyren  also  als  die 
beiden  Kreuze  sich  in  der  Spur  der  optischen  Achse  schneidender, 
zu  den  Ebenen  P  und  A  paralleler  und  senkrechter  gerader  Linien. 
Bei  gekreuzten  Pölarisaioren  bilden  die  Hauptisogyren  solcher  ein- 
achsiger Platten  ein  einziges  schwarzes  Kreuz,  dessen  Arme  aber  mit 
wachsender  Entfernung  von  der  Achsenspur  immer  breiter  und  ver- 
waschener werden  infolge  der  dann  langsameren  Änderung  der  Schwin- 
gungsrichtungen mit  dem  Orte.  (Vergl.  Taf.  I,  Fig.  2  u.  3,  II,  Fig.  3.) 
Platten,  deren  Normale  gegen  die  optische  Achse  erheblich  geneigt  ist, 
zeigen  —  wie  schon  zu  Anfang  des  vorigen  Paragraphen  bemerkt  — 
überhaupt  keine  deutlichen  Isogyren,  und  die  Diskussion  der  letzteren 
für  solche  Platten  hat  daher  kein  praktisches  Interesse.  Aus  demselben 
Grunde  interessieren  die  Isogyren  bei  zweidchsigen  Kristallen  haupt- 
sächlich in  den  beiden,  im  folgenden  besprochenen  Fällen,  daß  die 
Platte  entweder  zur  ersten  Mittellinie  eines  Kristalls  von  kleinem 
Binormalenwinkel,  oder  zu  einer  Binormale  senkrecht  ist. 

B.  Für  eine  zur  ersten  Mittellinie  senkreckte  zweiachsige  Platte 
erhalten  wir  die  Isogyren,  indem  wir  unter  der  Annahme,  daß  die 
erste  Mittellinie  die  Z- Achse  sei,  in  (13")  yj  =  0,  z  ^  d  setzen;  ihre 
Gleichung  wird  also 

x^  cos*  Q  —  xy  (^  cos*  Q  —  -^)  -  y*  =  rf*  sin*  Q, 

oder,  wenn  wir  den  Winkel,  den  die  Gerade  g  mit  der  ZX-Ebene 
bildet,  mit  rj  bezeichnen,  und  demgemäß  auch  die  Winkel  a  und  ß 
von  der  ZX-Ebene  aus  rechnen, 
(14)        x^  cos*  Q  —  xy  (cotg  tj  cos*  Q  —  tg  iy)  —  y*  =  rf*  sin*  Q. 

Da  nach  unserer  Voraussetzung  der  Winkel  Q,  sowie  -^  und  —  kleine 
Ghrößen  sein  sollen,  so  können  wir  vorstehende  Gleichung  vereinfachen  zu 
(14')  x^  -  2xy  cotg  2i?  -  y*  =  d*  tg*  Q ; 

in  dieser  Annäherung  sind  somit  die  Isogyren  gleichseitige  Hyperhdny 
welche  durch  die  Spuren  der  Binormalen  (die  Punkte  y  =  0,  a;  =  ±rftgQ) 
hindurchgehen,  und  deren  Asymptoten  die  durch  den  Mittelpunkt  des 
Gesichtsfeldes  gehenden  Geraden  x  —  y  cotg  rj  ^0  und  ^  +  y  tg  17  =  0, 
d.  i.  die  Gerade  g  und  die  zu  ihr  senkrechte  g\  sind.  (Siehe  Fig.  96.) 
Die  Asymptoten  sind  also  den  auf  jeder  Hyperbel  konstanten  Schwin- 
gungsrichtungen der  beiden  sich  im  Kristall  fortpflanzenden  Wellen 
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parallel,  und  zwar  entspricht  auf  den  im  ersten  und  dritten  Qua- 
dranten liegenden  Teilen  der  Hyperbeläste  die  eine^  auf  den  im 
zweiten  und  vierten  liegenden  die  andere  Asymptote  der  Schwin- 
gungsrichtung der  schnelleren  Welle. 
Die  beiden  Hauptisogyren  (rj^a  oder 
a  +  \x  bezw.  ß  oder  ß  +  jtc)  haben 
Asymptoten^  welche  parallel  und  senk- 
recht zu  den  Schwingungsrichtungen 
des  Polarisators  und  Analysators  sind. 
Ihre  Tangenten  in  den  Punkten  Ä^,  A^ 
bilden  mit  der  X-Achse  die  Winkel 
2  a  und  2ß,  da  allgemein  die  Asympto- 
ten einer  gleichseitigen  Hyperbel  die 
Winkel  halbieren;  welche  ein  Radius- 
vektor und  die  Tangente  in  dessen  Endpunkt  einschließen.  (Siehe 
Fig.  96.)  Die  Richtungen  der  beiden  Hauptisogyren  in  den  Binormalen- 
spuren  bilden  daher  miteinander  einen  doppelt  so  großen  Winkel,, 
wie  die  Schwingungsrichtungeu  des  Polarisators  und  Analysators. 
Bei  parallelen  oder  gekreuzten  Polarisatoren  fallen  natürlich  wieder 
beide  Hauptisogyren  zusammen;  in  letzterem  Falle  erscheinen  sie  als 
eine  ganz  dunkele  Hyperbel 

Die  in  Rede  stehenden  Hauptisogyren  ändern  sich  atich  beim 
Drehen  der  Platte  in  ihrer  Ebene  j  weil  dabei  die  Spuren  der  Binor- 
malen, durch  welche  die  Hyperbeläste  immer  hindurch  gehen  müssen, 
ihre  Lage  gegen  die  fest  bleibenden  Asymptoten  verändern.  Sind 
die  Polarisatoren  gekreuzt  (oder  parallel),  so  gibt  es  zwei  aus- 
gezeichnete Stellungen  der  Platte:  1.  diejenige,  wo  die  Binormalen- 
ebene  zu  P  oder  A  parallel  oder  senkrecht  ist  —  die  „NormalsteU 
lung**  — ,  2.  diejenige,  wo  dieselbe  mit  P  und  Ä  Winkel  von  45®  bildet  — 
die  jyDiagoncdsteUung^'  — ;  in  ersterer  artet  die  Haupthyperbel  in  ihre 
Asymptoten,  also  die  durch  den  Mittelpunkt  des  Gesichtsfeldes  gehen- 
den, zu  P  und  Ä  parallelen  und  senkrechten  Geraden  aus,  in  letz- 
terem Falle  ist  die  Hyperbel. symmetrisch  zur  Ebene  der  Binormalen 
und  liegen  ihre  Scheitelpunkte  in  den  Binormalenspuren  Ä^^A^,  haben 
also  den  größtmöglichen  Abstand  vom  Zentrum. 

Für  den  Eindruck  des  Interferenzbildes  ist  es  wesentlich,  daß  die 
bei  gekreuzten  Nikols  dunkle  Haupthyperbel  nur  in  der  Nähe  der 
Binormalenspuren,  wo  die  Schwingungsrichtung  schnell  wechselt,  als 
scharfe  schwarze  Linie,  in  größerer  Entfernung  von  ihnen  aber  als 
sich    immer    mehr   verbreiternder   dunkler   Streifen   erscheint   (vergL 
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Taf.  IV,  Fig.  1 — S,  die  das  Interferenzbild  von  Cerussit  in  Normal- 
und  Diagonalstellung^  sowie  von  Titanit  in  einer  Zwischenstellung 
wiedergeben). 

C.  An  einer  zu  einer  Binormale  senkrechten  Platte  sind  in  einem 
kleinen  zentralen  Teile  des  ßesichtsfeldes  die  Isogyren  merklich  gerade 
Linien,  die  den  Winkel  2ri  mit  der  Spur  der  Binormcdenebene  ein- 
schließen. Dies  kann  aus  der  Gleichung  der  Isogyrenfläche  abgeleitet 
werden,  indem  man  sie  auf  ein  Koordinatensystem  transformiert,  dessen 
Z'- Achse  die  zur  Platte  senkrechte  Binormale  ist,  und  dann  die 
höheren  Potenzen  von  x  und  y  gegen  die  ersten  Temachlässigt.  Es 
ist  aber  auch  ohne  diese  Rechnung  aus  dem  Satze,  daß  die  Schwin- 
gungsrichtungen für  die  Wellen- 
normalenrichtung  Q  den  Winkel 
A^QA^  und  seinen  Nebenwinkel 
halbieren,  unmittelbar  zu  erken- 
nen, wenn  man  bedenkt,  daß 
für  alle  Richtungen  Q,  die  der 
Binormale  A^  sehr  nahe  liegen, 
die  Ebene  QA^  merklich  parallel 
zurEbene-^i^  i8t(sieheFig.97), 
und  daß  daher  die  Schwingungsebene  QH^  einer  festen  Ebene  parallel 
bleibt,  wenn  sich  Q  in  der  Ebene  A^Q  bewegt,  die  den  Winkel  2i] 
mit  A^A^  bildet. 

Das  InterferenzbUd,  welches  eine  zu  einer  Binormale  senkrechte 
Platte  eines  optisch,  zweiachsigen  Kristalls  zwischen  gekreuzten  Polari- 
satoren zeigt  (siehe  Taf  V,  Fig.  1),  unterscheidet  sich  demnach  von 
demjenigen  einer  zur  optischen  Achse  senkrechten  einachsigen  Platte, 
außer  durch  das  in  §  6  erörterte  Gesetz  der  Ringdurchmesser,  auch 
dadurch,  daß  nur  ein  dunkler  Balken  durch  den  Mittelpunkt  des  Ring- 
systems hindurchgeht.  Ein  weiterer  Unterschied  tritt  beim  Drehen 
der  Polarisatoren  oder  der  Platte  hervor;  da  nämlich  die  Hauptisogyre 
stets  so  liegt,  daß  die  Winkel  zwischen  ihrer  Richtung  und  der 
Binormalenebene  durch  die  Polarisationsebenen  des  Polarisators  und 
Analysators  halbiert  werden,  so  dreht  sich  der  dunkle  Balken  bei 
Drehung  der  letzteren  in  gleichem  Sinne  wie  diese,  aber  mit  doppelter 
Geschwindigkeit,  bei  Drehung  der  Platte  in  ihrer  Ebene  dagegen  in 
entgegengesetztem  Sinne  mit  gleidier  Gesdiwindigkeit.  Gleiches  gilt 
übrigens  für  jede  der  zwei  Hauptisogyren,  wenn  die  Polarisatoreu 
nicht  gekreuzt  sind.  —  Man  erkennt  leicht,  daß  dieses  Verhalten  der 
geradlinigen  Isogyren  einer  zur  Binormale  senkrechten  Platte  mit  dem- 
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jenigen  ttbereinstimmt,  welches  wir  in  B.  für  die  Isogyrenhyperbeln 
einer  zur  1.  Mittellinie  senkrechten  Platte  Ton  kleinem  Binormalen- 
winkel  in  den  Punkten  A^ ,  A^  kennen  gelernt  haben. 

9.  Kurven  konstanter  Intensität.  Nach  den  vorhergehenden 
Entwickinngen  (§§  5 — 8)  kann  man  sich  in  jedem  Falle  eine  Vor- 
stellung von  dem  gesamten  in  homogenem  Lichte  wahrnehmbaren 
Interferenzbilde  machen,  wenn  man  beachtet,  daß  auf  den  Hauptkurven 
gleichen  Gangunterschiedes  und  auf  den  Hauptisogyren  stets  die  un- 
veränderte Lichtintensitat  des  Gesichtsfeldes  herrscht^  und  daß  auf  den 
zwischenliegenden  Kurven  gleichen  Gangunterschiedes,  wo  f  =  Ä  -f  -J 
ist,  die  absoluten  Maxima  (=  J^)  und  Minima  (=  0)  der  Intensität 
erreicht  werden  und  zwar,  wie  aus  GL  (12)  leicht  ersichtlich,  erstere 
in  den  Schnittpunkten  dieser  Kurven  mit  den  Isogyren  i?  =  |^(a  +  /3) 
und  |(«  +  /3  +  3r),  letztere  in  ihren  Schnittpunkten  mit  den  Isogyren 
^  =  i(«  +  /'±2^)-  (VergL  Taf.  1,  Fig.  1,  aus  der  dies  Verhalten  für 
eine  einachsige  Platte  .L  zur  Achse  ersichtlich  ist.)  Diese  Stellen 
absolut  größter  und  kleinster  Intensität  müssen  von  Kurven  konstante)' 
Intensität  umschlossen  sein,  welche  ganz  innerhalb  der  Kurvenvier- 
ecke verlaufen,  in  die  das  Gesichtsfeld  durch  die  Hauptkurven  gleichen 
Gangunterschiede8*und  die  Hauptisogyren  —  die  zusammen  ein  spezielles 
System  von  Kurven  konstanter  Intensität  bilden  —  zerschnitten  wird. 

Die  Kurven  konstanter  Intensität  sind  von  LommeP)  für  Platten 
zweiachsiger  Kristalle  senkrecht  zur  1.  Mittellinie,  von  Glazebrook 
und  Spurge^)  für  solche  einachsiger  Kristalle  senkrecht  zur  optischen 
Achse  theoretisch  untersucht  worden.  Sie  besitzen  gewisse  bemer- 
kenswerte Eigenschaften,  z.  B.  die,  daß  alle  der  gleichen  Intensität 
entsprechenden  Kurven,  die  innerhalb  desselben,  von  zwei  Hauptiso- 
gyren begrenzten  Sektors  liegen,  von  zwei  bestimmten  Isogyren  be- 
rührt werden  und  zwar  in  ihren  Schnittpunkten  mit  den  Kurven 
r  «=  Ä  +  -J  •  Speziell  bei  einer  zur  optischen  Achse  senkrechten  Platte 
eines  einachsigen  Kristalls  werden  also  die  Ovale  gleicher  Intensität 
Ton  je  zwei  durch  den  Mittelpunkt  des  Gesichtsfeldes  gehenden  Ge- 
raden berührt,  und  die  Berührungspunkte  liegen  für  sämtliche,  eine 
Maximum-  bezw.  MinimumsteUe  umschließende  Ovale  auf  demselben 
Kreise   f  «  ä  +  |  •     In   Fig.  98    sind   für   den  Fall   gekreuzter  oder 

1)  E.  Lommel,  Pogg-  Ann.  120  (1863),  p.  90. 

2)  Glazebrook,  Cambridge  Proc.  Phil.  Soc.  4  (1883),  p.  299.  Spurge, 
ibid.  5  (1885),  p.  74;  Phil.  Trans.  14  (1885),  p.  63,  PI.  2.  Vergl.  hierzu  auch 
E.  Lommel,  Wied.  Ann.  39  (1890),  p.  258. 
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paralleler  Polarisatoren  einige  dieser  Oyale  in  einem  Yon  den  zusam- 
menfallenden Hauptisogyren  gebildeten  Quadranten  dargestellt.    (Man 

vergleiche  damit  auch  das  Inter- 
ferenzbild Tafel  I,  Fig.  2).  Die  Glei- 
chung der  Kurven  konstanter  In- 
tensität ergibt  sich  durch  Konstant- 
setzen des  Ausdruckes  (13)^  wenn 
man  darin  f  und  rj  entsprechend 
der  Orientierung  der  Kristallplatte 
durch  die  einen  Punkt  des  Gesichts- 
feldes bestimmenden  Koordinaten  aus- 
drückt. Für  eine  einachsige  Platte 
senkrecht  zur  optischen  Achse  wird 
nach  (6^) 


Fig.  98. 


r  =  Ä  sin*  t,    wo    i  = 


dio* 


ist^ 


und  ri  —  a  gleich  dem  auf  die  Schwingungsrichtung  des  Polarisators 
bezogenen   Azimut   ip   des    betrachteten   Punktes   im    Interferenzbild, 
somit: 
J^J^{cos^  (a-ß)-  sin  2^^  sin  [2x1;  +  2(a  -  j3  ]  sin«  (jjtk  sin«  i)}. 

Da  nun  sini  als  Radiusvektor  (q)  im  Interferenzbild  angesehen  werden 
kann,  so  ist  die  Intensität  als  Funktion  der  Polarkoordinaten  q,  ^, 
wenn  die  Polarisatoren  den  Winkel  y  ^  a  —  ß  miteinander  bilden, 
gegeben  durch 

(15)  J^J^l  cos«  y  -  sin  2 ^  sin  2(^  +  y)  sin«  (xkQ^  ] , 

und  speziell  bei  gekreuzten  bezw.  parallelen  Polarisatoren  gilt: 

(15')     Jgo  =  J«  sin«  2^  sin«  {ick^^),    cTo  «  J^  { 1  -  sin«  2 1^  sin«  (sckg^ } . 

Somit  heißt  die  Gleichung  der  speziellen,  in  Fig.  98  dargestellten 
Kurven  konstanter  Intensität: 

(16)  sin«  2t  •  sin«  (jrÄp«)  =  Const. 

Aus  dieser  Gleichung  hat  Spurge  bemerkenswerte  Sätze  über  den 
Flächeninhalt  der  Flächenstücke,  die  von  den  Kurven  gleicher  Inten- 
sität begrenzt  werden,  abgeleitet,  so  besonders  den,  daß  alle  derselben 
Intensität  entsprechenden  Ovale  inhaltsgleiche  Flächen  umschließen. 

10.  Modifikation  des  Interferenzbildes  in  weißem  lachte  durch, 
die  Dispersion.  Wir  haben  oben  gesehen,  wie  das  Interferenzbild 
in  weißem  Lichte  beschaffen  sein  müßte,  wenn  keine  Dispersion  vor- 
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handen,  d.  h.  die  optischen  Konstanten  des  Kristalls  von  der  Wellen- 
länge unabhängig  wären;  daß  nämlich  unter  dieser  Voraussetzung  die 
Hauptisogjren  farblos,  die  Kurven  gleichen  Gangunterschiedes^  bezw. 
die  zwischen  je  zwei  Hauptisogyren  liegenden  Stücke  derselben,  in 
einer  konstanten  Interferenzfarbe  der  Newtonschen  Skala  (vergl.  S.  219) 
erscheinen  würden. 

Bei  optisch  einachsigen  Kristallen  kann  die  Dispersion  nur  inso- 
fern Abweichungen  von  diesem  Verhalten  bedingen,  als  die  Farben 
der  isochromatischen  Kurven  von  den  Newtonschen  verschieden  sein 
werden,  wenn  die  Differenz  der  Hauptbrechungsindizes,  oder  genauer 
zufolge  (6^)  diese  Differenz,  dividiert  durch  das  Quadrat  eines  mittleren 
Brechungsindex  (w^)o,  von  der  Wellenlänge  abhängig  ist.  Gewöhnlich 
ist  diese  Abhängigkeit  aber  so  gering,  daß  ihr  Einfluß  auf  die  Inter- 
ferenzfarben kaum  bemerkbar  ist.  Die  Ringe  an  Platten  senkrecht  zur 
optischen  Achse  sind  dann  in  weißem  Licht  etwa  bis  zur  8.  oder 
9.  Ordnung  wahrnehmbar.     Nimmt  der  absolute  Wert  des  Quotienten 

-     .-,  nach  dem  Violett  hin  zu,  so  liegen  die  gleichem  f  entsprechenden 

Ringe  für  die  verschiedenen  Farben  weiter  auseinander  als  bei  den 
Newtonschen  Ringen,  die  Farben  der  Ringe  werden  dadurch  etwas 
andere  und  die  Anzahl  der  in  weißem  Licht  wahrnehmbaren  Ringe 
kleiner.  Dieser  Fall  liegt  z.  B.  beim  Kalkspat  vor,  wo  zufolge  den 
in  Kap.  I,  §  7  angegebenen  Werten  von  &  und  s  der  erwähnte  Quo- 
tient vom  roten  bis  zum  violetten  Ende  des  sichtbaren  Spektrums 
um  ca.  8  Prozent  wächst.  Beim  Strontiumhjposulfat  ist  diese  Zu- 
nahme so  stark,  daß  die  Ringe  im  weißen  Licht  schon  von  der  dritten 
Ordnung  an  verschwinden.  Wie  schon  in  Kap.  I,  §  7  erwähnt,  kommt 
aber    auch   der  Fall  vor,   daß   £  —  o    mit  abnehmendem  X   abnimmt. 

Diese  Abnahme  kann  so  stark  sein,  daß   ■   ^^    sich  nur  noch  wenig 

mit  l  ändert,  was  zur  Folge  hat,  daß  sehr  viele  Ringe  sichtbar,  und 
ihre  Farben  von  den  Newtonschen  ganz  verschieden  sind;  Beispiele 
hierfür  sind  Äpophyllit  und  Brucit.  Bei  manchen  Varietäten  von 
Vesuvian  (Idokras)  ist  jene  Abnahme  noch  stärker,  so  daß  der  Gang- 
unterschied mit  A  abnimmt  und  die  Farhenfolge  der  Ringe  sich  umkehrt. 
Bei  optisch  zweiachsigen  Kristallen  ist  außer  der  „Dispersion  der 
Doppelbrechung*',  welche  ähnlich  wie  bei  einachsigen  Kristallen  die 
Interferenzfarben  modifiziert,  noch  diejenige  der  Binormalen  und  Po- 
larisationshauptachsen, d.  h.  die  Abhängigkeit  dieser  Richtungen  von 
der  Farbe,  von  Einfluß  auf  die  im  weißen  Licht  wahrzunehmenden 
Interferenzbilder  —  wobei  natürlich  nur  solche  Platten   in  Betracht 

Po  ekel  8,  Kristalloptik.  17 
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kommen^  welche  innerhalb  des  Gesichtsfeldes  eine  oder  beide  Binor- 
malen (d.  h.  die  sich  in  der  Platte  in  deren  Richtung  fortpflanzenden 
Wellen)  austreten  lassen,  da  in  größerer  Entfernung  von  den  Bi- 
normalen nur  das  Weiß  höherer  Ordnung  (oder  bei  sehr  geringer 
Dicke  eine  nahe  gleichförmige  Färbung)  erscheint.  Die  betreffenden 
Erscheinungen  sind  besonders  charakteristisch  an  Platten  senkrecht 
zur  1.  Mittellinie,  auf  welchen  beide  Binormalen  sichtbar  sind,  und 
zwar  ist  es  am  günstigsten,  die  Platte  in  der  Diagonalstellung  oder 
Normalstellung  bei  gekreuzten  Polarisatoren  zu  beobachten.  Die  ver- 
schiedene Lage  der  Binormalen  für  verschiedene  Farben  hat  dann  zur 
Folge,  daß  die  in  homogenem  Licht  zu  beobachtenden  Kurven  gleichen 
Gangunterschiedes  in  weißem  Licht  nicht  isochromatische  Kurven, 
und  die  Isogyren  nicht  mehr  achromatische  Kurven  sind,  und  die 
Art  der  Farbenverteilung  ist  ein  wichtiges  Merkmal  für  die  optische 
Symmetrie  des  Kristalls. 

Bei  rhombischen  Kristallen  ist  die  Lage  der  optischen  Symmetrie- 
achsen (Polarisationshauptach Ben)  fest  durch  die  kristallographische 
Symmetrie  gegeben,  es  müssen  also  die  Binormalen  auch  für  alle 
Farben  stets  symmetrisch  in  bezug  auf  dieselben  drei  Achsen  liegen, 
wobei  sich  aber  mit  der  Farbe  ihr  Winkel  und  eventuell  auch  ihre 
E  hene  (indem  sie  in  eine  andere  Symmetrieebene  übertreten)  ändern 
kann.  (Siehe  Kap.  II,  §  20.)  Gewöhnlich  findet  nur  eine  ziemlich 
geringe  Änderung  des  Binormalenwinkels  statt,  wobei  die  beiden  Fälle 
zu  unterscheiden  sind,  daß  der  spitze  Binormalenwinkel  für  rotes 
Licht  größer  oder  kleiner  ist  als  für  violettes;  man  bezeichnet  den 
ersteren  Fall  durch  das  Symbol  r  >  v,  den  letzteren  durch  r  <  v. 
Diese  beiden  FäUe  sind  am  leichtesten  bei  Beobachtung  an  einer 
zur  1.  Mittellinie  senkrechten  Platte  in  der  DiagonalsteRung  zu  unter- 
scheiden; för  r  >  V  erscheinen  dann  nämlich  die  dunklen  hyperboli- 
schen Hauptisogyren  auf  der  Innenseite  rot,  auf  der  Außenseite  blau 
gesäumt,  weü  die  Hyperbeln,  auf  denen  das  blaue  Licht  ausgelöscht 
ist,  kleineren  Scheitelabstand  haben  als  diejenigen,  auf  denen  das  rote 
Licht  fehlt.  Die  umgekehrte  farbige  ümsäumung  der  Hyperbeln  tritt 
im  Falle  r  <iv  auf.^)  Ein  Beispiel  für  den  ersten  Fall  bietet  der 
Topas,  für  den  zweiten  Kaliumnitroit, 

1)  Bei  sehr  geringer  Dispersion  der  Binormalen  und  starker  des  mittleren 
Hauptbrechungsindex  kann  es  übrigens  vorkommen,  daß  der  scheinbare  Binor- 
malenwinkel in  Luft  für  violett  größer  ist  als  für  rot,  während  für  den  wahren 

Binormalenwinkel  das  umgekehrte  gilt.     Das  Symbol  r  <^  »,  welches  gewöhn- 
lich angegeben  wird,  bezieht  sich  auf  den  scheinbaren  Winkel  in  Luft. 
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Da  sich  der  GangaDterschied  f  in  einer  bestimmten  Richtung 
mit  der  Farbe  aus  zweierlei  Gründen  ändert:  einmal  wegen  des 
Nenners  X  im  Ausdruck  für  f,  zweitens  wegen  der  Änderung  der 
Lage  der  Binormalen  (und  somit  auch  der  Winkel  g>^,  q>^)y  so  muß 
es  gewisse  Richtungen  geben,  für  welche  sich  beide  Ursachen  kom- 
pensieren, also  r  Ton  der  Farbe  (wenigstens  in  dem  hauptsächlich  in 
Betracht  kommenden  Bereiche  des  Spektrums)  unabhängig  ist.  In 
der  Umgebung  dieser  Stellen  werden  daher  die  Interferenzkurven  im 
weißen  Licht  nahezu  achromatisch  erscheinen.  Ist,  wie  gewöhnlich, 
der  Gangunterschied  in  der  Richtung  der  1.  Mittellinie  für  Violett 
größer  als  für  Rot,  so  werden  die  achromatischen  Stellen  offenbar  im 
Falle  r>v  zwischen  den  Binormalen,  im  Falle  r  <  t?  außerhalb  des 
spitzen  Binormalenwinkels  (beidemal  aber  in  der  Binormalenebene) 
liegen.  Ist  dagegen,  wie  z.  B.  beim  Cerussit,  im  Mittelpunkte  der  Gang- 
unterschied für  Rot  größer  als  für  Violett,  so  treten  die  achromatischen 
Stellen  der  Interferenzkurven  in  der  zur  Binormalenebene  senkrechten 
Richtung  auf.  Auf  derjenigen  Seite  der  Binormalen,  wo  die  achro- 
matischen Stellen  liegen,  ist  (gemäß  dem  schon  bei  den  einachsigen 
Platten  Gesagten)  die  Anzahl  der  im  weißen  Lichte  sichtbaren  Ringe 
am  größten. 

Wie  schon  in  Kap.  11,  §  20  erwähnt,  kommt  auch  der  Fall  vor, 
daß  die  Binormalen  für  das  rote  Ende  des  Spektrums  in  einer  anderen 
Symmetried>ene  liegen  als  für  das  blaue,  und  der  Kristall  für  eine  ge- 
wisse mittlere  Farbe  also  optisch  einachsig  ist.  Dann  zeigt  das  Inter- 
ferenzbild einer  zur  1.  Mittellinie  senkrechten  Platte  im  weißen  Licht 
Farbenkurven,  welche  atich  der  Gestalt  na^h  gänzlich  von  den  Lemnis- 
katen  gleichen  Gangunterschiedes  in  homogenem  Licht  verschieden 
sind  (so  z.  B.  bei  Brookit,  für  den  die  Erscheinung  im  2.  Teil  des 
Hauswaldtschen  Werkes,  Tat  XII,  Fig.  4,  wiedergegeben  ist).  —  In 
allen  Fällen  ist  aber  die  Farbenverteilung  im  Interferenzbilde  rhombi- 
scher, zur  1.  (oder  2.)  Mittellinie  senkrechter  Kristallplatten  in  der 
Normal-  oder  Diagonalstellung  symmetrisch  in  bezug  auf  die  beiden 
zur  Platte  parallelen  Symmetrieachsen. 

Bei  monoldinen  Kristallen  ist  durch  die  einzige  kristallographische 
Symmetrieachse  (oder  Normale  zur  Symmetrieebene)  nur  noch  eine 
optische  Symmetrieachse  für  alle  Farben  gegeben,  die  beiden  anderen 
hingegen  können  sich  mit  Veränderung  der  Wellenlänge  in  ihrer 
Ebene  drehen  (vergl.  Kap.  II,  §  20).  Diese  Drehung  kommt  in  dem 
Interferenzbild  in  verschiedener  Weise  zum  Ausdruck,  jenachdem  die 
Ebene  der  Binormalen   parallel  oder  senkrecht  zur  Symmetrieebene, 

17* 
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und  in  letzterem  Falle  die  1.  Mittellinie  parallel  oder  senkrecht  zur 
Symmetrieachse  liegt.  Die  Unterschiede,  die  sich  in  diesen  drei  Fällen 
für  die  gegenseitige  Lage  der  den  verschiedenen  Farben  entsprechen- 
den Binormalenrichtungen  ergeben,  wurden  schon  in  §  20  des  Kap.  11 
besprochen  und  durch  Fig.  30*»  ^'  °  illustriert.  Die  daraus  resultieren- 
den charakteristischen  Eigentümlichkeiten  des  farbigen  Interferenzbildes 
einer  zur  1.  Mittellinie  für  irgend  eine  Farbe  senkrechten  Platte  sind 
folgende. 

A.  Binormdlenebene  die  Symmefrieebene:  „geneigte  Dispersion*'.  Die 
beiden  Binormalen  wandern  bei  Änderung  der  Farbe  in  verschiedenem 
Maße,  und  zwar  nach  derselben  Seite,  wenn  die  Dispersion  der  Mittel- 
linien, nach  entgegengesetzten,  wenn  die  Dispersion  der  Binormalen 

überwiegt.    (Vergl.  Fig.  99*  und  99^,  in  denen  die 

I  I         entsprechende  relative  Lage  der  Binormalenspuren 

,  ;K  C-^      für  zwei   Farben   veranschaulicht   ist.)    Die  Folge 

^.^j  -rr       davon    ist   ungleiche   Farbenverteilung   in   den   die 

•  I  beiden  Binormalen  umgebenden  Ringsjstemen,  und 

Im  W     verschieden  stark  farbige  Umsäumung   der  Haupt- 

,  r^  ..j..        isogyren  in  der  Diagonalstellung.     Die  Farbenver- 

y  f4-  v.p!      teilung   des  ganzen  Interferenzbildes   besitzt  daher 

'  ?^  («^41      Ä;eiw  Zentrum  der  Symmetriey  ist  aber  symmetrisch 

>  1         in  bezug  auf  die  kristallographische  Symmetrieebene 

^     Fig  99  (^^^  .monosymmetrisch).     Beispiele  für  diesen   FaU 

sind  der  Grips  (dessen  besondere  Dispersionsverhält- 

nisse  schon  S.  72,  73  besprochen  wurden)  und  der  Diopsid. 

B.  Binormdlenebene  senkrecht  zur  Symmetrieebene ^  1.  Mittellinie 
jyaraüel  der  letzteren  liegend:  ,yhorizontale  Dispersion".  Die  Spuren  der 
Binormalen  für  zwei  verschiedene  Farben  (r  und  1;)  haben  die  durch 
Fig.  100   dargestellte   gegenseitige   Lage;    sie   liegen   für  jede   Farbe 

!  symmetrisch    bezüglich    der    Symmetrie- 

j  ebene,    aber   für  verschiedene   Farben   in 

I  verschiedenen  Ebenen.     In  weißem  Licht 

-' ."^ *3^. ^  k      sind    daher   die   beiden,    die    Binormalen 

'■^  \^  ^~5t     umgebenden   Ringsysteme    spiegelbildlich 

;  gleich,   während  jedes  einzelne  für    sich 

I  asymmetrisch  ist.    Die  Symmetrie  des  Ge- 

samtbildes  ist  dieselbe  wie  im  vorigen 
B^aUe.  Besonders  geeignet  zur  Erkennung  der  horizontalen  Dispersion 
ist  die  Normcdstetlung  der  Platte,  weil  dann  die  die  Spuren  der  Bi- 
normalen verbindende  Hauptisogyre  beiderseits  eine  verschiedene  (aber 
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in  beiden  Binormalen  gleiche)  farbige  Umrandung  zeigt.  —  Ein  Beispiel 
bietet  der  Chihoklas  [Adular). 

C.  Die  Binormalenehene  und  die  1.  Mittellinie  steht  senkreckt  zur 
Symmetrieebene:  .jgekreuzte  Bispersion^^.  („Dispersion  tournante"  nach 
Des  Cloizeaux.)  Die  Verbindungslinien  der  Binormalenspuren  für  ver- 
schiedene Farben  haben  yerschiedene  Richtung,  schneiden  sich  aber 
alle  in  einem  Punkt  —  der  Spur  der  kristallographischen  Symmetrie- 
achse — ,  welcher  ein  Zentrum  der  Symmetrie  für  das  gesamte  Inter- 
ferenzbild ist  (siehe  Fig.  101).  In  der  Umgebung  jeder  Binormale 
ist  auch  hier  die  Farbenverteilung  asym- 
metrisch, aber  die  beiden  Ringsysteme 
könnten  durch  Drehung  zur  Deckung  ge- 
bracht werden.  In  der  Normalstellung  er-  ^^  pj  ^^^ 
scheint  der  durch  beide  Ringsysteme  gehende 
Isogyrenbalken  ebenfalls  farbig  gesäumt,  aber  in  dem  einen  Ring- 
system  entgegengesetzt,  wie  im  andern.  —  Es  ist  zu  bemerken,  daß 
dieser  Fall  von  dem  vorigen  eigentlich  nicht  verschieden  ist,  insofern 
eine  Platte  senkrecht  zur  2.  Mittellinie  hier  hmzoniale,  und  im  Falle  B 
gekreuzte  Dispersion  zeigt.  Entdeckt  ist  die  gekreuzte  Dispersion  am 
Borax  von  J.  Herschel  und  Nörremberg. 

Auch  bei  monoklinen  Kristallen  erscheinen  aus  dem  bei  rhombi- 
schen Kristallen  erörterten  Grunde  die  Interferenzkurven  an  gewissen 
Stellen  des  Interferenzbildes  farblos,  und  die  Lage  dieser  achromatischen 
Kurvenstücke  gegen  die  Binormalen,  welche  natürlich  der  Symmetrie 
des  Interferenzbildes  entspricht,  bietet  ein  gutes  Merkmal  zur  Unter- 
scheidung der  vorstehend  besprochenen  drei  DispersionsfaUe,  nament- 
lich auch  bei  stark  gefärbten  Kristallen,  wo  man  die  Lage  der  achro- 
matischen Stellen  immer  noch  an  der  größeren  Zahl  der  sichtbaren 
Interferenzkurven  erkennen  kann,  wenn  auch  die  Farbenverteilung  selbst 
nicht  mehr  sicher  zu  beurteilen  ist.  — 

Trikline  Kristalle  endlich  zeigen  im  weißen  Lichte  völlig  asym- 
metrische Interferenzbilder,  da  hier  die  Richtungsänderungen  der  beiden 
Binormalen  mit  der  Farbe  in  gar  keiner  Beziehung  zueinander  stehen. 
Beispiele  für  deutliche  Asymmetrie  der  Farben  Verteilung  liefern  Kalium- 
bichromat  und  Kupfersulfat. 

11«  Messung  des  Winkels  der  Binormalen.  Der  von  den  Bi- 
normalen eingeschlossene  Winkel  (für  den  in  der  Mineralogie  die 
nicht  sehr  glückliche  Bezeichnung  „optischer  Achsenwinkel"  üblich 
ist)  bildet  ein  wichtiges  Charakteristikum  optisch  zweiachsiger  Kristalle 
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und  wird  daher  z.  B.  bei  der  kristallographischen  Beschreibung  neuer 
Substanzen  fast  immer  angegeben ,  auch  wenn  keine  vollständige  Be- 
stimmung der  optischen  Parameter  geliefert  wird.  Seine  annähernde 
Ermittelung  ist  im  Prinzip  leicht  ausfuhrbar,  indem  an  einer  senkrecht 
zur  1.  Mittellinie  geschliffenen  Platte  der  Winkel,  welchen  die  den 
Binormalenspuren  des  Interferenzbildes  entsprechenden  Richtungen  mit- 
einander bilden,  in  Luft  oder  in  einem  anderen  die  Platte  umgebenden 
Medium  beobachtet  wird;  ist  dieser  Winkel  2E^  und  der  Brechungs- 
index des  äußeren  Mediums  n^,  so  gilt  nämlich  die  Beziehung 


(17) 


sin  Q  =  ^  sin  Ej , 


da  ja  der  Brechungsindex  fQr  die  sich  parallel  den  Binormalen  fort- 
pflanzenden Wellennormalen  der  mittlere  Hauptbrechungsindex  ß  ist. 
Es  ist  also  hiemach  zur  Berechnung  von  Q  die  Kenntnis  von  ß  erfor- 
derlich, wofür  in  vielen  Fällen  (bei  schwacher  Doppelbrechung)  ein 
nach  irgend  einer  Methode  bestimmter  mittlerer  Brechungsindex  ge- 
nommen werden  kann.  Die  anderweitige  Bestimmung  von  ß  wird 
aber  entbehrlich,  wenn  man  noch  eine  zur  zuzeiten  Mittellinie  senk- 
rechte Platte  zur  Verfügung  hat^);  denn  es  gilt,  wenn  2E2  der  an 
dieser  gemessene  „scheinbare''  oder  „äußere''  Binormalenwinkel,  d.  h. 
Ej  der  Winkel  der  austretenden  Binormalen  mit  der  Plattennormale  ist, 
außer  (17)  die  zweite  Beziehung  (siehe  Fig.  102) 

cos  Q  =  -v-  sm  Ej , 


K\    !    ^ 


Fig.  102. 


tgQ  = 


sin  Ej 


sin  E, 
Außerdem  kann  man  dann  ß 
aus  der  Gleichung  (17)  oder 
(17')  finden. 

Die  Messung  von  E  kann 
erstens  durch  Ausmessung  des 
Abstandes  2aQ  der  Spuren  der  Binormalen  in  der  Brennebene  95'  des 
Linsensystems  L  (siehe  Fig.  84,  S.  229)  mittels  eines  im  Hilfsmikroskop, 
mit  welchem  das  Interferenzbild  in  35'  beobachtet  wird,  angebrachten 
Okularmikrometers  geschehen;  denn  es  ist,  wenn  die  Platte  senkrecht 
zur  Mittellinie,  und  ihre  Normale  der  Instrumentenachse  parallel  orien- 
tiert ist,  nach  Gleichung  (1) 


1)  Diese  Methode  ist  angegeben  von  A.  Des  Cloizeaux,  C.  R.  52  (1861), 
p.  784;  Pogg.  Ann.  126  (1865),  p.  40Ö. 
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sm  Ex  =    0  •:  • 

Die  Anwendung  dieser  Methode  setzt  also  die  Kenntnis  der  Äquivalent- 
brennweite  f  voraus,  welche  übrigens,  sofern  sie  nicht  direkt  bestimmt 
wird,  aus  einer  Messung  an  einem  Präparat  von  bekanntem  Binormalen- 
winkel  (oder  auch  aus  einer  Messung  von  Durchmessern  der  Kurven 
gleichen  Gangunterschiedes  an  einer  Platte,  für  welche  dieselben  genau 
durch  Rechnung  bekannt  sind)  berechnet  werden  kann.  Hinreichend 
genaue  Resultate  wird  dieses  Verfahren  aber  in  der  Regel  nur  bei 
kleinem  Binormalenwinkel  liefern  können.^) 

Die  zweite,  am  häufigsten  angewendete  Methode  zur  Messung  des 
Binormalenwinkels  (wie  auch  des  Durchmessers  von  Interferenzkurven) 
beruht  darauf,  daß  die  Kristallplatte  zwischen  den  Linsensystemen  L 
und  L'  um  eine  zur  Achse  der  letzteren  senkrechte  Richtung  in 
meßbarer  Weise  gedreht  werden  kann;  man  gibt  ihr  dann  nachein- 
ander diejenigen  Stellungen,  bei  welchen  erst  die  eine,  dann  die  an-, 
dere  austretende  Binormalenrichtung  in  die  Richtung  der  Achse  des 
Instrumentes  fällt  (siehe  Fig.  103).  Man  benutzt  zu  diesem  Zweck 
(als  „AcksenivinkdapparaV)  meistens 
einen  Polarisationsapparat  mit  horizon- 
taler Achse,  an  dem  ein  zu  letzterer 
paralleler  (horizontaler)  Teilkreis  an- 
gebracht ist,  um  dessen  Achse  sich  der 
mit  einer  Justiervorrichtung  versehene  ^^    ^^^ 

Träger  der  Kristallplatte  drehen  läßt. 

Letztere  wird  in  dem  Träger  so  befestigt,  daß  die  Ebene  der  Binor- 
malen horizontal,  also  parallel  zum  Teilkreise  ist.  Dann  bewegen  sich 
die  Spuren  der  Binormalen  beim  Drehen  des  Kristallträgers  auf  dem 
einen  Faden  des  Fadenkreuzes,  welcher  ebenfalls  zur  Ebene  des  Teil- 
kreises parallel  justiert  ist,  und  wenn  sie  nacheinander  in  den  Mittel- 
punkt des  Fadenkreuzes  gebracht  worden  sind,  so  gibt  die  am  Teil- 
kreis abgelesene  Drehung,  welche  von  der  einen  dieser  Stellungen 
zur  anderen  führte,  direkt  den  Winkel  2E.  Um  denselben  auch  in 
einem  Medium  von  größerem  Brechungsindex,  als  Luft,  messen  zu 
können,  kann  über  die  Kristallplatte  ein  Trog  mit  planparallelen, 
zur  Achse  des  Instrumentes  senkrechten  Spiegelglaswänden  geschoben 
werden;  bei  Füllung  desselben  mit  einer  Flüssigkeit  findet  man  dann 

1)  Vergl.  Czapski,  N.  Jahrb.  f.  Miner.  Beil.-Bd.  7  (1891),  p.  506.  Über 
eine  Vorrichtung  zur  Messung  des  Binormalenwinkels  mit  einem  gewöhnlichen 
Mikroskop  vergl.  Beck e,  Miner.  petrogr.  Mitt.  14  (1896),  p.  375,  415. 
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den  gemäß  der  Formel  (17)  deren  Brechungsindex  n®  entsprechenden 
scheinbaren  Binormalenwinkel,  da  bei  dieser  Messungsart  die  Brechung 
beim  Übergang  von  der  Flüssigkeit  in  Luft  ohne  Einfluß  bleibt. 
Daher  kann  mit  Hilfe  geeigneter  Flüssigkeiten  ein  beliebig  großer 
Binormalenwinkel  noch  gemessen  werden,  während  für  Beobachtung 
,  in  Luft  Q  nicht  größer  als  der  dem  Brechungsindex  ß  entsprechende 
I  Grenzwinkel  der  Totabeflexion  sein  darf.  —  Um  die  Einstellung  der 
Binormalenspuren  gut  ausführen  zu  können,  hat  man  die  Polarisa- 
tionsebenen der  Polarisatoren  des  Apparates  unter  45^  gegen  die 
Teilkreisebene  zu  stellen;  dann  geht  durch  die  Spur  jeder  Binormale 
im  homogenen  Licht  eine  Isogyrenhyperbel  mit  vertikaler  Tangente, 
deren  Koinzidenz  mit  dem  vertikalen  Faden  des  Fadenkreuzes  ein 
scharfes  Einstellungsmerkmal  abgibt.  Ebenso  ist  diese  Stellung  der 
Polarisatoren  am  günstigsten,  wenn  die  Durchmesser  von  Kurven 
gleichen  Grangunterschiedes  gemessen  werden  sollen. 

Auf  die  Einzelheiten  der  Konstruktion  der  Achsenwinkelapparate 
kann  hier  nicht  eingegangen  werden,  ebensowenig  auf  die  Vorrich- 
tungen, die  man  zur  Beleuchtung  mit  homogenem  Lichte  benutzt.  Es 
sei  hinsichtUch  letzterer  nur  bemerkt,  daß  man  nach  Kirchhoffs 
Vorgange  ein  verschiebbares  Spektrum  einer  weißen  Lichtquelle  an- 
wendet, von  dem  ein  beliebiger  Teil  zur  Beleuchtimg  des  Apparates 
ausgesondert  werden  kann.^) 

Der  Binormalenwinkel  2Q  kann  auch  an  Platten,  die  nicht  senk- 
recht zu  einer  Mittellinie  sind,  aber  den  Austritt  beider  Binormalen 
gestatten,  bestimmt  werden;  doch  ist  es  dann  notwendig,  außer  dem 
Winkel  2E  zwischen  den  austretenden  Binormalen  noch  diejenigen 
Winkel  v^,  v^  zu  messen,  welche  die  letzteren  mit  der  Plattennor- 
male ^  bilden.  Um  diese  Bestimmung  mittels  eines  Achsenwinkel- 
apparates  ausführen  zu  können,  muß  derselbe  eine  Einrichtung  zum 
Senkrechtstellen  der  Platte  gegen  die  Achse  des  Apparates  (etwa  nach 
der  Gaußschen  Methode  der  Autokollimation)  besitzen.  Doch  läßt 
sich  die  direkte  Messung  der  v^  auch  entbehren,  wenn  man  die  Jfw- 
derung  beobachtet,  welche  diese  Winkel  beim  Eintauchen  der  vorher 


1)  G.  Kirchhoff,  Pogg.  Ann.  108  (1869),  p.  567,  Ges.  Abh.  p.  577.  — 
V.  V.  Lang,  Wiener  Sitzungsber.  [2]  76  (1877),  p.  805.  —  H.  Dufet,  Bull.  boc. 
fran9.  de  min.  9  (1886),  p.  275;  Joum.  de  phys.  (2)  5  (1886),  p.  664.  —  A.  E. 
Tutton,  London  PhiL  Trans.  185  (1894),  p.  913;  Zeitechr.  f.  Krist.  24  (1895), 
p.  465.  —  E.  A.  Wülfing,  N.  Jahrb.  f.  Miner.  Beil.-Bd.  12  (1898),  p.  843,  405, 
wo  auch  eine  eingehende  Darstellung  der  Theorie  der  Beobachtung  im  konver- 
genten Licht  und  der  an  einen  Achsenwinkelapparat  zu  stellenden  Anforde- 
rungen gegeben  wird. 
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in  Luft  befindlichen  Platte  in  eine  Flüssigkeit  erfahren  ^);  ist  nämlich 
der  Brechungsindex  der  letzteren  n®,  und  jene  Änderung  vi  — v'«=^, 

so  gilt  die  Beziehung  sin  v'==  sin  (v/,  —  ^)  ==   ^  sin  vi,  aus  welcher  folgt: 


n" 


n®  C08  -e*  —  1 


cotg"^-      „»Bin* 

Für  die  Berechnung  yon  2Q  aus  den  in  einem  Medium  vom 
Brechungsindex  n^  gemessenen  Winkeln 
2E;  v/,  v^'  ergeben  sich  aus  nebenstehender 
Fig.  104,  worin  N  die  (zur  Ebene  der 
stereographischen  Projektion  senkrecht  an- 
genommene) Richtung  der  Plattennormale, 
A^j  Ä^  die  wahren,  A^',  A^  die  schein- 
baren Binormalenrichtungen,  ebenso  M,  M' 
die  wahre  und  scheinbare  1.  Mittellinie  be- 
zeichnen, und  worin  A^A^=^2%  A^A^=  2E  ist,  folgende  Gleichungen*): 

cos  2E  ==  cos  Vi'  cos  v^  ■\-  sin  v^  sin  v^  cos  o , 
cos  2Q  =  cos  Vi  cos  Vg  -f  sin  Vj  sin  Vg  cos  co. 


Fig.  104. 


(18) 


sm  Vi  :  sm  Vi  =  sm  Vg  :  sm  v,  = 


^ 


Man  kann  zunächst  aus  der  ersten  Gleichung  den  Winkel  A^'NA^  »  oi, 
und  aus  den  beiden  letzten  (die  Kenntnis  von  /?  yorausgesetz£)  Vi 
und  Vg  berechnen  und  findet  dann  aus  der  zweiten  Gleichung  den 
gesuchten  Winkel  2Q.  Wenn  N  in  der  durch  die  Mittellinie  M 
gehenden,  zur  Binormalenebene  senkrechten  Ebene  liegt,  so  gilt 
streng  dieselbe  Beziehung  (17),  als  wenn  N  mit  M  zusammenfiele, 
wie  sich  aus  den  dann  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecken  A^Ml^ 
und  A^'M'N  leicht  ableiten  läßt.  Im  allgemeinen,  d.  h.  immer,  wenn 
die  Winkel  Vj  und  v,  nicht  gleich  sind,  würde  man  dagegen  aus  vor- 
stehender Gleichung  einen  falschen  Wert  für  Q  finden,  und  zwar  einen 
zu  großen,  wenn  ß  >  w®,  einen  zu  kleinen,  wenn  ß  <n^  ist;  am 
größten  ist  die  Abweichung  für  eine  bestimmte  Neigung  von  N  gegen  M 
dann,  wenn  N  in  der  Ebene  der  Binormalen  liegt.  Damit  der  Fehler 
von  Q,  der  aus  der  Nichtberücksichtigung  einer  kleinen  Abweichung 
der  Plattennormale  von  der  Mittellinie  entsteht,  auf  alle  Fälle  mög- 
lichst klein  sei,  ist  es  vorteilhaft,  die  Platte  in  eine  Flüssigkeit  ein- 


1)  J.  W.  Pope,  London  Proc.  Roy.  Soc.  7.  II.  1896. 

2)  G.  Kirchhoff,  Pogg.  Ann.  108  (1859),  p.  671. 
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zutauchen,  deren  Brechungsindex  n^  dem  mittleren  Hauptbrechnngs- 

index  ß  nahe  kommt.  ^)  — 

Liegt  N  in  der  Ebene  der  Binormalen  ^  und  kennt  man  den 
Winkel  /*  zwischen  N  und  M,  wie  es  z.  Ö. 
der  Fall  ist,  wenn  man  den  Austritt  der  Bi- 
normalen auf  einem  natürlichen  Flächenpaar 
eines  rhombischen  Kristalls  aus  der  Zone  der 
F- Achse  beobachtet,  so  braucht  man,  um  Q 
aus  den  gemessenen  Winkeln  v/,  v^'  zu  bestim- 
men, ß  nicht  zu  kennen.  Denn  es  gelten, 
wenn  N  z.  B.  zwischen  A^  und  A^  liegt  (siehe 

Fig.  105),  die  Relationen 

sin  <  =  ^  sin  (Q  -  /[*),     sin  v/  =  ^  sin  (Q  +  ^), 
oder 

sin  Q  cos  f'  =  :i^ß  (sin  f'/  +  sin  Vg') ,     cos  Q  sin  ft  =  ,,  ^  (sin  v^'  —  sin  v/), 

aus  welchen  folgt 

ri9^  t2  Q  =  tflf  ii  -"^  <_+3''  <  =^  tir  tt  ^  iC»'.'  +/'i') . 

^      ^  °  *  ^  sin  V,'  —  sin  v/  ^  *    tg  |(vj' —  t»/) 

Aus  einer  der  ursprünglichen   Gleichungen  kann   sodann  auch  ß  be- 
rechnet werden. 

'  Ebenso  ist  die  Berechnung  von  Q  wnrf  ß  ausführbar,  wenn  man 
die  Austrittswinkel  v/,  v^  der  beiden  Binormalen  auf  zwei  verschie- 
denen,  zur  Binormalenebene  senkrechten  Flächenpaaren,  deren  Nei- 
gungen gegen  die  erste  Mittellinie  bekannt  sind,  gemessen  hat*),  ein 
Fall,  der  bei  rhombischen  und  monoklinen  Kristallen  ebenfalls  häufig 
vorkommt,  wenn  man  zur  Beobachtung  wegen  der  oft  sehr  großen 
Schwierigkeit,  planparallele  Platten  von  gewünschter  Orientierung  zu 
schleifen,  natürliche  Flächenpaare  benutzen  muß  (bei  rhombischen 
Kristallen  solche  von  Prismen,  bei  monoklinen  Kristallen,  deren  Bi- 
normalen in  der  Symmetrieebene  liegen,  solche  aus  der  Zone  der 
Symmetrieachse).  Ein  spezieller  Fall  dieser  Methode  ist  die  Messung 
von  E  an  den  zu  beiden  Mittellinien  senkrechten  Platten,  die  schon 
S.  262  erwähnt  wurde. 


1)  Vergl.  B.  Hecht,  N.  Jahrb.  f.  Miner.  1887,  I,  p.  2ö0,  der  den  Fehler, 
welcher  bei  der  Berechnung  des  Binormalenwinkels  nach  Gl.  (17)  durch  ungenaue 
Orientierung  der  Platte  entsteht,  eingehend  untersucht  hat. 

2)  H.  de  Senarmont,  Ann.  chim.  phys.  (3)  33  (1851),  p.  412;  Pogg.  Ann. 
86  (1852),  p.  55. 
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Bei  trikliiien  Kristallen  kann  man  die  Orientierung  der  Binor- 
malen und  optischen  Symmetrieachsen  im  Kristall  in  der  Weise  be- 
bestimmen^  daß  man  an  einer  zur  1.  Mittellinie  annähernd  senkrechten 
Platte  den  scheinbaren  Binormalenwinkel  und  nach  der  Methode  der 
Totalreflexion  (indem  man  die  Binormalenebene  als  EinfaUsebene  nimmt) 
den  mittleren  Brechungsindex^  und  außerdem  an  zwei  anderen  Platten  von 
bekannter  kristallographischer  Orientierung  die  Winkel  zwischen  den 
scheinbaren  Binormalen  und  der  Plattennormale  mißt  ^);  von  letzteren 
Winkeln  sind  nur  drei  notwendig;  da  insgesamt  vier  voneinander  un- 
abhängige Winkel  (also  drei  außer  dem  Binormalenwinkel)  zur  Fest- 
legung der  Binormalen  gegen  ein  im  Kristall  festes  Achsensystem 
genügen. 


Zehntes  Kapitel. 

Eigenschaften  von flbereinanderliegenden  Platten  nndLamellensystemen. 

!•  Zwei  Buperponierte  Platten  im  parallelen  polarisierten  Lioht. 

Die  Schwingungsrichtungen  des  Polarisators  (P)  und  Analysators  (A) 
mögen   die  Winkel  a,  ß,   diejenigen   der  lang- 
sameren Welle  in  den  beiden  Platten  (5,,  S^) 
die    Winkel    r^^,  rj^    mit    irgend    einer    festen 
Richtung    OX'   bilden    (vergl.   Fig.  106);    die 
Phasenverzögerung,  welche  die  erste  bezw.  zweite 
Platte   erzeugt,    sei   A^  bez.  Aj.     Dann   liefert 
eine  einfallende  Schwingung  Ä  sin  r  beim  Aus- 
tritt aus  der  Platte  (1)  die  beiden  Komponenten 
«1  =  Ä  cos  (a  —  r/i)  sin  (t  —  A^)        parallel  S^, 
%\  =  ^  sin  («  —  Tji)  sin  r        parallel  S^    (_L  S^. 
Beim  Eintritt  in  die  zweite  Platte  werden  die- 
selben  nach    den   Richtungen   Sg  und  S^  zerlegt;    die    Schwingungs- 
komponenten nach  diesen  Richtungen  erhalten  in  der  Platte  (2)   die 
Phasendifferenz  A,  und  sind  folglich  beim  Austritt  aus  derselben: 
\\  S^  :u^  =  Ä  [cos  (a  —  rj^)  cos  (i]^  —  rj^)  sin  (r  —  A^  —  Ag) 

+  sin  (a  —  iji )  sin  {tj^  —  v/^)  sin  (r  —  Aj)], 
i  '^V :  ^'2  ==  ^  [~~  ^^s  (^  "^  Vi)  sin  (jii  —  rj^)  sin  (r  —  A^) 

+  sin  (a  —  rj^)  cos  (rj^  —  rj^)  sin  r]. 

1)  H.  Dufet,  Joam.  de  phys.  (2)  10  (1890),  p.  171;    Bull.  soc.  fran9.   de 
min.   13  (1890),  p.  341. 


lu^^y- 


*S^    ^  tv^  • 


Flg.  106. 
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Die  Intensität  der  nach  dem  Durchgang  durch  den  Analysator 
resultierenden  Schwingung 

u^  cos  {ß  —  rj^)  +  Vjj  sin  {ß  —  rj^) 
ist,  wenn  man  vorstehenden  Ausdruck  auf  die  Form 

Ä  (c  cos  r  +  s  sin  r) 
bringt,  nach  Formel  (13*)  der  Einleitung  gegeben  durch 

Man  findet  nun  nach  dem  Vorhergehenden 

—  c = [cos  (« — i^i)  cos  (i^j  —  jy, )  sin  (Ai  +  Aj)  +  sin  (a — i/i )  sin  (t^j -- i^i)  sin  A,l  cos  (^^  -  ij  ■ 

+  cos  (öf  —  rii)  sin  (rj^  —  %)  sin  Ai  sin  {ß  —  rj^), 
s  =  [cos  (a— i^i)  cos('j;2~~''?i)  co8(Ai+A2)  +  8in(a— iyi)sin(i;2— r/i)co8A2]cos(^-i;j' 
+  [cos  (a  — i^i)  sin  (i^i — i^j)  cos  Ai  +  sin  (a — i^i)  cos  (i^j — i^i)]  sin  (/3 — i^j) , 
und  nach  einfachen  Umformungen*): 

(1)  -^^  =  c«  +  s»  =  cos*  (^  _  a)  _  sin  2(a  ~  7^,)  sin  2(j3  -  i?J  sin«  ^ 

—  sin  2  (a—  ly^)  sin  2  (ß—rj^)  sin*  -^ 

—  2sin2(a— »yi)8in2(/3— 7^2)^^^  2' sin  ^M cos -^^ cos  g*  — sin -^^  sin ^ cos 2(7^2 -r„))- 

oder 

(10  j^^eoH^{ß—a)—s\n2(a—rji)eoB2(ß—ri^)B\n2{rf^-r]^)Hiir  ^ 

+  cos  2  (a — i^i)  sin  2  (/3 — ijg)  sin  2  (i?2  -  ^1)  sin*  Y 

— sin  2  («— -»yi)  sin  2  (/3  —  i^g)  cos*  (tJj  ~"  ^1)  ^i^^  ~2~ 

+  sin  2(a— TyJ  sin  2  (/3  — 1^2)  sin*  (^a  —  '^1)  sin*^  ^    * 

Speziell  für  gekreuzte  Polarisaioren  (/^  ~~  «  =  o  )  ^^^^  '^^^  ^'^^* 

(1 »)         ^0  -*  (sin  2  (a  —  i^J  sin  y)   +  (sin  2  fa-  —  j]^)  sin  ,^*) 

+  2  sin  2  (a  —  i^J  sin  2(a  — 1^2)  sin  -  *  sin  ^  cos  A', 

wo  A'  eine  neue  Bezeichnung  für  einen  Winkel  ist,  der  sich  geo- 
metrisch bestimmt  als  dritte  Seite  eines  sphärischen  Dreiecks,  dessen 
beide  andere  Seiten  durch  ^\  und  ^Aj  gegeben  sind  und  den  Winkel 
n  —  2  {%—■  ri^)y  d.  i.  das  Doppelte  des  Winkels  zwischen  S^'  und  S^, 
einschließen.  Eine  andere,  aus  (1')  hervorgehende  Form  des  vorstehen- 
den Ausdruckes  ist: 


1)  Fresnel,  Ann.  chim.  phys.  (2)  17  (1821),  p.  167. 


(1") 
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'  ^  =«  sin  2  (a  —  rj^)  cos  2  (a  —  rj^)  sin  2  (rj^  —  rjj)  sin*  ~^~ 

—  cos  2  (a  —  rji)  sin  2  (a  —  i^g)  ^i^  2  (ly^  —  i?,)  sin*  -^ 
+  sin  2  («  —  7}^)  sin  2  (a  —  //g)  cos*  (i^g  —  i^J  sin*  —^ — - 

—  sin  2  («  —  7]^)  sin  2  (a  —  ly^)  sin*  (rj^  —  rj^)  sin*  -^ — -  • 

Der  Ausdruck  (1*)  hat  die  Form  a*  +  6*  +  2a6  cos  A',  welche 
zeigt,  daß  J  nur  verschwinden  kann,  wenn  gleichzeitig  a  ==  6  und 
cos  A'  =  —  1  oder  a  =  —  6  und  cos  A'  =  +  1  oder  drittens  a  =  6  =  0  ist. 

Diese  Bedingungen  sind  bei  beliebig  gegebenen  Werten  von  A^, 
Aj  und  1^2  —  rji  durch  Veränderung  von  «  allein  nicht  erfüllbar,  was 
besagt,  daß  eine  beliebige  Kombination  zweier  übereinanderliegender 
doppeltbrechender  Platten  beim  Drehen  zwischen  gekreuzten  Polari- 
satoren im  homogenen  Licht  in  keiner  Lage  ganz  dunkd  wird. 
Wenn  die  Schwingungsrichtungen  beider  Platten  nicht  zusammenfallen, 
also  7} 2  —  %  weder  =  0  oder  7t  noch  ±j3C  ist,  so  kann  Auslöschung 
überhaupt  nur  dann  eintreten,  wenn  der  Gangunterschied  in  jeder 
Platte  ein  Vielfaches  von  X  ist  (was  a  =  fc  =  0  zur  Folge  hat);  in 
diesem  ganz  speziellen  FaUe  wirken  die  Platten  überhaupt  nicht  auf 
das  polarisierte  Licht  ein,  d.  h.  lassen  die  einfallende  Schwingung  un- 
verändert wieder  austreten.  Li  jedem  anderen  Falle  müssen,  damit 
Auslöschung  eintreten  kann,  die  korrespondierenden  Schwingungs- 
richtungen parallel  oder  senkrecht  zueinander  (rJ2  —  7j^='0  oder  =j7c) 
sein,  und  muß  eine  von  ihnen  mit  derjenigen  eines  der  Polarisatoren 
zusammenfallen. 

Im  Falle  rj^  —  Tj^^O  oder  =';r  bleibt  im  Ausdrucke  (l')  für  eT'nur 

das   Glied  mit  sin*  -^  "^    * ,   im  FaUe  %  —  ^i  =  ±  —  nur   dasjenige 
mit  sin*  -  — _—  *  übrig,  d.  h.  im  ersten  Falle  addieren  sich,  im  zweiten 

subtrahieren  sich  die  Gangunterschiede  beider  Platten,  was  ja  auch 
ohne  Rechnung  einleuchtet.  Die  hierauf  beruhenden  Anwendungen 
der  Superposition  einer  Platte  von  bekanntem  Gangunterschied  zur 
Bestimmung  des  Vorzeichens  der  Doppelbrechung  und  zur  Messung 
ihrer  Stärke  haben  wir  schon  im  Kap.  VIII,  §  3  u.  4  kennen  gelernt. 
Aus  dem  allgemeinen  Ausdruck  (1)  können  wir  noch  die  be- 
merkenswerte Folgerung  ziehen,  daß  er  bei  einer  Vertauschung  von 
i;j  mit  7J2  und  A^  mit  A2  nickt  ungeändert  bleibt^  was  bedeutet,  daß 
es  für  die  resultierende  Intensität  nicht  gleichgültig  ist,  ob  die  eine  oder 
die  andere  FlaMe  zuerst  (d.  h.  dem  Polarisator  zugewandt)  in  den  Gang 
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/  der  Lichtstrahlen  eingeschaltet  wird.  Nur  bei  gekreuzten  oder  parallelen 
Polarisatoren  verschwindet  der  Einfluß  der  Reihenfolge  der  Platten. 
Bei  Umkehrung  der  Strahlenrichtung,  welcher  gleichzeitige  Ver- 
tauschung von  7}^  mit  tj^,  A^  mit  A^  und  a  mit  ß  entspricht,  bleibt 
aber  die  Intensität  immer  ungeändert,  wie  es  nach  einem  allgemeinen 
Satze  der  Optik  sein  muß. 

Zur  Veranschaulichung  des  vorstehenden  Resultates  über  den  Ein- 
fluß der  Reihenfolge  der  superpouierten  Platten  eignet  sich  besonders 
die  in  §  7  der  Einleitung  erörterte  Poincaresche  geometrische  Dar- 
stellung der  Veränderung  einer  Lichtschwingung  beim  Durchgang  durch 
eine  doppeltbrechende  Platte.  In  derselben  entspricht  derjenigen  Ver- 
änderung einer  beliebigen  (elliptischen)  Schwingung,  welche  durch 
eine  Phasenverzögerung  A^  ihrer  Komponenten  nach  irgend  zwei  zu- 
einander senkrechten  Richtungen,  also  auch  beim  Durchgang  durch 
eine  beliebige  Platte  eines  (nichtdrehenden)  Kristalls  entsteht,  eine 
Drehung  A^  der  Projektiqnskugel  um  einen  bestimmten  Äquatorial- 
durchmesser Dj,  welcher  die  beiden  zueinander  senkrechten  Schwin- 
gungsrichtungen der  KristaUplatte  repräsentiert.  Ebenso  entspricht 
dem  Durchgang  durch  die  zweite  Platte  eine  Drehung  A^  um  einen 
anderen  Durchmesser  Dj,  welcher  mit  D^  den  Winkel  ^{Vi'^Vi) 
einschließt.  Die  einfallende  lineare  Schwingung  wird  durch  einen 
Punkt  P  des  Äquators  repräsentiert,  die  aus  der  Plattenkombination 
austretende  elliptische  Schwingung  durch  denjenigen  Punkt  der  Kugel, 
in  welchen  P  durch  die  beiden  Drehungen  gelangt.     Dieser  ist  nun 

Q  offenbar  ein  anderer,  wenn  erst  die 
Drehung  A^  um  D^,  dann  die  Drehung 
Ag  um  Dj  ausgeführt  wird,  als  bei  um- 
gekehrter Reihenfolge  (siehe  Fig.  107, 
wo  Pj  die  Endlage  im  ersten,  P^'  die- 
A  jenige  im  zweiten  Falle  darstellt;  die 
Drehungen  A^  und  Aj,  sind  dort  von 
entgegengesetztem  Vorzeichen  angenom- 
men). Aus  dieser  Konstruktion  ist  anch 
ersichtlich,  daß  der  Einfluß  der  Reihen- 
^**  ^^^'  folge   der    Platten   auf   die   austretende 

Schwingung  relativ  um  so  geringer  wird,  je  kleiner  die  Verzögerungen 
Aj,  A^  sind. 

Da  die  aufeinanderfolgenden  Drehungen  um  zwei  Achsen  2)^,  D, 
ersetzbar  sind  durch  eine  einzige  Drehung  um  eine  dritte,  nicht  in 
der  Äquatorebene  liegende  Achse,  und  da  diejenigen  Punkte  der  Kugel- 
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fläche,  welche  bei  deren  Drehung  nnverrückt  bleiben  —  also  die  End- 
punkte der  Drehungsachse  — ,  den  beim  Durchgang  durch  die  Kristall- 
platte  bezw.  Plattenkombination  unverändert  bleibenden  Schwingungen 
entsprechen,  so  folgt  unter  Rücksicht  auf  das  in  der  Einleitung  S.  13 
Gesagte  aus  der  obigen  Betrachtung,  daß  die  Kombination  zweier 
doppeltbrechender  Kristallplatten  mit  nicht  Tcoinzidierenden  Schwingungs- 
richtungen  äquivalent  ist  einer  elliptisch  polarisierenden  Platte^  d.  h.  einer 
solchen,  in  welcher  sich  zwei  bestimmte  einander  ähnliche  elliptische 
Schwingungen  entgegengesetzten  Rotationssinnes  mit  gekreuzt  liegen- 
den großen  Achsen  unverändert  fortpflanzen.  Andererseits  kann  man 
die  betrachtete  Plattenkombination  auch  ersetzen  durch  eine  solche 
aus  einer  gewöhnlichen  doppeltbrechenden  und  einer  zirkularpolari- 
sierenden  (d.  h.  einfach  die  Polarisationsebene  drehenden)  Platte,  da 
man  die  Drehung  der  Kugel  um  eine  beliebige  Achse  stets  zerlegen 
kann  in  eine  Drehung  um  einen  Äquatorial-  und  eine  zweite  um  den 
Polardurchmesser. 

2.  Kombination  sweier  Platten  in  ZwiUingsstellnng  im  kon- 
vergenten läoht.  Die  Formeln  (1)  bilden  auch  die  Grundlage  zur 
Erklärung  der  Erscheinungen,  welche  zwei  superponierte  Kristallplatten 
im  konvergenten  polarisierten  Lichte  darbieten;  man  muß  dann  nur 
noch  gemäß  den  im  vorigen  Kapitel  gegebenen  Regeln  die  der  Natur 
und  Orientierung  der  beiden  Platten  entsprechende  Abhängigkeit  der 
Gain gunterschiede  A^  und  A^  sowie  der  Schwingungsrichtungen  rj^, 
und  rj2  vom  Orte  im  Gesichtsfelde  des  Polarisationsapparates  einführen. ' 

Allgemein  läßt  sich  aus  der  obigen  Bemerkung,  daß  für  das  Ver- 
schwinden von  J  zwei  Bedingungsgleichungen  zugleich  erfüllt  sein 
müssen,  die  Folgerung  ziehen,  daß  eine  Kombination  zweier  Platten^ 
von  speziellen  Fällen  abgesehen,  zwischen  gekreuzten  Polarisatoren 
im  homogenen  Licht  Tceine  ganz  dunMen  Kurven^  sondern  nur  ein 
System  dunkler  Punkte  zeigen  kann^). 

Von  Interesse  ist  wegen  seines  Vorkommens  an  natürlichen 
Kristallen  der  besondere  Fall,  daß  die  beiden  superponierten  Platten 
sich  in  Zwillingsstellung  zueinander  befinden,  also  die  optischen  Sym- 
metrieachsen der  einen  zu  denen  der  anderen  spiegelbildlich  in  bezug 
auf  die  gemeinsame  Grenzfläche  der  Platten  liegen. 

Die  Erscheinungen,  welche  eine  aus  zwei  gleich  dicken  Platten 


r  / 


1)  Die  Erscheinungen  für  den  allgemeinsten  Fall  zweier  superponierter 
optisch  einachsiger  Kristallplatten  hat  Chr.  Langberg  [Pogg.  Ann.  Erg.-Bd.  1 
(1842),  p.  629]  berechnet. 
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bestehende  Zwillingsplatte  zeigen  würde,  lassen  sich  übrigens  auch  an 
einer  Platte  beobachten,  indem  man  dieselbe  auf  den  horizontalen 
Spiegel  eines  gewöhnlichen  Nörrembergschen  Polarisationsapparates 
legt  und,  um  das  sie  durchsetzende  Licht  kon- 
vergent zu  machen,  oberhalb  der  Platte  eine 
passende  Sammellinse  im  Abstände  ihrer  Brenn- 
weite anbringt  (wie  in  Fig.  108  angedeutet  ist). 
In  der  Tat  durchläuft  dann  der  reflektierte 
Strahl  DE  die  Platte  K  in  derselben  Orientie- 
rung gegen  ihre  Symmetrieachsen  (z.  B.  DZ), 
wie  der  einfallende  Strahl  CD  eine  in  bezug 
auf  die  Spiegelebene  zur  gegebenen  Platte  in 
ZwiUingsstellung  befindliche  mit  der  Symmetrie- 
achse DZ'  durchsetzen  würde.  Man  kann  diese 
Anordnung  z.  B.  benutzen,  um  zu  prüfen,  ob 
eine  Platte  eines  einachsigen  Kristalls  genau 
senkrecht  zur  optischen  Achse  geschliflTen  ist, 
da  nur  in  diesem  Falle  das  einfache  Interferenz- 
bild der  zur  optischen  Achse  senkrechten  Platte 
ungestört  bestehen  bleibt. 

Näher  untersucht  sind  bisher  nur  die  Erscheinungen  an  Zwillings- 
platten optisch  einachsiger  Kristalle^).     Eine  solche  besteht  aus  zwei 

superponierten  Platten,  die  den  Hauptschnitt 
gemein  haben,  und  deren  optische  Achsen 
Ä^y  Ä^  gegen  die  Plattennormale  Z  um  den 
gleichen  Winkel O",  aber  nach  entgegengesetzten 
Seiten  geneigt  sind  (siehe  Fig.  109).  Die 
SchwingungsrichtuDgen  für  eine  beliebige 
Wellennormalenrichtung  Q,  deren  Brechung 
beim  Übergang  von  der  einen  Platte  in  die 
andere  bei  Beschränkung  auf  schwach  kon- 
vergentes Licht  vernachlässigt  werden  kann, 
sind  durch  die  Ebenen  QAy^  bezw.  QA^  und 


Fig.  108. 


Fig.  109. 


1)  Chr.  Langberg,  Pogg.  Ann.  Erg.-Bd.  1  (1842),  p.  529;  0.  Ohm,  Abh.  d. 
Bayr.  Ak.  München  7  (1853),  p.  43  u.  265;  Pogg.  Ann.  90  (1853),  p.  327;  Yan  der 
Willigen,  Arch.  mus^e  Teyler  3  (1873),  p.  241;  Pogg.  Ann.  Jubelbd.  1874, 
p.  491;  A.  Bertin,  Ann.  chim.  phys.  (6)  2  (1884),  p.  485;  F.  Pockels,  Göttinger 
Nachr.  1890,  p.  259.  Photographische  Abbildungen  der  typischen  Erscheinungen 
\  sind  zuerst  in  Liebischs  Physikal.  Kristallographie,  sodann  in  dem  Tafel  werk 
I  von  Hauswaldt  veröffentlicht;  einige  der  letzteren  sind  auf  Tafel  11  und  III 
reproduziert. 
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die  zu  ihnen  senkrechten  gegeben;  der  Winkel  A^QA^  ist  also  gleich 

%  -  ^1- 

Ist  der  Neigungswinkel  ^  beträchtlich  gegen  die  in  Betracht 
kommenden  Neigungen  von  Q  gegen  Z',  so  fallen  die  korrespondieren- 
den Schwingungsrichtungen  beider  Platten  merklich  zusammen,  es  ist 
also  1^2  —  rji  fast  =  ^,  und  die  Intensität  bei  gekreuzten  Polarisatoren 
zufolge  (1'")  durch  das  eine  Glied 

JoSin«2(a-i2i)8iii»^4— 
gegeben,  worin  für  a  —  %  der  Winkel  zwischen  der  Schwingungsebene 
des  Polarisators  und  dem  Hauptschnitt  gesetzt  werden  kann.  Ist 
dieser  Winkel  von  0  oder  90®  (was  vollständige  Auslöschung  zur  Folge 
hätte)  verschieden,  am  besten  =  ±  45®,  so  tritt  demnach  das  durch 
Ai  +  A,  =  Const.  gegebene  Kurvensystem  hervor,  und  zwar  herrscht 
Dunkelheit  auf  den  Kurven,  wo  Ai+A2=«(2A  +  1)ä,  maximale  Hellig- 
keit auf  denen,  wo  A^  -f  A,  «  2ää  ist.  Diese  Kurven,  auf  denen  die 
Summe  der  Gangii/rUerschiede  konstant  ist,  sind  Kegelschnitte  derselben 
Art,  wie  die  Kurven  gleichen  Gangunterschiedes  der  einfachen  Platte, 
von  denen  sie  sich  nur  durch  die  Lage  ihres  Mittelpunktes  und  die 
absoluten  Dimensionen  unterscheiden.  Ihre  Gleichung,  bezogen  auf 
ein  Achsensystem,  dessen  X'- Achse  im  Hauptschnitt  (gegen  A^  hin 
gerichtet)  und  dessen  Nullpunkt  im  Mittelpunkt  des  Gesichtsfeldes 
(der  Spur  der  Plattennormale)  liegt,  lautet  in  derselben  Annäherung, 
in  welcher  wir  sie  für  einfache  Platten  in  §  5  des  vorigen  Kapitels 
entwickelt  haben, 

(2)  ^'«(cos«^-y8in«^)-f/«(cos«^-h^sin2^)-ic'J^sin2d=Const., 

wo  rfj,  dg  die  Dicken  der  Platten  bezeichnen.  Speziell  für  gleich  dicke 
Flotten  erhält  man  konzentrische  KegdschniMe^  deren  MiUdpunkt  mit 
demjenigen  des  Gesichtsfeldes  zusammenfallt,  und  zwar  Ellipsen^  wenn 
-^  <  54^44'  (Taf.  H,  Fig.  3,  4;  Taf.  Ell,  Fig.  1,  2),  Hyperbdn,  wenn 
Ö'>54<>44'  ist  (Taf.m,  Fig.  4);  den  ÜbergangsfaU  für  -9- «54^44' 
bilden  hier  (statt  der  Pa/rabdn  bei  der  einfachen  Platte)  zum  Scmpt-^ 
schnitt  pa/rdOde  Gerade  (Taf.  HI,  Fig.  3).  Die  Kurven  \  +  L^^{2h  +  l)% 
erscheinen  indessen  nur  in  einem  relativ  schmalen,  dem  Hauptschnitt 
parallelen  Streifen  durch  die  Mitte  des  Gesichtsfeldes  (aa  in  der  sehe- 
matischen  Fig.  110,  S.274)  kontinuierlich  dunkel,  zu  beiden  Seiten  des- 
selben (bei  6,  e)  aber  in  sehr  auffälliger  Weise  unterhrodien,  gleichsam 
punktiert  oder  gestrichelt.  (Siehe  z.  B.  Taf.  II,  Fig.  4  und  Taf.  HI, 
Fig.  2  und  4.)    'Diese  charakteristische  Erscheinung  findet  ihre  voU- 

P  o  e  k  e  1  g ,  Krittalloptik.  18 
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Fig.  110. 


ständige  Erklärung   in   dem   Einfluß   der   anderen   Glieder   des   Aus- 
druckes (1'*),   welcher  zur  Geltung  kommt,  sobald  rj^  —  %   merklich 

von  n  abweicht.^) 

Ist  der  Winkel  d'  klein,  so 
ist  die  Veränderlichkeit  der 
Schwingungsrichtungen  inner- 
halb des  Gesichtsfeldes  beträcht- 
lich, und  es  wird  auch  solche 
Gebiete  (streng  genommen 
freilich  nur  Linien)  geben,  wo 
eines  der  beiden  ersten  Glie- 
der des  Ausdruckes  (!'*)  oder 
das  letzte  allein  übrig  bleibt 
bezw.  überwiegt.  Das  erste,  mit 
sin*  |Ai  proportionale  Glied 
ist  das  einzige  von  Null  verschiedene  da,  wo  rj^^^cc  oder  a±9Q^  ist, 
d.  h.  auf  den  Hauptisogyren  der  Platte  2  (b^  in  Fig.  110,  die  sich  auf  den 
Fall  bezieht,  daß  die  Nikolhauptschnitte  unter  ±45®  gegen  die  Ebene 
Ä^A^  geneigt  sind);  auf  diesen  Hauptisogyren  erscheint  also  das  Syäern 
der  Kurven  gleichen  Gangunterschiedes  der  Flotte  1,  (Vergl.  Taf.  11,  Fig.  4.) 
Ebenso  ist  natürlich  auf  den  Hauptisogyren  der  Platte  1  (b^  in  Fig.  110) 
und  in  deren  nächster  Nachbarschaft  das  System  der  Kurven  gleichen 
Gangunterschiedes  der  Platte  2  sichtbar.  Die  Umgebung  der  Stellen 
c,  c,  wo  sich  die  der  ersten  und  zweiten  Platte  angehörenden  Haupt- 
isogyren schneiden,  erscheint  jedoch  ganjs  dunkel,  da,  wenn  ^i  =  a(±90®) 
und  zugleich  rj^'^  a{-±  90®)  ist,  die  Faktoren  aller  vier  Glieder  von 
(1'*)  verschwinden.  Endlich  ist  in  denjenigen  Gebieten  (d)  des  Ge- 
sichtsfeldes, wo  1^2  —  Tj^  nahezu  =»  ±  90®  ist  —  was  bei  sehr  kleinem 
Neigungswinkel  d^  auf  dem  durch  die  Achsenspuren  gehenden,  mit  dem 
Gesichtsfeld  konzentrischen  Kreise  der  Fall  ist  — ,  das  letzte  Glied 
allein  maßgebend;  hier  treten  also  diejenigen  Kurven  hervor,  auf 
denen  die  Differenz  der  Gangunterschiede  A^  und  Ag  konstant  ist  Die 
Gleichung  dieser  Kurven  in  bezug  auf  das  oben  definierte  rechtwinklige 
Koordinatensystem  ist: 

(3)  x\cos'»-~9m^^)+u\cos^^+lsm^^)-x^^sm2^=^^^ 

sie  sind  also  ebenfalls  Kegelschnitte  der  gleichen  Art,  wie  die  Kurven 
gleichen  Gangunterschiedes  der  einzelnen  Platten,  aber  ihr  Miädpunki 

1)  Vergl.  die  oben  zitierte  Abhandlung  von  Pockels,  ebenso  wegen  der 
übrigen  Einzelheiten  des  Interferenzbildes. 
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rückt  fiii/r  gleiche  PlattendicJcen  ins  ünendliehe,  d.  h,  die  sicktha/ren  Teile 
der  Kmven  wehrden  dann  jsufn  Hauptschnitt  senkrechte  gerade  Linien. 
Da  auf  einer  Ton  ihnen  (die  bei  genan  gleichen  Dicken  durch  den 
Mittelpunkt  des  Gesichtsfeldes  gehen  würde)  der  Gangunterschied 
Null  ist,  so  sind  sie  auch  im  weißen  Licht  als  ein  System  farbiger 
Streifen  sichtbar,  die  zu  beiden  Seiten  eines  farblosen,  bei  gekreuzten 
Nikols  schwarzen  Streifens  liegen;  sie  sind  zuerst  Yon  Ohm  beobachtet, 
aber  erst  von  Van  der  Willigen  (für  einen  speziellen  Fall)  erklärt 
worden.  Am  besten  sind  sie  bei  der  Normalstellung  der  Zwillings- 
platte in  denjenigen  Partien  des  Gesichtsfeldes  zu  sehen,  welche  bei 
der  Diagonalstellung  von  den  oben  erwähnten  dunklen  Flecken  ein- 
genonmien  werden.     (Vergl.  Tat  II,  Fig.  3.) 

3.  Gekreuzte  Flatteii  einachsiger  Kristalle.  Ebensolche  merk- 
lich geradlinige^  im  homogenen  Lichte  äquidistante,  und  auch  im 
weißen  Lichte  sichtbare  Interferenzstreifen,  wie  die  soeben  erwähnten, 
erhält  jnan  auch  an  zwei  mit  rechtwinklig  gekreuzten  Hauptschnitten 
superponierten,  identischen,  unter  nicht  zu  kleinem  Neigungswinkel 
gegen  die  optische  Achse  geschnittenen  Platten,  einer  Kombination, 
wie  sie  im  Savartschen  Pola/riskop  oder  dem  Wildschen  Polaristl-obo- 
meter  benutzt  wird.  Auch  in  diesem  Falle  können  die  Schwingungs- 
richtungen für  beide  Platten  innerhalb  des  ganzen  Gesichtsfeldes  als 
zusammenfallend  betrachtet  werden,  aber  die  Schwingungsrichtung  der 
ordentlichen  WeUe  in  der  einen  Platte  koinzidiert  mit  derjenigen  der 
außerordentlichen  in  der  anderen,  und  die  Gangunterschiede  subtrahieren 
sich  daher.  Berücksichtigt  man  nun,  daß  eine  Wellennormale  Q, 
deren  Azimut  gegen  den  Hauptschnitt  der  ersten  Platte  g  ist,  in  bezug 
auf  denjenigen  der  zweiten  Platte  das  Azimut  i-\-9(fi  besitzt,  während  r 
für  beide  Platten  denselben  Wert  hat,  so  ergibt  sich  aus  dem  Aus- 
drucke (6)  in  Kap.  IX,  §  5  für  den  Gangunterschied  die  Formel 
(4)  r  =  kd{&in^  d"  sin*  r (sin*  g  —  cos*  J;)  —  sin  2d-  sin  r (cos  g  —  sin  g) ) . 
Wenn  man  also  wie  früher  einen  Punkt  der  Austrittsebene  (oder  der 
Brennebene,  in  welcher  das  Interferenzbild  entsteht)  durch  rechtwink- 
lige Koordinaten  x\  y  bestimmt,  die  mit  sin  r  cos  t,  und  sin  r  sin  {; 
proportional  gesetzt  werden  können,  so  lautet  die  Gleichung  der  Kurven 
gleichen  Gangunterschiedes: 
(4»)  {yf^  _  y^») sin*  ^-\-(x  —  y)  sin  2^  «  Const. 

Dieselben  sind  also  gleichseitige  Hyperbeln,  deren  Asymptoten 
parallel  den  Halbierungslinien  der  Winkel  zwischen  den  beiden  Haupt- 
schnitten sind,  und  deren  Mittelpunkt  M  exzentrisch  zum  Gesichts- 

18* 
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Fig.  111. 


felde  auf  der  Halbierungslinie  desjenigen  Winkels  liegt^  den  die  Pro- 
jektionen der  den  einfallenden  Strahlen  entgegengerichteten  Seiten  der 
optischen  Achsen  (die  —  X'-  und  —  F'- Achse  in  Fig.  111)  einschließen. 

Die  Exzentrizität  bestimmt  sich 
durch  —  cotg  d"  und  ist,  wenn  -9" 
nicht  nahe  =  90®  ist,  so  groß, 
daß  die  innerhalb  des  auf  schwach 
konvergentes  Licht  beschränkten 
Gesichtsfeldes  sichtbaren  Teile  der 
Kurven  von  äquidistanten,  zur 
Asymptote  y  =  x'  parallelen  Ge- 
raden nicht  merklich  verschieden 
sind.  Auf  dieser  Asymptote  selbst 
ist  der  Gangunterschied  Null,  sie 
erscheint  also  bei  gekreuzten 
Polarisatoren  schwarz,  auch  im 
tveißen  Licht.  Im  Falle  ^  =  90<^ 
werden  die  gleichseitigen  Hyperbeln  zum  Gesichtsfelde  zentrisch,  und 
es  gilt  dann  von  beiden  Asymptoten  das  eben  Gesagte. 

Für  Platten  stark  doppeltbrechender  Kristalle  führt  die  strengere 
Berechnung  des  Gangunterschiedes,  wie  wir  sie  für  eine  einzelne,  zur 
optischen  Achse  parallele  Platte  in  Kap.  IX,  §  5,  S.  242  durchgeführt 
haben,  im  allgemeinen  auch  hier  zu  etwas  abweichenden  Kurvenformen, 
die  sich  jedoch  für  den  bloßen  Augenschein  von  den  im  Vorhergehenden 
abgeleiteten  kaum  unterscheiden  würden.  Es  ist  aber  bemerkenswert, 
daß  das  zuletzt  gefundene  Resultat,  wonach  zwei  gekreuzt  überein- 
andergelegte  identische,  zur  optischen  Achse  parallele  Platten  als 
Kurven  gleichen  Gangunterschiedes  zentrische  gleichseitige  Hyperbeln 
geben,  auch  streng  gültig  bleibt,  während  die  Hyperbeln  einer  einzelnen 
solchen  Platte  nach  der  strengen  Berechnung  einen  von  90®  etwas 
verschiedenen,  vom  Verhältnis  der  Hauptbrechimgsindizes  abhängigen 
Asymptotenwinkel  besitzen  (siehe  S.  243).  Die  Gestalt  der  Kurven 
gleichen  Gangunterschiedes,  welche  man  erhält,  wenn  die  gekreuzt 
superponierten  Platten  zwei  verschiedenen  Kristallen  angehören,  hängt 
jedoch  von  deren  Hauptbrechungsindizes  ab,  und  die  Kurven  können, 
wenn  die  beiden  Kristalle  entgegengesetztes  Vorzeichen  der  Doppel- 
brechung besitzen,  für  in  einem  gewissen  Intrcrvall  liegende  Dicken- 
verhältnisse der  beiden  Platten  Ellipsen  werden^). 

1)  Näheres  über  Kombinationen  verschiedenartiger  Eristallplatten  findet  man 
in  Mascarts  Trait^  d'Optiqne  II,  Chap.  X. 
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4.  Methoden  aur  Erkennung  desOharakteTs  der  Doppelbrechung 
im  konvergenten  Lieht.  Eine  praktisch  wichtige  Anwendung  findet 
die  in  §  1  durchgeführte  Berechnung  der  Intensität  für  zwei  super- 
ponierte  Platten  auf  die  Kombination  einer  zur  optischen  Achse  senk- 
rechten Platte  eines  einachsigen  Kristalls  mit  einem  Glimmerblättchen^ 
welches  in  dem  angewandten  homogenen  Lichte  einen  Oangonterschied 

von  — r~^  erzeugt  und  zwischen  der  einachsigen  Platte  und   dem 

Polarisator  (oder  Analysator)  so  eingeschaltet  wird,  daß  dessen 
Schwingungsrichtung  mit  denen  des  Blättchens  Winkel  von  45®  bildet. 
Wir  wollen  noch  spezieller  voraussetzen^  das  Blättchen  (1)  erzeuge  einen 
Gangunterschied  von  jk  (wir  bezeichnen  es  dann  kurz  als  ~A-Blätir 
chen)  und  liege  zwischen  dem  Polarisator  P  und  der  einachsigen 
Platte  (2)  in  solcher  Orientierung,  daß  die  Schwingungsrichtung  S^ 
der  langsameren  Welle  im  Blättchen  gegen  die  von  P  um  +  45® 
gedreht  ist;  ferner  seien  die  Polarisatoren  gekreuzt.  Es  sollen  alle  Winkel 
von  der  Halbierungslinie  des  Winkels  (P-4),  d.  i.  der  Richtung  S^, 
an  gerechnet  werden;  letztere  ist  in  einem  Muscovitspaltungsblättchen 
als  die  Spur  der  Binormalenebene  leicht  kenntlich. 

Dann  ist  in  den  Bezeichnungen  von  §  1  zu  setzen: 

wobei  letzterer  Wert  wegen  der  geringen  Dicke  des  Blättchens  auch 
im  hmvergenten  Licht  als  für  das  ganze  Gesichtsfeld  gültig  angesehen 
werden  kann.  Dagegen  variieren  rj  und  Ag  mit  dem  Orte  im  Gesichts- 
felde und  zwar  derart,  daß  bei  einem  posüivm  Kristall  i^^  ==  17  und 
A,  =  +  x'sin*r,  bei  einem  negativen  %  =  i?  +  jä  und  A^^  +  x^sin^r 
oder  rj^  =  r^  und  A,  =  —  x*  sin*  r  zu  setzen  ist,  wo  rj  den  Winkel  des 
Radiusvektors  gegen  Si ,  und  x*  einen  (aus  den  Formeln  (4),  Kap.  IX,  zu 
entnehmenden)  positiven,  für  die  betrefiPende  Platte  konstanten  Faktor 
bedeutet.  Wir  wollen  in  beiden  Fällen  ^2  =  1?  setzen  und  die  ent- 
sprechend dem  Vorzeichen  der  Doppelbrechung  positiv  oder  negativ 
zu  rechnende  Phasenverzögerung  A,  einfach  mit  A  bezeichnen.  Dann 
ergibt  die  Einsetzung  der  oben  angegebenen  Werte  in  die  Formel  (1)= 
(5)  J^=|J.2(l  +  cos2iysinA), 

während  ohne  Einschaltung  des  ^A- Blättchens  gelten  würde 

J  =  A^  cos*  2ri  sin*  y  • 

Die  Formel  (5)  läßt  erkennen,  daß  sich  im  Literferenzbild  die  ab- 
wechselnden Quadranten  unterscheiden  (da  cos  2 17  in  der  ersten  Potenz 
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auftritt),  und  ?^WQr  in  eutgegejjges^tztem  Sinne  bei  positiven,  wie  bei 
negativen  Kristallen,  da  das  zweite  Glied  auch  mit  A  sein  Vorzeichen 
wechselt.     Es  existieren  Jceine  ganz  dunklen  Kreise  mehr,  sondern  die 


A 


^Sj 


\*j° 


Fig.  112. 


Intensität  verschwindet  nur  einerseits  in 
den  Schnittpunkten  der  £reise,  auf  denen 
A  =*  (2h  —  j)7t  ist,  mit  der  Geraden  17  «  0 
(oder  ^)j  andererseits  in  denjenigen  der  Kreise 
A  =  (2Ä  H-  -\)7t  mit  der  Geraden  i?  =  ±  |  jt; 
dabei  ist  h  eine  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  oder  auch  Null. 

Da  im  Mittelpunkt  des  Gesichtsfeldes  stets 
A  =  0  ist,  so  liegen  hiemach  die  dem  Mittelpunkt  nächsten  ganz 
dunklen  Stellen  auf  dem  Kreise  ±  A  ^  \n  und  zwar  bei  negativem 
Charakter  der  Doppelbrechung  in  denjenigen  Quadranten,  welche  von  der 
Schivingungsrichtung  S^  des  \k- Blättchens  halbiert  werden,  bei  positivem 
in  den  beiden  anderen  Quadranten.  Hierdurch  ist  also  ein  bequemes 
Mittel  zur  Bestimmung  des  Charakters  der  Doppelbrechung  einachsiger 
Kristalle  gegeben^).  Der  Gesamteindruck  des  Interferenzbildes,  ver- 
glichen mit  demjenigen  ohne  jA-Blättchen,  ist  der,  als  ob  die  Ringe 
gleichen  Gangunterschiedes  in  dem  einen  Quadrantenpadr  (dem  zweiten 
und  vierten  bei  positiven  Kristallen)  erweitert^  in  dem  anderen  verengert 
wären.  (Vergl.  die  schematische  Fig.  113,  worin  die  Lage  der  Schwin- 
gungsrichtung Äj  des  |A -Blättchens  für  den  Fall  eines  positiven  oder 
negativen  Kristalls  durch  S^  +  bez.  S^  —  bezeichnet  ist,  sowie  die 
nach   einer  Photographie  von  Liebisch  reproduzierte  Fig.  114.)     Auf 
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K' 


Flg.  118. 


Fig.  114 


den    ohne    jA-Blättchen    bei    gekreuzten    Polarisatoren    ganz    dunkel 
erscheinenden    Hauptisogyren    (den    Geraden  parallel    zu   P   und  Ä) 


1)  Dasselbe  ist  zuerst  angegeben  von  H.  W.  Dove,  Pogg.  Ann.  40  (1837), 
p.  457,  482.     Vergl.  auch  A.  Bertin,  Ann.  ehim.  phys.  (4)  13  (1868),  p.  240. 
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nnd  Hauptkreisen  gleichen  Gangunterschiedes  (A » 2/^^)  herrscht 
jetzt  die  konstante  mittlere  Intensität  -|^  A^^  ebenso  auch  noch  auf  den 
zwischenliegenden  Kreisen,  wo  A  ==  {2h  +  1)ä  ist.  Diese  Linien  sind 
in  Fig.  113  gestrichelt  gezeichnet.  Übrigens  ist  noch  zu  bemerken, 
daß  die  ganze  Erscheinung  unverändert  bleibt,  wenn  man  bei  fest- 
stehendem Analysator  den  PolariscUor  mit  dem  -X-MäUchen  beliebig 
dreht.  In  der  Tat  ergibt  sich  derselbe  Ausdruck  (5)  für  J  auch  dann, 
wenn  man  a  und  ri^  um  irgend  einen  gemeinschaftlichen  Betrag  ver- 
ändert. Dieses  Verhalten  wird  aber  auch  ohne  weiteres  verständlich, 
wenn  man  erwägt,  daß  das  durch  den  Polarisator  einfallende  linear 
polarisierte  Licht  durch  das  |A- Blättchen  in  zirhula/r  pola/risiertes  ver- 
wandelt wird  (siehe  S.  215),  für  welches  natürlich  aUe  durch  seine 
Fortpfianzungsrichtung  bezw.  die  Plattennormale  gehenden  Ebenen 
gleichberechtigt  sind.  Analoges  "gilt,  wenn  das  -J^A- Blättchen  über  der 
zu  untersuchenden  KristaUplatte  mit  unter  45^  gegen  A  gedrehten 
Schwingungsrichtungen  eingeschaltet  wird*,  es  bildet  dann  zusammen 
mit  dem  Analysator-Nikol  einen  „zirkulären  Analysator''  (siehe  S.  228) 
und  dieser  kann  natürlich  gedreht  werden,  ohne  daß  sich  das  Inter- 
ferenzbild  irgendwie  ändert*). 

Die  im  vorstehenden  beschriebene  Methode  der  Kombination  mit 
einem  jA-Blättchen  oder,  wie  wir  auch  sagen  können,  der  Unter- 
mchting  im  zirhdarpolarisierten  Lichte  ist  auch  anwendbar,  um  an 
Platten  senkrecht  zur  ersten  Mittellinie  den  Charakter  der  Doppel- 
brechung optisch  zweiachsiger  Kristalle  zu  bestimmen.  Befindet  sich 
die  Platte  in  der  Normalstellung,  so  gilt  dieselbe,  sich  auf  die  Er- 
weiterung bezw.  Verengerung  der  Interferenzkurven  in  den  vier 
Quadranten  beziehende  Regel,  wie  für  optisch  einachsige  Platten^). 
Doch  ist  hier  bei  größerem  Binormalenwinkel  und  engen  Ringsystemen 
leichter  eine  Täuschung  bei  der  Beobachtung  möglich.  Man  wird 
dann  besser  ein  anderes  Kriterium  anwenden,  z.  B.  die  Erweiterung 
oder  Verengerung,  welche  die  Lemniskaten  in  der  Mitte  des  Gesichts- 
feldes beim  Darüberschieben  eines  Keiles  zeigen,  in  welchem  die 
Schwingungsrichtung  der  langsameren  Welle  der  Ebene  der  Binormalen 
parallel  ist;  bei  wachsender  Dicke  des  Keiles  werden  dann  die  Lemnis- 
katen nach  seitwärts  von  der  Binormalenebene  auseinanderweichen, 
wenn  der  Kristall  positiv  ist,  hingegen  nach  innen  rücken,  wenn  er 

1)  Näheres  über  die  Interferenzerscheinungen  im  zirkulär  und  elliptisch 
polarisierten  oder  analysierten  Licht  siehe  bei  Verdet  11,  Kap.  XXVI  und 
Mascart  II,  §§  429,  433—436,  450. 

2)  Abbildungen  finden  sich  auf  Tafel  25  und  26  des  Hauswaldtschen  Werkes. 
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negativ  ist.  Statt  des  Keiles  kann  man  sich  auch  nach  Grrailich 
einer  dünnen^  senkrecht  zur  optischen  Achse  eines  einachsigen  Kristalls 
gesclmittenen  Platte  bedienen,  welche  man  um  eine  dem  einen  Haupt- 
schnitte  der  zu  untersuchenden  Platte  parallele  Gerade  dreht.  Bei  sehr 
dünnen  Schliffen  kann  man  zweckmäßig  die  Änderung  der  Interferenß" 
färbe  in  der  Umgebung  der  Mittellinie  oder  der  Binormalen  bei 
Kombination  mit  einem  Oipsblättchen  vom  Rot  der  ersten  Ordnung 
benutzen').  ,.    ^^ 

5.  Beliebig  viele  übereinandergesohichtete  Lamelleiu  Wir 
haben  schon  in  §  1  die  Poincaresche  Darstellungsart  auf  die  Ver- 
änderung angewendet,  welche  eine  Schwingung  beim  Durchgang  durch 
zwei  superponierte  Kristallplatten  erfährt.  Dieses  Verfahren  erweist 
sich  nun  besonders  zweckmäßig  für  die  entsprechende  Untersuchung 
eines  Systems  von  beliebig  vielen  dünnen  Kristallplatten  (eines 
;,Lamellenpaket8'').  Um  dessen  Wirkung  auf  die  Schwingung  einer 
senkrecht  ein£Edlenden  Welle  zu  finden,  haben  wir  die  Kugel,  deren 
Punkte  die  verschiedenen  Schwingungsellipsen  darstellen,  nacheinander 
um  Durchmesser  D^,  D,  •••  D^  zu  drehen,  die  in  der  im  Räume  fesir 
gehaltenen  Ebene  des  ursprünglichen  Äquators  liegen  und  miteinander 
Winkel  2%^^,  2%9  "*^Vn-i,n  l^ü^^en,  die  gleich  den  doppelten  Win- 
keln zwischen  den  Schwingungsrichtungen  der  einzelnen  Platten  sind; 
die  Drehungswinkel  um  diese  Durchmesser  sind  dabei  bezw.  gleich 'den 
durch  die  entsprechenden  Platten  hervorgebrachten  Phasenverzögerungen 
A^,  A2  - "  A^  zu  wählen.  Da  die  resultierende  Drehung  um  eine  außer- 
halb der  Äquatorebene  liegende  Achse  stattfinden  würde,  so  ist  das 
Lamellenpacket  ebenso,  wie  wir  es  in  §  1  für  nur  zwei  superponierte 
Platten  fanden,  entweder  durch  eine  elliptisch 
polarisierende,  oder  durch  die  KotnbincUion  einer  \ 
gewöhnlich  doppdfbrechenden  mit  einer  zirkulär-  ^ 
polarisierenden  ersetzbar.  Um  fiir  letztere  Kom- 
bination die  Lage  der  Schwingungsrichtungen 
und  die  Phasenverzögerung  in  der  doppelt- 
brechenden, sowie  die  Drehung  der  Polarisations- 
p.    jjg  ebene  in  der  zirkularpolarisierenden  Platte  am 

bestimmen,  kann  man  sich  folgender  Konstruk- 
tion bedienen.  Man  bilde  eine  körperliche  Ecke  Od^d^d^-  -  -  c, 
(Fig.  115),  deren  Seiten  (iirfj,(?2^s- "gl  eich  2  7^127  2  ^28  •■•;^^^^®^®^^^^^®1 


1)  F.  Rinne,  Centralbl.  f  Min.  1901,  p.  663. 
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an  Odi,  Od,  •  •  •  bezw.  it  —  A^,  ä  —  A,  •  •  •  sind;  der  sich  an  Oc  er- 
gebende (n  +  !)*•  Winkel  sei  ä  —  A.  Denkt  man  sich  diese  körper- 
liche Ecke  mit  der  Kugel  starr  yerbiinden  (so  daß  0  im  Kugel- 
zentrum liegt);  so  erhält  man  die  Eugeldrehung,  welche  dem  Durch- 
gang  durch  das  gegebene  Lamellensystem  entspricht^  offenbar  dadurch^ 
daß  man  zimächst  Od^  mit  der  (den  Schwingongsrichtungen  der  ersten 
Lamelle  zugeordneten)  Drehungsachse  OD^^  Oc  mit  einem  anderen 
Hadius  OC  der  Äquatorialebene  zur  Deckung  bringt  und  dann  die 
körperliche  Ecke  auf  der  Aquatorebene  abröUt,  so  daß  nacheinander 
Od^  in  ODj,  Od^  in  ODj  •  •  •  (Od^  in  0D„)  und  endlich  Oc  in  eine 
neue  Richtung  OC  der  Äquatorialebene  fällt,  welche  mit  OC  den 
Winkel  9?  -  2;r  -  2rj^^  —  2ri^^  -  2ri^'  -  2t?/  bildet  (vergl.  Fig.  116, 
wo  n  ^  3  angenommen  ist). 


Fig.  116. 


Fig.  117. 


In  dieselbe  Lage,  welche  die  Ecke  bezw.  die  Kugel  jetzt  erreicht 
hat,  wäre  dieselbe  auch  gelangt  durch  eine  Drehung  —  {n  —  6)  um  OC 
und  eine  darauffolgende  Drehung  —  tp  um  die  Polarachse.  Demnach 
ist  das  gegebene  Plattensystem  ersetzbar  durch  die  Kombination  einer 
gewöhnlichen  doppeltbrechenden  Platte,  deren  Schwingimgsrichtungen 
mit  denen  der  ersten  Platte  den  Winkel  '?i''=  — i(i?iO(7)  bilden,  und 
welche  die  Phasenverzögerung  —  A  erzeugt,  mit  einer  zirkularpolari- 
sierenden Platte  vom  Drehungsvermögen  —  —•     Man  kann  nun  die 

Größen  A  und  9  in  anschaulicherer  Weise  •  konstruieren  mit  Hilfe  des 
Potorpolygons  zu  dem  durch  die  soeben  betrachtete  körperliche  Ecke 
aus  der  Einheitskugel  ausgeschnittenen  sphärischen  Polygon  dj^d^"-  d^. 
Da  nämlich  die  Seiten  dieses  Polarpolygons  gleich  A^,  A^  *  •  -  A,  die 
von  denselben  eingeschlossenen  Winkel  gleich  n  —  2ri^^y  %  —  2ri^  > -- 
sind,  so  findet  man  A  als  diejenige  Seite,  wdche  den  aus  den  Bögen 
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Aj,  Ag  •  •  •  mit  den  eingeschlossenen  Winkeln  x  —  2rji^ » •  -  gebildden 
sphärischen  Linieneug  2)i®2  *  *  *  ®n+i  ^**^  Polygon  schließt  (siehe 
Fig.  117).  Ferner  erkennt  man  durch  Vergleichung  mit  dem  Aquator- 
kreis  in  Fig.  116,  daß  die  Summe  der  Außenwinkel  dieses  Polygons 
2^12  +  2%3  +  ■  .  .  4-  2iji'  +  2ri^  =  2;t  —  9,  folglich  9?  der  sphärische 
Exzeß  des  Polygons  ^t  •  -  *  ^n+i  ^^er  nach  einem  bekannten  Satze 
dessen  FlächenitÜKÜt  ist. 

Hieraus  geht  hervor,  daß  für  ein  Paket  aus  sehr  dünnen  Lamellen 

die  Drehung  -y  ®^®  kleine  Größe  zweiter   Ordnung  wird,  wenn  die 

durch  die  einzelnen  Lamellen  erzeugten  Phasenverzögerungen  Aj^  als 
kleine  Größen  erster^Ordnung  betrachtet  werden.  Ist  der  Linienzug 
^1^2  '  '  '^n+if  dössen  Stücke  in  diesem  Falle  als  geradlinig  angesehen 
werden  können,  nichtgeschfosseny  so  ist  also  dns  Paket  unendlich  dünner 
\  Lamellen  äquivalent  einer  einzigen  doppelthredienden  Lamelle,  welche 
durch  die  das  Polygon  schließende  Seite  S^^+i^i  ^^  ^®^  Weise 
charakterisiert  wird,  daß  die  resultierende  Phasenverzögerung  pro- 
portional der  Länge  dieser  Seite,  und  die  Winkel,  welche  ihre 
Schwingungsrichtungen  mit  den  entsprechenden  der  ersten  oder  w*™ 
Lamelle  bilden,  bezw.  gleich  \{^  —  S^^^,  oder  |(^  — tfj  sind,  wo 
*n+i?  *n  ^*®  inneren  Polygonwinkel  an  den  Ecken  S)„+i,  ®„  bedeuten. 
Man  gelangt  zu  dieser  Polygonkonstruktion  in  dem  jetzt  betrachteten 
Falle  auch  direkt  dadurch,  daß  man  auf  die  Drehungen  um  die  in  der 
Aquatorialebene    der    Kugel    liegenden    Achsen 

""^ ' — "S^ir"     ^A>"  •  •  ^-^n  ^^®  bekannte  Regel  über  die  Zu- 

\a^      sammensetzung   unendlich   kleiner  Drehungen    an- 
^\  4(^3)     wendet,  d.  h.  parallel  zu  OD^  •••  OD^  Strecken, 

\  j,     ^^-f-"^"'^^  '     ^^®  ™^*'  ^1  "  •  ^n  proportional  sind,  aufträgt  und 
<^^^^>"'^'^^  ^  aüs  ihnen  die  Resultierende  konstruiert  (Fig.  1 1 8)^). 

*      y.     j^g  Es  folgt  hieraus  auch,  daß  iin  Falle  unendlich 

dünner  Lamellen  ihre  Reihenfolge  für  die  resul- 
tierende Schwingung  gleichgültig  ist,  solange  man  die  von  der  zweiten  , 
Ordnung   unendlich  kleine  Drehung   der  Polarisationsebene   vemach- . 
lässigen  kann. 

Die  vorstehend  entwickelte  Theorie  der  Lamellensysteme  ist  von 
besonderem  Interesse  wegen  der  Anwendungen,  die  von  ihr  einerseits 
zur  Beredinung  der  opfischen  Eigenschaften  isomorpher   Mischkristalle 

1)  Diese  Konstruktion  ist  znerst  (durch  ziemlich  umständliche  Rechnung) 
von  E.  Mallard  gefunden:  Ann.  des  mines  (7)  10  (1876),  p.  60;  19  (1881),  p.  266; 
vergl.  auch  Mallards  Traite  de  Cristallographie  II  (1884),  p.  262. 
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aus  denjenigen  ihrer  Komponenten,,  andererseits^,  jsur  Erklärung  der 
Drehung  der  Polarisationsebene  in  Kristailen  gemacht  worden   sind. 

6«  Theorie  der  optisoheu  EigenBob«ffceii  isomorpher  Misoh- 
kriatalle.  Da  man  aus  Lösungen  isomorph  kristallisierender  Köi'per 
Kristalle  erhalten  kann^  welche,  aus  ilbereinandergelagerten  Schichten 
von  verschiedener  Zusammensetzung  aufgebaut  sind^  indem  man  einen 
kleinen  Kristall  abwechselnd  in  der  Lösung  des  ei,nen  und  in  derjenigen 
des  anderen  Körpers  weiterwachsen  läßt,  so  dachte  sich  E.  Mallard 
—  und  nach  ihm  die  Mehi'zahl  der  französischen  Mineralogen  — 
auch  die  nach  allen  ihren  physikalischen  Eigenschaften  homogen  er- 
scheinenden Mischkristalle,  welche  sich  aus  gemischten  Lösungen 
bilden,  aus  außerordentlich  dünnen  abwechselnden  Schichten  der  beiden 
gemischten  Substanzen  (Komponenten)  zusammengesetzt^). 

Da  sich  ein  Paar  solcher  Lamellen,  wie  wir  im  vorhergehenden 
sahen^   wie  eine  einfache  doppeltbrechende   Lamelle   von  bestimmter 
Art  verhält,  so  wird  auch  eine  aus  lauter  gleich  orientierten  solchen 
Lamellenpaaren  aufgebaute  Säule  von  endlicher  Dicke  für  eine  senk- 
recht zu  den  Schichten  hindurchgehende  Welle  das  Verhalten  eines 
einheitlichen  Kristalls  zeigen.    In  der  Tat  folgt  aus  der  im  vorigen  §  ^ 
erörterten  Polygonkonstruktion,  daß,  sofern  nur  die  Dicke  der  ein-  - 
zelnen  Lamelle  unendlich  klein  ist,  auch  bei  endlicher  Gesamtdicke  ; 
das  Drehungsvermögen  unendlich  klein  bleibt,  während  die  Phasen-; 
Verzögerung  einen  endlichen  Betrag  erreicht.     Um  nun  die  optischen 
Eigenschaften  einer  solchen  Säule  zu  berechnen,  wollen  wir  der  Ein- 
fachheit halber  die  (übrigens  nicht  notwendige)  Voraussetzung  machen, 
daß   alle  gleichartigen  Schichten  gleiche  Dicke  s^  bezw.  s^  besitzen. 
Das  Verhältnis  e^  :  8^  ist  dann  gleich  dem  nach  dem  Volumen  berech- 
neten Mischungsverhältnis  der  beiden  Komponenten,    ■  _}      •  100  und 

--^ — 1^   s^^  ^^^^    ^^®   Volumenprozente,   mit    denen  sie  an  der 

Mischung  beteiligt  sind.  Nennen  wir  die  Wellengeschwindigkeiten  in 
den  Lamellen  der  ersten  Art  g^j,^/,  in  denen  der  zweiten  Art  q^,  q^y 
so  haben  wir 

1)  Die  Anwendung  der  Lamellentheorie  zur  Berechnung  der  optischen 
Eigenschaften  der  Mischkristalle  entwickelte  Mallard  in  den  Abhandlungen 
Bull.  80C.  min.  de  France  4  (1878),  p.  71  und  Ann.  des  mines  (7)  19  (1881),  p.  267, 
sowie  in  seinem  Trait^  de  Cristallographie  11  (1884),  Chap  VIII. 
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Hieraus  und  aus  dem  Winkel  ly^,,  welchen  die  SchwingungBrichtung 
der  sclmelleren  Welle  in  den  Lamellen  (2)  gegen  diejenige  in  den 
Lamellen  (1)  bildet^  findet  man  auf  Grund  unserer 
^^^^---^y^  Konstruktion  (siehe  Fig.  119)  den  analogen  Winkel 
2„*  rji  für  die  äquivalente  einfache  Lamelle  ( —  also 
Flg.  119  °^^*  anderen  Worten  die  Ämlöschungsschiefe  des 

MischJcristaUs,  bezogen  auf  die  Auslöschungsrich- 
tung der  ersten  Komponente  — )  aus  der  Gleichung: 

(7)  ^^*K  21^1  =  <^otg  2^1»  +  ^  Si^- 

Zugleich  ergibt  sich  — -r- — ,  d.  i.  das  Maß  für  die  Stärke  der  Doppd- 

brechung    des    Mischkristalls    in    der    zu    den   Lamellen    senkrechten 
Richtung^  aus 

—  —  «=  — j —  cos  2i7i  H — ~—  cos  2  On.a  —  %) , 

oder  die  Differenz  der  Lichtgeschwindigkeiten  g,  ([  für  die  betrachtete 
Richtung  aus 

(8)  i-~  V A_(l--L)  cos2i7.+-i-(-^-,)cos2(i?i,-i?i). 

UAi  die  Lichi^esch windigkeiten  9,  ((  selbst  zu  berechnen,  bat 
man  hiermit  eine  Gleichung  zu  kombinieren,  welche  aussagt^  daß  die 
mittlere  Phasenverzögerung  einer  Schwingung  beim  Durchgang  durch 
das  Lamellenpacket  die  Summe  der  mittleren  Verzögerungen  in  den 
einzelnen  Lamellen  ist,  also: 

Main  erhält  so,  wenn  man  statt  — ,  -;  die  Brechungsindizes  n,  n'  setzt 
und  far  die  Dicke  des  Packets  b  schreibt: 

±  "2  ll"  (*»i  -**i')  cos  2i?,  +  ^  (n,  -  O  cos  2(i?„  -  i^j), 

wo  das  obere  Vorzeichen  für  n,  das  untere  fiir  n   gilt. 

Fallen  speziell  die  Schwingungsrichtungen  in  den  beiden  Arten 
von  Lamellen  zusammen,  so  wird  einfach 

(9-)  n  =  ^-n,  +  ^^'M„     n'=^«n/+^<; 

da   dies   für   die   zu   den  Sjmmetrieebenen   rhombischer   oder   höher 
symmetrischer  Kristalle  parallelen  Lamellen  immer  zutrifft,  so  würden 
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in  diesen  Systemen  die  Haupfbrechungsindiees  des  Mischkristalls  sich 
aus  denjenigen  der  Komponenten  gemäß  den  vorstehenden  Formeln^) 
berechnen,  also  nach  der  gewöhnlichen  Mischungsregdy  wobei  die  Zu* 
sammensetzimg  in  Volumproeenten  auszudrücken  wäre. 

Die  oben  von  uns  gemachte  Voraussetzung,  daß  die  Lamellen- 
ebene senkrecht  zur  Fortpflanzungsrichtung  der  Welle  sein  sollte,  kann 
(bei  nicht  zu  geringer  Lamellendicke)  fallen  gelassen  werden,  da  in 
obigen  Formeln  überall  nur  die  Verhältnisse  der  Lamellendicken  vor- 
kommen, welche  bei  schiefem  Einfall  unverändert  bleiben,  sofern  die 
Brechungsindizes  der  beiden  Lamellenarten  so  wenig  differieren^  daß 
man  von  der  Brechung  beim  Übergang  von  der  einen  in  die  andere 
abseheirkann.  Letztere  Voraussetzung  muß  aber  schon  deshalb  ge- 
macht werden,  weil  sonst  an  den  Grenzflächen  merkliche  Beflexionen 
auftreten  würden,  und  der  Mischkristall  nicht  vollkommen  durchsichtig 
sein  könnte.  Hiernach  würde  für  die  Mischkristalle  aus  optisch  ein- 
ander hinreichend  ähnlichen  Komponenten  die  Mallardsche  Vorstellung 
des  Lamellenaufbaus  an  und  für  sich  annehmbar  sein,  wenn  sich  noch 
zeigen  läßt,  daß  das  auf  Grund  der  obigen  Formeln  berechnete  optische 
Verhalten  der  Mischkristalle  auch  dem  Fresnelschen  Gesetze  genügt. 
Hierzu  wäre  gemäß  der  Fresnelschen  Konstruktion  erforderlich,  daß 
durch  Auftragen  der  Werte  »  und  n  auf  den  entsprechenden  Schwin- 
gungsrichtungen ein  EUipsoid  —  das  Indexellipsoid  des  Mischkristalls 
—  entsteht.  Betrachten  wir  nun  17^  als  veränderlich  und  tragen  auf 
der   durch   ly^    gegebenen   Richtung    in   der   Wellenebene   den   Wert 

Qi^\  (♦*!  +  \')  +  2  {^1  —  ♦*/)  <50S  27?i  =  »1  cos*  1^1  +  w/  sin*-i?i 
(oder  auf  der  dazu  senkrechten  q^  =  |(ni  +  w^')  —  ICn^  —  n^')  cos  2rj^) 
auf,  so  erhalten  wir  eine  geschlossene  Kurve  mit  den  Halbachsen  n^ 
und  n^',  die  keine  Ellipse  ist,  sich  aber  von  einer  solchen  um  so 
weniger  unterscheidet,  je  kleiner  die  Differenz  w^'  —  n^  gegen  n^  selbst 
ist.  Ebenso  wird  bei  relativ  sehr  geringem  Unterschiede  von  n^  und 
n,'  durch 

^2  =  1(^2  +  WjO  +  i(«t  -  w/)  cos  2(%,  -  ri,) 
bei   variabelem   r^^    sehr   annähernd   eine   Ellipse   dargestellt   werden, 
deren  Halbachsen  die  Längen  n,,  n^'  haben  und  mit  denen  der  ersten 
Ellipse   den  Winkel  ly^a   bilden.     Unter   der   gleichen  Voraussetzung 

ist  dann  auch  die  Kurve,  deren  Radiusvektor  durch   p  tt  ~^"^^~^~*  ^* 

bestimmt  ist,  näherungsweise  eine  Ellipse,  denn  in  bezug  auf  belie- 

1)  Diese  Formeln  sind  zuerst  empirisch  von  H.  Dufet,  Bull.  bog.  min.  de 
France  1  (1878),  p.  68,  aufgestellt  worden. 
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bige  Koordinatenachsen  stellt  sich  sowohl  p^  als  q^,  und  folglich  auch 
der  Radiusvektor  p  der  resnltierenden  Kurve,  in  der  gleichen  Form 
a  +  b  cos  2r}  +  CBm2rj  dar,  nur  mit  verschiedenen  Konstanten  a,  b,  c. 
Läßt  man  nun  die  Orientierung  der  Wellenebene  variieren,  so  werden 
zufolge  (9)  die  verschiedenen  Radien  dieser  Ellipse  oder  einer  in  ana- 
loger Weise  in  einer  anderen  Ebene  konstruierten  die  Bedeutung  der 
Brechungsindizes  erlangen^  d.  h.  letztere  werden  in  der  Tat  durch  die 
Radiusvektoren  eines  Ellipsaids  gegeben.  Wir  sehön  somit,  daß  das 
optische  Verhalten  eines  lamellar  aufgebauten  Mischkristalls  zwar 
nicht  genau,  aber  doch  in  großer  Annäherung  dem  Fresnelschen  Ge- 
setze entsprechen  würde,  wenn  die  beiden  Komponenten  schwach 
doppeUbrechend  sind.  Letzteres  ist  nun  bei  den  bisher  optisch  genauer 
untersuchten  Mischkristallen  der  Fall,  und  daher  fuhrt  die  Anwendung 
der  Mallardschen  Formeln  bei  ihnen  nicht  zu  solchen  Abweichungen 
vom  Fresnelschen  Gesetz,  die  aus  den  Beobachtungen  sicher  nach- 
weisbar sein  müßten.^)  Indessen  ergibt  in  diesen  Fällen  die  Berech- 
nung der  optischen  Konstanten  nach  einer  anderen,  besser  begründeten 
Hypothese  mindestens  ebensogute  Resultate  —  nach  der  Hypothese 
nämlich,  daß  die  Polarisoitionslonstanten  aj^^  des  Mischkristalls  sich 
aus  denen  der  Komponenten  nach  der  Mischungsregel,  also  nach 
der  Formel 

zusammensetzen.^)  Diese  Annahme  läßt  sich  sowohl  nach  der  mecha- 
nischen, als  nach  der  elektromagnetischen  Lichttheorie  auf  Grund  der 
Vorstellung  einer  innigen  Mischung  der  beiden  Komponenten  wahr- 
scheinlich machen;  doch  bleiben  dabei  bezüglich  der  pj^  die  verschie- 
denen Möglichkeiten  offen,  daß  sie  die  Volum-,  Gewichts-  oder  Mole- 
kularprozente der  Komponenten  bedeuten  können.  Die  Formeln  für 
die  Auslöschungsrichtungen  und  Brechungsindizes,  zu  denen  sie  führt, 
unterscheiden  sich  von  den  oben  aufgestellten  (7) — (9)  nur  dadurch, 
daß  an  Stelle  der  Brechungsindizes  überall  die  Quadrate  der  Wellen- 
geschwindigkeiten (und  an  Stelle  der  £,,  die  Pf^)  zu  setzen  sind.  Natür- 
lich stehen  sie  mit  dem  Fresnelschen  Gesetze  streng  in  Einklang,  da 

1)  Eine  kritische  Yergleichung  der  Beobachtungsresaltate  mit  denen  der 
Mallardschen  Formeln  gab  F.  Pockels,  N.  Jahrb.  f.  Miner.  ßeil.-Bd.  8  (1892), 
p.  117.  * 

2)  Vergl.  P.  Pockels,  1.  c.  p.  121  ff.  Mallard  hat  in  seiner  ersten  Arbeit 
über  die  optischen  Eigenschaften  von  Mischkristallen  (Ann.  des  mines  [7J  10  [1876], 
p.  175),  Formeln  aufgestellt,  welche  speziellen  Fällen  obigen  Ansatzes  entsprechen, 
obwohl  er  schon  damals  die  Mischkristalle  eigentlich  als  inhomogen  ansah. 
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ja  nach  Yoraassetznng  für  dfen  Mischkristall  wieder  ein  Polarisations- 
ovaloid  existiert. 

Wenn  nnn  auch  die  bisher  über  die  optischen  Eigenschaften  der 
Mischkristalle  vorliegenden  Beobachtungsresnltate  mit  den  beiden  er- 
wähnten Theorien  ziemlich  gleich  gut  übereinstimmen  und  somit  nicht 
zur  Entscheidung  zwischen  den  beiden  möglichen  Auffassungen  der 
Mischkristalle  dienen  können,  so  muß  doch  aus  anderen  Gründell, 
insbesondere  nach  dem  Verhalten  der  Löslichkeü  der  Mischkristalle 
als  Funktion  ihrer  Zusammensetzung,  gegenwärtig  die  zweite  Auffas-' 
sung^  wonach  die  homogen  erscheinenden  Mischkristalle  auch  in  den 
kleinsten  Teilen^)  homogen  sind  und  sich  wie  „feste  Lösungen"  der  einen 
Komponente  in  der  anderen  verhalten,  wenigstens  für  die  meisten 
Fälle  als  die  richtige  angesehen  werden.  ^—  j 

Für  die  Vergleichung  der  Theorie  mit  Beobachtungen  kommen 
besonders  die  Äuslöschungsschiefe  und  die  Lage  der  Binormalen  in 
Betracht.  Für  die  Auslöschmgsrichtungen  auf  einem  beliebigen  Flächen- 
paar der  Mischkristalle  muß  die  Formel  (7)  gelten,  worin  nach  der 

Mallardschen  Lamellenhypothese  gemäß  (6)  -^  ==    '^  --""  ^ ,  nach  der 

zweiten  Theorie  hincecren  =--^^^^^-,ä  sein  würde.    Von  hierauf  be- 

züglichen  Beobachtungen  sind  besonders  diejenigen  erwähnenswert, 
welche  G.  Wulff*)  über  die  Auslöschungsschiefe  auf  den  Prismenflächen 
der  monoklinen  Mischkristalle  der  Salze  (NHJjMgSO^  +  6HjO  und 
CsjMgSO^  +  6H,0  ausgeführt  hat,  weil  diese  Salze  ein  sehr  ver- 
schiedenes spezifisches  Gewicht  haben  und  es  demnach  einen  erheb- 
lichen Unterschied  macht,  ob  man  ihre  Zusammensetzung  nach  Vg:;^ 
luniffl-  oder  Gewichtsverhältnissen  ausdrückt;  hier  ergab  sich  die 
erstere  Art  der  Berechnung  in  besserer  Übereinstimmung  mit  den 
Beobachtungen.  Von  besonderem  mineralogischem  Interesse  ist  die 
Anwendung  der  Formel  (7)  auf  die  triklinen  Fddspate  (Plagioldase\ 
weil  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Theorie  für  diesen  Fall  zutriffi, 
die  Messung  der  Auslöschungsschiefen  als  bequemes  Hilfsmittel  zur 
Bestimmung  der  Zusammensetzung  der  in  Gesteinsdünnschliffen  beob- 
achteten FeldspatkristaUe  dienen  könnte^.  Allerdings  ist  es  durch 
neuere  Untersuchungen,  welche  sich  auf  die  Lage  der  Binormalen  in 
der  Reihe  der  Plagioklase  beziehen,  wahrscheinlich  geworden,  daß  die 

1)  Es  genügt  übrigens,  daß  die  homogenen  Teile  klein  gegen  die  Licht-  \ 
Wellenlänge  sind.  2)  G.  Wulff,  Zeitschr.  f.  Kristallogr.  36  (1902),  p.  1.        / 

3)  Vergl.  E.  Mallard,  Bull.  soc.  min.  de  France  4  (1881),  p.  96;  F.  Pockels, 
N.  Jahrb.  f.  Min.,  Beil. -Bd.  8  (1892),  p.  172. 
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von  Tschermak  begründete  Auffassung  der  Pl^oklase  als  iso- 
morphe Mischungen  aus  Albit  und  Anorthit  nicM  zutrifft^). 

Aus  der  Erwägung^  daß  die  Binormalen  Richtungen  yerschwin- 
dender  Doppelbrechung  sind,  und  daß  die  letztere^  der  S.  284  gegebenen 
Konstruktion  Ton  A  gemäß  ^  nur  bei  koinzidierenden  Schwingungs- 
richtungen der  beiden  Komponenten  verschwinden  kann^  folgt  fär  die 
Binormalen  der  Mischkristalle  einer  Reihe  der  Satz^  daß  sie  sämtlich 
auf  derjenigen  y  durch  die  Binorpialen  der  Komponenten  hindurch- 
gehenden Kegd fläche  liegen,  die  von  allen  Wellennormalen  gebildet 
wird,  für  welche  die  Schwiugungsrichtungen  beider  Komponenten  zu- 
sammenfallen^). Hat  man  diese  Kegelfläche  —  die  ,,Isopolarisations- 
fläche^'  —  und  außerdem  die  für  die  beiden  Komponenten  charak- 
teristischen, durch  Wi  —  ni'=  Const.  und  n^  —  »j'—  Const.  gegebenen 
Scharen  von  Kegelflächen  für  geeignete  Intervalle  der  Konstanten 
konstruiert,  so  kann  man  leicht  diejenigen  Richtungen  auf  der  Iso- 

polarisationsfläche  aufsuchen,  für  welche  w— »'«- — (w^  — »i')  +  r^Cw«— »»»') 

für  eine  gegebene  Mischung  Null  wird,  und  welche  also  deren  Binor- 
malen sind.  Diese  Konstruktion  haben  Michel-L^vy  und  Wulff  a.  a.  0. 
auf  die  Plagioklase  angewendet.  Zugleich  macht  letzterer  auf  ein 
anderes,  aus  der  Formel  für  n  —  n'  folgendes  Kriterium  für  isomorphe 
Mischkristalle  aufmerksam;  es  muß  nämlich  die  Stärke  der  Doppd- 
brechung  in  den  Richtungen,  welche  für  die  Komponente  I  die  Bi- 
normalen sind,  proportional  sein  dem  (Volum-)Gehalt  des  Misch- 
kristalls an  der  Komponente  II,  und  umgekehrt.  Für  die  Mischungen 
der  oben  erwähnten  monoklinen  Doppelsulfate  fand  er  dies  bestätigt, 
für  die  Plagioklase  dagegen  nicht. 

Die  Abhängigkeit  des  Binormalenwinkels  rhombischer  Misch- 
kristalle von  ihrer  Zusammensetzung  kann  leicht  mit  Hilfe  der  nach 
(9)  bezw.  (10)  für  die  Hauptbrechungsindizes  geltenden  Formeln  be- 
rechnet werden.  Besonderes  Interesse  bieten  hierbei  diejenigen  Fälle, 
wo  die  Ebene  der  Binormalen  für  die  beiden  Komponenten  verschieden 
ist,  da  dann  beim  Fortschreiten  in  der  Mischungsreihe  mindestens 
einmal  ein  Wechsel  der  Binormalenebene  stattfinden,  d.  h.  der  Misch- 
kristall für  eine  bestimmte  Zusammensetzung  (und  Farbe)  optisch  ein- 
achsig werden  muß.    Die  nähere  Untersuchung  zeigt,  daß  dies  einmal 


1)  F.  Wallerant,  Bull.  soc.  fran9.  de  min.  19  (1896),  p.  169;  G.  Wulff, 
1.  c,  Abschnitt  VU.  Letzterer  geht  bei  der  Berechnung  von  der  Mallardschen 
Lamellen theorie,  Wall  er  an  t  dagegen  von  dem  Ansatz  (10)  aus. 

2)  A.  Michel-Lävy,  Bull.  soc.  fran9.  de  min.  18  (1896),  p.  79. 
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oder  zweimal  stattfindet^  je  nachdem  der  Charakter  der  Doppelbrechung 
der  beiden  Komponenten  für  die  ihnen  gemeinsame  Mittellinie  gleich 
oder  entgegengesetzt  ist.  Beispiele  für  dieses  Verhalten  bieten  die  iso- 
morphen Mischungen  von  Kalium-  und  Ammonium-Seignettesalz,  yon 
Kalium-  und  Ammoniumsulfat^  von  Chlor-  und  Brom-Zimmtaldehjd, 
von.  Eisen-  und  Manganpikrat  (vergl.  S.  70).  Soweit  Messungen  an 
Mischkristallen  von  bekannter  Zusammensetzung  vorliegen,  folgt  hier 
die  Änderung  der  Lage  der  Binormalen  wenigstens  annähernd  dem 
theoretischen  Gesetz,  wobei  sich  der  Unterschied  der  Formeln  (9) 
und  (10)  wenig  bemerklich  macht*). 

?•  Erklärang  des  optischen  Drehungsvermögens  nach  Benseh 
nnd  Sohncke.  Ist  ein  Lamellenpaket  so  beschaffen,  daß  das  sphärische 
Polygon,  welches  aus  den  den  einzelnen  Lamellen  entsprechenden 
Winkeln  A^  •  •  •  A,  nach  der  S.  281  angegebenen  Konstruktion  gebildet 
wird,  ein  geschlossenes  wird,  so  verhält  sich  das  Lamellenpaket  nach 
dem  dort  Gesagten  wie  eine  Platte  einer  Substanz  mit  optischem 
Drehungsvermögeny  d.  h.  sie  erteilt  einer  einfallenden  Schwingung  keine 
andere  Veränderung,  als  eine  Drehung  um  einen  bestimmten,  durch 
den  halben  Flächeninhalt  des  Polygons  gegebenen  Winkel.  Der  Sinn 
dieser  Drehung  ist  dabei  der  entgegengesetzte,  wie  der  Umlauf ssian 
des  aus  den  A;^  gebildeten  Polygons.  Soll  für  eine  aus  solchen 
Lamellenpaketen  aufgeschichtete  Säule  von  endlicher  Dicke  die  Drehung 
der  Polarisationsebene  einen  endlichen  Betrag  haben,  so  dürfen  die 
EinzeUamellen  nicht  unendlich  dünn  angenommen  werden,  da  sonst 
die  von  einem  einzelnen  Paket  herrührende  Drehung  unendlich  klein 
zweiter  Ordnung  sein  würde.  Freilich  ist  andererseits  bei  endlicher 
LameUendicke   die  für  einen  Kristall  zu  stellende  Forderung,  daß  die 

EinzeUamellen  um  Winkel  von  -j^y   wo  N  eine  ganze  Zahl  ist,    in 

bestimmtejn  Sinne  gegeneinander  gedreht  sein  müssen,  nicht  streng 
zu  erfüllen,  sondern  nur  in  derjenigen  Annäherung,  in  welcher  das 
sphärische  Polygon  als  ebenes  angesehen  werden  kann.  Die  einfachste 
regelmäßige  Anordnung  der  Lamellen,  welche  bei  hinreichend  ge- 
ringer Dicke  derselben  (im  vorstehenden  Sinne)  reine  Drehung  liefert, 
ist  die  dem  Werte  ^  =  3  entsprechende,  für  welche  das  Polygon  ein 
gleichseitiges  Dreieck  wird  (vergl.  Fig.  1 20) ;  denn  für  iV=  4,  d.  h,  gekreuzte 
Lamellen,  erhält  man,  wie  leicht  aus  der  Konstruktion  ersichtlich, 
überhaupt  keine  Drehung,   sondern   nur   Kompensation   der   Doppel- 

1)  Vergl.  F.  Pockels  1.  c.  p.  154—167. 

Pocke U,  KriBtulIoptik.  19 
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brechung.     Lassen   wir   N  unbestimmt  und   bezeichnen  mit   Aj    die 
relative  Phasen  Verzögerung  in  einer  einzelnen  Lamelle,  so  ist  der  Li- 

halt  des  Polygons  und  somit 
die  doppelte  Drehung  durch  das 
Paket  von  N  Lamellen: 


Ai 


4    ^^*«iS^ 


cotg  ^ , 

wo  B^  die  Dicke,  n',  n  die  Bre- 
chungsindizes der  einzelnen  La- 
melle für  die  zu  ihr  senkrechte 
Fortpflanzungsrichtung  bedeu- 
ten. Da  nun  eine  Säule  von 
der  Höhe  1  aus  ^—  Lamellenpaketen  besteht,  so  ist  das  resultierende 

spezifische,  d.  h.  auf  die  Längeneinheit  bezogene  Drehungsvermögen: 

g^  n^{n  — n)* 


Fig.  ISO. 


(11)  0,  =  ""-;,.  -  cotg-j^- 

Das  spezifische  Drehungsvermögen  ergibt  sich  also  umgekehrt  proportional 
dem  Quadrate  der  Wellenlänge,  wie  es  erfahrungsmäßig  bei  den  zirkular- 
polarisierenden Substanzen  in  der  Tat  annähernd  der  Fall  ist. 

Wenn  hierin  eine  Bestätigung  der  Lamellentheorie  des  Drehungs-  \ 
Vermögens  zu  liegen  scheint,  so  stößt  dieselbe  doch  in  anderer  Hin- 
sicht auf  Schwierigkeiten.  Sie  vermag  unter  anderem  nicht  das  für 
alle  Fortpflanzungsrichtungen  gleiche  Drehungsvermögen  der  regulären 
Kristalle  zu  erklären.  Denn  bei  schiefem  Durchgang  durch  ein  Lamellen- 
paket von  der  oben  erörterten  Zusammensetzung  würde  das  ent- 
sprechende Polygon  nicht  geschlossen  sein,  es  würde  also  elliptische 
Polarisation  auftreten.  Dieses  Verhalten  zeigen  nun  in  der  Tat, 
wie  wir  im  H.  Teil  sehen  werden,  die  optisch  einachsigen  Kristalle 
mit  Drehungsvermögen  in  Richtungen,  welche  gegen  die  Hauptachse 
geneigt  sind;  und  für  solche  Kristalle  erscheint  daher  die  Annahme 
des  Auf  baus  aus  doppeltbrechenden  Lamellen,  die  senkrecht  zur  Haupt- 
achse liegen,  zunächst  wohl  zulässig  «'sofern  nicht  das  später  zu 
besprechende   Verhalten    senkrecht    zur    Hauptachse    Schwierigkeiten 

macht).  Natürlich  würde  man  den  Winkel  -^,  um  den  die  auf- 
einanderfolgenden Lamellen  gegeneinander  gedreht  sind,  der  Symmetrie 
des  Kristallsystems  entsprechend,  also  beim  tetragonalen  System  am 
einfachsten  =  45®,  beim  hexagonalen  und  rhomboedrischen  =»  60®  oder 
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120^  anzunehmen  haben.  Man  erhält  dann  nach  Qleichung  (11)  bei- 
spielsweise fOr  den  Quarz 

Ijj  CS-   .  !.       ,i _ — L.  . 

2  X  Y3 
Das  beobachtete  Drehungsvermögen  des  Quarzes  (siehe  11,  Eap.  I,  §  2) 
hat  für  A  =  589  •  lO"*  den  Betrag  cjd  =  21,7»  «  0,12  7t.     Setzt  man 
diesen  Wert  ein,  so  folgt 

--21,8.10«(n^n)l 

Nimmt  man  für  die  DiflFerenz  »'  —  n  beispielsweise  denjenigen  Wert, 
welcher  deni  Quarz  in  der  Richtung  senkrecht  zur  Hauptachse  zu- 
kommt, d.  i.  0,009,  so  wird  —  oder  die  Anzahl   der  Lamellen,  die 

eine  Schicht  von   1  mm  Dicke  bilden,   gleich   1770;   die  Dicke    der 
einzelnen  Lamelle  müßte  also  ungefähr  einer  Wellenlänge  des  gelben  1 
Lichtes  in  Luft  gleichkommen.     Für  Lamellen  aus  stärker  doppelt-! 
brechender  Substanz  ergäbe  sich  eine  noch  geringere  Dicke.     Obiger  I 
Wert   der   letzteren   erscheint    aber   in   der   Tat  schon   klein   genug,  | 
um  der  S.  289  erörterten  Bedingung  für  das  Zustandekommen  reinen  \ 
Drehungsvermögens    zu    genügen.     Denn  man    findet    aus    ihm    die 
Drehung    durch    ein   temäres    Lamellenpaket   ungefähr   « 2x  -  10~^ 
und  die  Fläche  des  ihm  in  der  Konstruktion  entsprechenden  sphäri- 
schen  Polygons   demgemäß  =  Tooöö  ^®^  Kugelfläche,  so  daß  dieses 
Polygon  wirklich  in  sehr  großer  Annäherung  als  ebenes   betrachtet 
werden  kann. 

Wir  werden  auf  die  Frage,  ob  und  in  welchen  Fällen  die  Er- 
klärung des  optischen  Drehungsvermögens  durch  die  Lamellentheorie 
Wahrscheinlichkeit  besitzt,  im  11.  Teile  (Kap.  ü,  §  5)  von  anderem  ^-^i' 
Gesichtspunkte  aus  zurückkommen. 

Daß  regelmäßige  Lamellensäulen  der  besprochenen  Art  die  Er- 
scheinungen des  optischen  Drehungsvermögens  zeigen,  hat  zuerst 
Reusch*)  gefunden,  indem  er  solche  Säulen  aus  Glimmer  blättchen 
wirklich  herstellte.  Das  Verhalten  solcher  Glimmersäulen  wurde  dann 
theoretisch  und  messend  eingehend  untersucht  von  Sohncke*),  der 
zu  der  Ansicht,  daß  das  Drehungsvermögen  in  dieser  Weise  zustande 
komme,  durch  die  von  ihm   entwickelte  Theorie  der  Kristallstruktur 


1)  E.  Rausch,  Berliner  Bei.  1869,  p.  530;  Pogg.  Ann.  138  (1869),  p.  628. 

2)  L.  Sohncke,  Math.  Ann.  9  (1876),  p.  604;  Pogg.  Ann.  Erg.-Bd.  8  (1878), 
p.  16;  Zeitschr.  f.  Kriet.  13  (1888),  p.  229. 

19* 
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geführt  worden  war.  Die  Annäherung  an  das  Verhalten  eines  ein- 
achsigen drehenden  Kristalls  wird  bei  solchen  Glimmersäulen  um  so 
besser,  je  dünner  die  Einzellamellen  sind  und  je  größer  ihre  An- 
zahl ist'). 

1)  Dies  lassen  z.  B.  die  photographiachen  Aufnahmen  im  konvergenten  Licht, 
die  im  IE.  Teile  des  Hauswaldtschen  Tafel werkes  enthalten  sind,  sehr  schön  er- 
kennen. 


Zweiter  Teil. 
Kristalle  mit  optischem  Drehnngsyermogen. 


Erstes  Kapitel. 

Granderscheinnngen  des  DrehnngsvermSgens. 

1«  Bntdeokimg  der  Drehung  der  FolarisationBebene.  Nicht  alle 
YoUständig  durchsichtigen^  doppeltbrechenden  Kristalle  zeigen  dasjenige 
optische  Verhalten,  welches  den  Fresnelschen  Gesetzen  entspricht  und 
im  vorhergehenden  Teile  eingehend  dargelegt  worden  ist.  Beim  Stu- 
dium der  chromatischen  Polarisation  bemerkte  Arago^),  als  er  eine  zwr 
Hwwptachse  senJcrecJUe  Qua/risplaMe  in  den  Polarisationsapparat  brachte, 
daß  eine  solche  im  Gegensatz  zu  ebenso  orientierten  Platten  anderer 
optisch  einachsiger  Kristalle  im  senkrecht  einfallenden  weißen  Licht  eine 
Färbung  zeigt,  und  zwar  eine  solche,  die  bei  Drehung  der  Platte  in 
ihrer  Ebene  unverändert  bleibt,  dagegen  beim  Drehen  des  Analysators 
sich  stetig  ändert.  Dementsprechend  erscheint  eine  solche  Quarzplatte 
im  homogenen  Licht  zwischen  gekreuzten  Polarisatoren  aufgehellt,  und 
ihre  Helligkeit  ändert  sich  bei  Drehung  des  Analysators  und  wird  für 
eine  bestimmte  Drehung  q  (oder  q  +  180^)  desselben  Null.  Das  aus  der 
Platte  austretende  Licht  ist  also,  wie  das  einfallende,  linear  polarisiert, 
aber  seine  Polarisationsebene  ist  gegen  die  des  einfallenden  Lichtes 
um  einen  Winkel  q  (oder  p  +  einem  Vielfachen  von  180^)  gedreht.  Man 
sagt  daher  von  Körpern,  welche  die  in  Rede  stehende  Erscheinung  zeigen, 
daß  sie  optisches  Drehungsvermögen  besitzen  oder  optisch  drehend  sind.^) 

1)  F.  Arago,  Mäm.  Gl.  sc.  math.  phys.  de  Tinst.  Paris  1811.  12  (1812),  p.  93; 
Gilberts  Ann.  40  (1812),  p.  146. 

2)  Vielfach  werden  die  Körper,  welche  optisches  Drehungsvermögen  besitzen, 
als  optisch  <iktiv  bezeichnet  — ,  eine  Benennung,  die  aber  so  wenig  charakteristisch 
ist,  daß  sie  wohl  nicht  als  zweckmäßig  gelten  kann.  Eine  andere,  aus  der  fran- 
zösischen Literatur  stammende  Bezeichnung  far  die  Eigenschaft  des  Drehungs- 
vermögen  ist  Botationspolarisatiofi. 


294 


n.  I.    Grunderscheiiiungen  des  Drehungsvemiögens. 


Das  Auftreten  der  Farben  im  weißen  Licht  erklärt  sich  nun,  wie 
Arago  bereits  erkannte,  daraus,  daß  das  Drehungsvermögen  von 
der  Farbe  abhängig  ist;  denn  dies  hat  zur  Folge,  daß  die  verschieden- 
farbigen Bestandteile  des  austretenden  Lichtes  in  verschiedenen  Azi- 
muten polarisiert  sind  und  daher  beim  Durchgang  durch  den  Analysator 
in  verschiedenem  Verhältnis  geschwächt  werden  (siehe  unten,  §3). 
Biot^),  welcher  die  Abhängigkeit  des  Drehungsvermögens  von 
der  Farbe  näher  untersuchte,  fand,  daß  dasselbe  vom  roten  zum  violetten 
Ende  des  Spektrums  bedeutend  wächst,  und  zwar  ungefähr  umgekdMi 
proportional  dein  Qviadrai  der  Wellenlänge.  Ferner  stellte  der  Genannte 
fest,  daß  die  Drehung  dieselbe  bleibt,  wenn  man  die  Platte  umkehrt 
(d.  h.  das  Licht  im  entgegengesetzten  Sinne  hindurchgehen  läßt),  und 
daß  sie  der  Dicke  der  Platte  proportional  ist.  Für  gleiche  Dicke  er- 
wies sich  bei  Platten  aus  verschiedenen  Quarzkristallen  die  Drehung 
dem  absoluten  Betrage  nach  stets  gleich,  dem  Sinne  nach  aber  ver- 
schieden, d.  h.  bei  manchen  Kristallen  nach  rechts  (für  einen  den  Licht- 
strahlen entgegenblickenden  Beobachter  der  Bewegung  des  Uhrzeigers 
gleichsinnig),  bei  anderen  nach  links  gerichtet,  so  daß  man  Bechts-  und 
Links-Quarz  zu  unterscheiden  hat.     Bald  darauf  machte  Herschel^) 

die  wichtige  Beobachtung,  daß 
der  Sinn  des  Drehungsvermögens 
mit  den  enafdicmorphen  Kristall- 
formen des  Quarzes  in  gesetz- 
mäßigem Zusammenhang  steht, 
so  daß  er  für  Kristalle,  an  denen 
die  Flächen  der  trigonalen  Tra- 
pezoeder  auftreten,  aus  deren 
Lage  vorherbestimmt  werden 
kann.  Das  Drehungsvermögen 
ist  nämlich  ein  linkes  oder 
rechtes,  je  nachdem  die  Flächen 
der  trigonalen  Pyramide  5  =(1121)  und  der  am  häufigsten  auftreten- 
den direkten  Trapezoeder  a;  =  (5161),  y  =  (4151),  w  =  (3141)  links 
oder  rechts  unten  an  den  Flächen  des  positiven  Grundrhomboeders 
p  ==  (1011)  liegen  (siehe  Fig.  121). 

Biot  fand  sehr  bald  nach  Aragos  Entdeckung  (1815),  daß  auch 


lin/ccr 

QiuirzkiystaU 
Fig.  121. 


1)  J.  B.  Biot,  Mem.  Cl.  sc.  math.  phys.   de  Imst.  Paris  1812.  13  (1814), 
p.  218;  Mem.  d.  l'acad.  Paris  1817,  2  (1819)^  p.  41. 

2)  J.  Herschel,   Cambr.    Phil.    Soc.   Trans.   1   (1821),   p.  43;   Edinb.  Phil. 
Joum.  4  (1821),  p.  371;  6  (1822),  p.  379. 
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gewisse  organische  Flüssigkeiten,  z.  B.  Terpentinöly  optisches  Drehungs- 
vermögen,  analog  dem  des  Quarzes  in  der  Richtung  der  Hauptachse, 
besitzen,  allerdings  meist  in  sehr  viel  schwächerem  Maße,  so  daß  die 
Erscheinungen  erst  in  Schichten  von  mehreren  cm  oder  dm  Dicke 
merklich  werden.  Natürlich  ist  hier  das  Drehungsvermögen  für  alle 
Fortpflanzungsrichtungen  das  gleiche.  Viel  später  erst  entdeckte 
Mar b ach ^)  das  Vorkommen  von  optischem  Drehungsvermögen  an 
regulären  Kristallen  (NaClOj,  NaBrOj,  essigsaurem  Uranylnatrium), 
die  sich  dann  ganz  wie  die  optisch  drehenden  Flüssigkeiten  verhalten. 
Femer  wurde  das  dem  Quarz  analoge  Verhalten  an  einer  Reihe 
anderer  optisch  einachsiger  Kristalle  und  ganz  neuerdings  auch  an 
einigen  optisch  zweiachsigen  Kristallen  in  den  Richtungen  der  Bi- 
normalen nachgewiesen,  worauf  wir  später  zurückkommen  werden. 

2.  MeBBiing  des  Drehungsvermogens ;  Abhängigkeit  von  der 
Farbe.  Die  Messung  des  Drehungsvermögens  für  eine  bestimmte  Farbe 
kann  in  einfachster  Weise  dadurch  geschehen,  daß  man  den  Winkel 
bestimmt,  um  den  der  Analysator  gedreht  werden  muß,  um  das  ur- 
sprünglich dunkle  und  durch  Einschaltung  der  zu  untersuchenden 
Platte  aufgehellte  Gesichtsfeld  eines  Polarisationsapparates  für  paral- 
leles Licht  wieder  zu  verdunkeln. 

Bei  der  Einstellung  auf  größte  Dunkelheit  ist  indessen  nur  bei 
sehr  intensivem  und  vollkommen  homogenem  Lichte  eine  große  Ge- 
nauigkeit zu  erreichen.  Man  wendet  daher  bei  den  Polarisations- 
apparaten, die  zur  Messung  des  optischen  Drehungsvermögens,  speziell 
desjenigen  von  Flüssigkeiten,  bestimmt  sind  (Polaristrobometern, 
Sacharimetem)  andere  Einstellungsmerkmale  an, 
auf  die  wir  aber  nicht  näher  eingehen  wollen. 
Es  sei  nur  bemerkt,  daß  die  genauesten  Mes- 
sungen mit  den  sogen.  Halbschattenapparaten 
erreicht  werden,  die  z.  B.  darauf  beruhen,  daß 
die  Hälfte  des  Gesichtsfeldes  von  einer  Kristall- 
platte bedeckt  ist,  die  eine  Phasendifferenz  von 
(2»  +  l)5r  erzeugt,  also  der  Polarisationsebene 

\  '        /  o  y  .  Fig.  182. 

des   aus  dem  Polarisator   austretenden  Lichtes 

OP'  eine  zu  der  ursprünglichen  OP^  in  bezug  auf  den  Haupt- 
schnitt (O/SJ  der  Platte  spiegelbildliche  Lage  erteilt  (siehe  Fig.  122, 
wo  die  von   der  Kristallplatte    bedeckte   Hälfte    durch    Schraffierung 

1)  H.  Marbach,  Pogg.  Ann.  91  (1854),  p.  482;  94  (1865),  p.  412;  99  (1856), 
p.  451;  C.  R.  Paris  40  (1855),  p.  793. 
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gekennzeiclinet  ist);  der  Analysator  wird  dann  so  gestellt,  daß  beide 
Hälften  des  Gesichtsfeldes  gleich  heU  erscheinen,  was  eintritt,  wenn  die 
Schwingungsrichtung  des  Analysators  (OÄ)  zu  einer  der  Schwingungs- 
richtungen der  festen  Eristallplatte  parallel  oder  senkrecht  ist  Ahnlich 
ist  das  Prinzip  des  Lippich -Landoltschen  Polarimeters,  nur  daß  statt 
der  doppeltbrechenden  planparallelen  Platte  ein  Polarisationsprisma 
mit  gegen  den  Polarisatorhauptschnitt  passend  geneigter  Polarisations- 
ebene benutzt  wird. 

Alle  diese  Apparate  erfordern  Beleuchtung  mit  homogenem  Licht. 
Wenn  es  sich  darum  handelt,  die  Abhängigkeit  des  Drehungsvermögens 
von  der  Wellenlänge  zu  untersuchen,  ist  es  bequemer,  weißes  Licht 
einfallen  zu  lassen  und  dieses  nach  seinem  Austritt  aus  dem  Ana- 
lysator spektral  zu  zerlegen.  In  dem  Spektrum  werden  alle  diejenigen 

Strahlenarten  fehlen,  für  welche  der  Drehungswinkel  =;i;±(2«  +  l)— 

ist,  wenn  %  d®^  Winkel  zwischen  Analysator-  und  Polarisatorhaupt- 
schnitt bezeichnet.  Das  Spektrum  wird  also  (bei  hinreichender  Dicke 
der  Platte)  an  gewissen  Stellen  schwarze  Streifen  aufweisen,  deren  An- 
zahl im  sichtbaren  Spektinim  um  so  größer  ist,  je  dicker  die  Platte, 
und  welche  sieh  hei  Drehung  des  Analysators  stetig  verschiSen  und  zwar 
nach  dem  roten  oder  violetten  Ende  des  Spektrums  hin,  jenachdem 
die  Drehung  des  Analysators  entgegengesetzt  oder  gleichsinnig  zur 
Drehung  der  Polarisationsebene  in  der  untersuchten  Platte  geschieht. 
Benutzt  man  nun  Sonnenlicht,  so  kann  man  demnach  durch  Drehung 
des  Analysators  einen  der  erwähnten  schwarzen  Streifen  sukzessive 
mit  verschiedenen  Fraunhoferschen  Linien  zur  Koinzidenz  bringen  und 
auf  Grund  obiger  Beziehung  die  Drehung  der  Polarisationsebene  für 
die  entsprechenden  Wellenlängen  bestimmen  — ,  zunächst  allerdings 
nur  bis  auf  ein  ganzes  Vielfaches  von  tc,  welches  aber  tatsächlich 
nicht  zweifelhaft  sein  kann,  weil  erfahrungsmäßig  das  Drehungs- 
vermögen stets  annähernd  proportional  mit  -y^  ist^).    Die  Anzahl  der 

dunklen  Streifen  im  Spektrum  ist  um  so  größer,  je  dicker  die  Platte 
ist,  und  da  die  Schärfe  der  Streifen  mit  ihrer  Anzahl  zunimmt,  so 
sind  für  genaue  Messungen  nach  dieser,  zuerst  von  Broch  angewandten 
Methode   dicke  Platten   zweckmäßig,  obgleich    die  Verschiebung  der 

1)  Natürlich  ergibt  auch  die  Einstellung  auf  Auslöschung  im  homogenen 
Licht  das  Drehungsvermögen  nur  bis  auf  ein  Vielfaches  von  tt,  über  weiches 
entweder  nach  dem  oben  Gesagten  durch  Beobachtung  mit  Licht  anderer  Wellen- 
länge, oder  aber  durch  Anwendung  einer  anderen  Plattendicke  entschieden 
werden  muß. 
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Streifen  durch  eine  bestimmte  Drehung  des  Analysators  bei  geringerer 
Streifenanzahl  oder  größerem  Streifenabstand  größer  ist. 

Die  Messungen  von  Broch^),  Stefan'),  v.  Lang'),  Soret  und 
Sarasin^)  am  Quarjs  ergaben  für  die  wichtigsten  Fraunhoferschen 
Linien  folgende  Werte  der  spezifischen^  d.  h.  auf  1  mm  Dicke  bezogenen 
Drehung  q  bei  20^  C: 


Q  nach: 

Linie 

'  Soret  u. 

1 

Broch 

Stefan 

V.  V.  Lang 

Sarasin 
15,746 

B 

16,300 

16,65« 

C 

17,24« 

17,22« 

17,299     .     17,318 

D 

21,67« 

21,67« 

21  727       1  ^^'^®* 
^^'^^^       1  21,727 

E 

1    27,46 

27,46 

27,643 

F 

,    32,50 

32,69 

32,722     '     32,773 

G 

42,20 

42,37 

42,604 

H 

50,98« 

51,198 

Damit  in  dem  Spektralbereich  zwischen  B  und  G  mehr  als  ein 

180 

dunkler  Streifen  auftritt,  muß  die  Quarzplatte  mindestens  -t='  =»  6,7  mm 
dick  sein. 

Für  ein  größeres  Spektralbereich  erweist  sich  das  Biotsche  Gesetz 
nicht  mehr  als  genügende  Annäherung,  sondern  muß,  wie  Boltzmann 
nachgewiesen  hat,  durch  ein  Gesetz  von  der  Form 


A     ,    B 


+  -  +  ■''-  + 
^  A»  ^  x»  ^ 


(1) 

ersetzt  werden.  Sehr  genaue  Messungen  von  Soret  und  Sarasin^), 
welche  sich  auf  das  Bereich  von  der  Linie  A{X=^  760 •  10~^ mm  in  Luft) 
bis  zur  Cadmiumlinie  Cd  26  {X  =  214,3  •  10-*)  erstrecken,  führen  auf 
folgende  Werte  der  Konstanten  für  Quarz  bei  20®  C: 

A  =  7,060741. 10-«,    B- 0,168  535. 10-",     T  =  -0,002  589  49- 10- 1«, 

A-0,000130708   10-^ 

Die    Drehungen    für    die    erwähnten    Grenzen   des   untersuchten   Be- 


1)  Broch,  Rep.  der  Phys.  7  (1846)  p.  91,  113;  Ann.  chim.  phyg.  (3)  34  (1862), 
p.  119. 

2)  Stefan,  Wiener  Ber.  5QII  (1864),  p.  380;  Pogg.  Ann.  122  (1864),  p.  631. 

3)  V.  V.  Lang,  Wiener  Ber.  7411  (1876),  p.  209. 

4)  Soret  und  Sarasin,  C.  B.  95  (1882),  p.  635. 

6)  J.  L.  Soret  und  E.  Sarasin,  Arch.  sc.  phys.  nat.  Gen^ve  (2)  54  (1876), 
p.  268;  (3)  8  (1882),  p.  6,  97,  201. 
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reiches  betragen  12,666^  bezw.  235,972<>.  Für  ultrarote  Strahlen  von 
der  Wellenlänge  2140  ju-ft  ist  nach  Carvallo^)  g  ==  1,61®. 

3.  Natur  der  anftretenden  Interferenzfarben.  Die  Farben, 
welche  bei  Anwendung  weißen  Lichtes  auftreten,  bestimmen  sich  da- 
durch, daß  die  Gesamtintensität  des  aus  dem  Analysator  austreten- 
den Lichtes,  wenn  man  von  der  Schwächung  durch  Absorption  und 
Reflexion  absieht,  gegeben  ist  durch: 

(2)  J=:Sa,'cos\x±l9z), 

WO  a^  die  Amplitude  des  einfallenden  Lichts  von  der  Wellenlänge  A, 
Qj^  das  spezifische  Drehüngsvermögen,  l  die  Dicke  der  Platte  bezeichnet, 
und  das  obere  Vorzeichen  für  eine  rechts-,  das  untere  für  eine  links- 
drehende Platte  gilt.  Man  erkennt  hieraus  zunächst  die  schon  in  §  1 
hervorgehobene  Tatsache  der  Änderung  der  resultierenden  Farbe  mit 
dem  Winkel  %  ^©8  Analysators  gegen  den  Polarisator.  Diese  Ände- 
rung wird  dann  am  stärksten  sein,  wenn  die  gelben  Strahlen  von 
der  Wellenlänge  550/i.ft,  welche  im  weißen  Licht  die  größte  Intensität 
besitzen,  ausgelöscht  werden.  Dies  tritt  bei  gekreuzten  Polarisatoren 
für  eine  Quarzplatte  von  7,50  mm,  bei  parallelen  für  eine  solche  von 
3,75  mm  Dicke  ein,  da  erstere  die  Polarisationsebene  jener  Strahlen 

um  180®,  letztere  um 
90®  dreht.  (Siehe  ne- 
benstehende Figuren, 
welche  die  Drehungs- 
Winkel  von  OP^  aus 
für  die  Fraunhofer- 
schen  Linien  B,  C,  D, 
E,  F,  G  für  diese 
Plattendicken  eines 
rechten  Kristalls  ver- 
anschaulichen.) Die  Literferenzfarbe  ist  dann  ein  Violett,  welches  bei 
einer  geringen  Drehung  des  Analysators  im  Sinne  des  Drehungsver- 
mögens der  Platte  in  Rot,  bei  entgegengesetzter  Drehung  in  Blau 
übergeht  { —  „empfindliche"  oder  „Übergangs -Farbe"  — ).  Diese  Far- 
benänderung tritt  besonders  deutlich  hervor,  wenn  man  eine  links- 
drehende und  eine  gleich  dicke  rechtsdrehende  Platte  nebeneinander- 
kittet; denn  die  so  zusammengesetzte  Doppelplatte  wird  nur  dann  ein- 
heitlich  violett  gefärbt  erscheinen,  wenn  die  Nikols  genau  gekreuzt 


/  =  7,50  mm. 


Fig.  123. 


l  —  8,75  mm. 


1)  E.  Carvallo,  Ann.  chim.  phys.  (6)  26  (1892),  p.  113. 
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bezw.  parallel  sind^  während  bei  jeder  kleinen  Abweichung  von  dieser 
Stellung  die  eine  Hälfte  der  Doppelplatte  mehr  rötlich,  die  andere 
mehr  bläulich  erscheint.  Eine  solche,  zuerst  von  Soleil  angewandte 
Doppelplatte  kann  daher  dazu  dienen,  die  Polarisationsebene  des 
Analysators  genau  senkrecht  bezw.  parallel  zu  der  des  einfallenden 
Lichtes  zu  stellen  *und  dadurch  die  letztere  zu  bestimmen.  Sie  findet 
daher  z.  B.  bei  den  Sacharimetem  Verwendung.  Man  kann  sie  auch 
bei  Beobachtung  mit  homogenem  gelbem  Lichte  benutzen,  indem  man 
auf  gleiche  Helligkeit  beider  Plattenhälften  einstellt. 

Berücksichtigt  man,  daß  q  annähernd  proportional  mit  -y,-  ist,  so 

zeigt  der  Vergleich  der  Formel  (2),  S.  298,  mit  (2)  bezw.  (2»)  in  I, 
Kap.  Vni,  daß  die  Litensitätsverteilung  in  dem  aus  dem  Analysator 
aastretenden  Licht  einem  ganz  anderen  Gesetze  folgt,  als  im  Falle  einer 
nichtdrehenden  doppeltbrechenden  Platte.  Demzufolge  sind  auch  die 
Literferenzfarben,  welche  eine  Platte  mit  reinem  Drehungsvermögen 
zeigt,  ganz  verschieden  von  denen,  die  eine  gewöhnliche  doppeltbrechende 
KristaUlamelle  aufweist.  Bei  Zunahme  der  Dicke  werden  auch  die 
Farben  einer  drehenden  Platte  immer  matter  und  gehen  in  ein  Weiß 
höherer  Ordnung  über;  doch  tritt  dies  erst  bei  einer  erheblich  größeren 
Dicke  ein,  als  für  die  Interferenzfarben  gewöhnlicher  Kristallplatten. 
Die  Farben,  welche  man  bei  zwei  zueinander  senkrechten  Stellungen 
des  Analysators  erhält,  sind  Tcomplementäry  da  die  für  %  und  %  ±  90® 
gebildeten  Ausdrücke  (2)  als  Summe  ^d^^  d.  i.  Licht  von  derselben 
Zusammensetzung  wie  das  einfallende,  ergeben.  Läßt  man  das  aus 
der  drehenden  Platte  austretende  Licht  statt  durch  ein  Nikol  durch 
ein  Kalkspatspaltungsstück  gehen,  so  erblickt  man  demnach  zwei 
komplementär  gefärbte  Bilder  nebeneinander. 

4,  Drehungsvermögen  verschiedener  optisch  einachsiger  und 
regulärer  Kristalle.  Für  die  wichtigsten  optisch  einachsigen  oder 
isotropen  kristallisierten  Substanzen,  welche  Drehungsvermögen  zeigen, 
folgt  nachstehend  dessen  Größenangabe  für  je  eine  Farbe. 

Trapezoedrische  Hemi'ddrie  des  rhomboedrischen  Systems: 
Quarz:  siehe  oben,  §  2. 

Zinnober  (HgS)  q  =  325^  (rotes  Licht)  [Des  Cloizeaux]. 

Unterschwefels.  Kalium  (K^SgOg)  8,38«  (Na-Licht)  j 

Blei(PbS,0e.4H,0)  5,53«  (Na)  "-^""P^' 

„  Strontium(SrS,06-4H20)  3,39<>  (mitü.Gelb)      y    .\ 

Calcium  (CaS.O6.4H2O)  2,P     (Grün)         |    ^^^^®^J- 
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Weinsaures  Rubidium  (RbgC^H^O«)  10,2  (Na)  \   rrr   m      i  -i 

Caesium  (C&fififi,)      14— 19^       „     J    ^       AraubeJ. 
BenzU  (C^Hß  •  CO  •  CO  •  CgHs)  24,8«     (Na)  [Des  Cloizeaui]. 

Laurineenkampher  (C^oHigO)  0,65^      „     [v.  Seherr-Thoss]. 

Matikokampher  (CiXo^)  2,07«      „     [Hintze]. 

Tetartoedrie  des  rhomboedrischen  Systems: 
Natriumperjodat  (NaJO^  •  3Hj,0)     23,3®  (Na)  [P.  Groth]. 

Heniimorphe  Tetartoedrie  des  hexagonalen  Systems: 
Kaliumlithiumsulfat  (KLiSOJ         3,44«  (Na)  [H.  Traube]. 

Trapezoedrische  Hemiedrie  des  hexagonalen  Systems: 
Weinsaures  Antimonoxyd-Cinchonin  (mit  5 H,0)  9,79°  (Na)  [H.  Traube]. 

Trapezoedrische  Hemiedrie  des  tetragonalen  Systems: 
Ghianidinkarbonat  (CN8H5)jH2C03  14,58°  (Na)  [Bodewig]. 

Strychninsulfat  (CgiH,,NjO,)S208  •  13H,0       13,25°  (Na)  [H.  Traube]. 
Äthylendiaminsulfat  C2H^(NH,)jH8SO^  15,5°     (Na)  [V.  v.  Lang]. 

Diacetylphenolphtalein  C,oHi20^(CjjH30)8       19,7°     (Na)  [Bodewig]. 
Saures  äpfelsaures  Zink  mit  2H80  3,02°     (Na)  [H.  Traube]. 

Tetartoedrie  des  regulären  Systems: 
Natriumchlorat  NaClO,  3,16  (Na)     [Sohncke]. 

Natriumbromat  NaBrO^  2,17  (Na)     [H.  Traube], 

üranylnatriumacetat  Na ü 0,(0,11302)3  1,48  (Na)  ,, 

Natriumsulfantimoniat  Na8SbS^.9H20  2,67  (gelb)   [H.  Marbach]. 

Alle  hier  aufgezählten  Kristallgruppen  sind  solche,  in  welchen 
enantiomorphe  Formen  vorkommen.  In  der  Tat  ist  der  Vorgang  der 
Drehung  der  Polarisationsebene  in  regulären  Kristallen,  sowie  in  ein- 
achsigen für  die  sich  parallel  der  Hauptachse  (ausgezeichneten  Sym- 
metrieachse) fortpflanzenden  Strahlen  seiner  Natur  nach  nur  mit  einer 
solchen  Kristallsymmetrie  verträglich,  bei  welcher  es  spiegelbildlich 
gleiche,  nicht  deckbare  rechte  und  Unke  Formen  gibt').  Dieser  Satz 
ist  aber,  wie  es  scheint,  nicht  umkehrbar,  d.  h.  es  gibt  auch  einachsige 
und  reguläre  Kristalle  von  enantiomorpher  Symmetrie,  bei  welchen 
bisher  kein  Drehungs vermögen  beobachtet  werden  konnte,  z.  B.  die 
regulär -tetartoedrischen  Nitrate  von  Baryum,  Strontium  und  Blei. 
Dabei   bleibt  freilich  noch  die  Möglichkeit,  daß  sich  bei  diesen  das 


1)  Dies  gilt  jedoch  nicht  für  das  etwaige  Drehungsvermögen  optisch  zwei- 
achsiger Kristalle  in  den  Richtungen  der  Binormalen;  denn  hier  kann  z.  6.  der 
Drehungssinn  für  die  beiden  Binormalen  eines  rhombischen  Kristalls  entgegen- 
gesetzt sein,  wodurch  das  optische  Verhalten  derselben  offenbar  mit  der  Existenz 
von  Symmetrieebenen  vereinbar  wird  (siehe  §  8) 


6.   Drehimgsvermögen  optisch  zweiachsiger  Kristalle.  301 

Drehongsvermögen  nur  durch  zu  geringe  Größe  der  Wahrnehmung ' 
entzogen  hat,  was  um  so  leichter  denkbar  ist,  als  die  fraglichen  '■ 
Kristalle  meist  mehr  oder  weniger  starke  optische  Anomalien  aufweisen.. 

6«  DrehtmgBvermögen  opttsoh  zweiachsiger  Kristalle.  Die  schon 
1837  von  Mac  CuUagh*)  ausgesprochene  Vermutung,  daß  auch  optisch 
zweiachsige  Kristalle  optisches  Drehungsvermögen  besitzen  können, 
fand  ihre  erste  Bestätigung  durch  die  Beobachtungen  von  Mach  und 
Merten,  wonach  ein  durch  Druck  senkrecht  zur  Hauptachse  zweiachsig 
gemachter  Quarzkristall  in  den  Richtungen  der  Binormalen  sein 
Drehungsvermögen  beibehält  (Näheres  hierüber  siehe  in  Kap.  III,  §  3.) 
Die  Existenz  von  Drehungsvermögen  in  von  Natur  optisch  zwei- 
achsigen Kristallen  ist  hingegen  erst  vor  kurzem  zum  »ersten  Male 
von  Pocklington^)  nachgewiesen  worden,  und  zwar  an  den  Kristallen 
von  Rohrzucker  und  Seignettesalz  (rechts  weinsaurem  Kali -Natron). 
Derselbe  beobachtete  an  Platten  senkrecht  zu  einer  Binormale,  daß 
die  durch  die  Spur  der  Binormale  hindurchgehende  Isogyre  nicht  bei 
gekreuzten  Nikols^  sondern  erst  bei  einer  gewissen  Drehung  des  Ana- 
lysators aus  der  gekreuzten  Stellung  hinaus  ganz  dunkel  erscheint; 
aus  dieser  Drehung  ergibt  sich  sogleich  der  Wert  des  Drehungs- 
vermögens  p  für  die  betreffende  Binormalenrichtung.  Pocklington 
fand  so  für  Na-Licht  und  1  mm  Dicke:  bei  Seignettesalz  (rhombisch- 
hemiedrisch)  Q  =  — 1,2^  für  beide  Binormalen,  bei  Bohrzucker  (monoklin- 
hemimorph)  p  =  +  2,2*^  für  die  zur  Spaltungsfläche  nahe  senkrechte, 
=  —  6,4^  für  die  andere  Binormale.  Da  die  Binormalen  des  Rohr- 
zuckers in  der  zur  Symmetrieachse  senkrechten  Ebene  liegen  und 
also  kristallographisch  ungleichwertige  Richtungen  sind,  so  ist  die 
Verschiedenheit  der  beiden  Werte  von  q  verständlich  (siehe  unten, 
Kap.  II,  §  4  u.  10). 

Eine  Messung  des  Drehungsvermögens  des  Rohrzuckers  in  der 
Richtung  der  einen  (zur  Spaltungsfläche  nahe  senkrechten)  Binormale 
hat  auch  W.  Voigt')  ausgeführt  und  für  Na-Licht  eine  Drehung  von 
etwa  1®  nach  links  gefunden.  Um  die  geringe  Drehung  in  der  Rich- 
tung der  Binormale  messen  zu  können,  war  es  notwendig,  mit  einem 
Femrohr  zu  beobachten  und  die  hellen  Felder  in  der  Umgebung  der 
Binormalenspur  mittels  eines,  dem  Isogyrenbalken  parallel  gestellten 
Spaltes  abzublenden. 


1)  MacCullagh,  Trans.  Irish.  Acad.  17,8,  p.  461. 

2)  H.  C.  Pocklington,  Phil.  Mag.  (6)  2  (1901),  p.  368. 
8)  W.  Voigt,  Göttinger  Nachr.  1903,  p.  184. 
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Weitere  Beobachtungen  liegen  von  Dufet^)  vor,  der  dabei  einen 
gewöhnlichen  Polarisationsapparat  für  konvergentes  Licht,  jedoch  mit 
sehr  schwachen  Kondensorlinsen  und  starkem  Okularmikroskop,  be- 
nutzte. Derselbe  fand  die  Resultate  Pocklingtons  für  Zucker  und 
Kali-Seignettesalz  nahezu  bestätigt  (für  letzteres  p  =  —  1,35  statt  —  1,2) 
und  bestimmte  femer  folgende  Werte  des  Drehungsvermögens  in  den 
Binormalenrichtungen  anderer  rhombischer  und  monokliner  Kristalle 
für  Na-Licht. 

Rhombische  hemiedrische  Kristalle: 
Magnesiummlfat  (MgS04  +  TH^O)  +  2,6"  (an  Kristallen,  welche  die 

Sphenoidflächen  an  der  stumpfen  Prismenkante  oben  links  zeigten), 
Natnumphosphat  (NaH^PO^  +  2E^0)  -  4,45», 
d-mähtfl-a-glukosid  —4,4®  (in  Lösung  rechtsdrehend), 
Ammoniak' Seignettesdlz  +  1,55®  (in  Lösung  rechtsdrehend). 

Monoklin-hemimorphe  Kristalle: 
Weinsäure,  Für  beide  Binormalen,  deren  Ebene  senkrecht  zur  optischen 

Symmetrieebene  steht,  (>-  +  ll,4®;  (für  Li-Licht  8,55®,  fürTl  14,23®; 

die  Dispersion  ist  also  ganz  ähnlich  wie  bei  Quarz). 
'  Bhamnose.    Binormalen  in  der  optischen  Symmetrieebene;  für  die  eine 

()  =  +  12,9®,  für  die  andere  +  5,4®.     Dispersion  des  Drehungs- 
vermögens ähnlich  wie  bei  Quarz. 

Letztere  Substanz  läßt  wegen  ihrer  schwachen  Doppelbrechung 
das  Drehungsvermögen  besonders  gut  wahrnehmen;  man  erkennt  es 
leicht  an  der  Unterbrechung  der  Isogyren-Hyperbeln,  sowie  auch  an 
den  Spiralen,  welche  bei  Anwendung  eines  zirkularpolarisierenden 
Analysators  (oder  Polarisators)  auftreten*)  (siehe  Kap.  III,  §  7). 

6,  Drehungsvermögen  gelöster  und  amoipher  Substanzen; 
Pasteursoher  Satz.  Viele  organische  Verbindungen  besitzen  be- 
kanntlich in  gelöstem  Zustande  Drehungsvermögen,  welches  dann 
einem  asymmetrischen  Bau  ihres  Moleküls  zugeschrieben  wird.  Nach 
einem  von  Pasteur  aufgestellten  und  seitdem  stets  bestätigten  Satze 
kristallisieren  diese  Substomzen  in  enantiomorphen  Formen.  Die  hieiv 
durch  nahe  gelegte  Vermutung,  daß  die  im  kristallisierten  Zustand 
drehenden  Substanzen  diese  Eigenschaft  auch  im  gelösten  bezw. 
amorphen  Zustande    beibehalten   werden,   hat  sich  indessen   nur   für 


1)  H.  Dufet,    Joum.    de   phya.    (4)    3  (1904),  p.  767;  Bull.  boc.  fraD9.  de 
min.  27  (1904),  p.  15G. 

2)  In  der  Yorstehend  zitierten  Arbeit  finden  sich  photographische  Abbildungen 
dieser  Erscheinungen. 
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wenige  zutreffend  erwiesen,  und  auch  bei  diesen  ist  das  Drehungs- 
vermögen  in  der  Lösung,  wenn  es  für  die  Dichte  der  festen  Substanz 
berechnet  wird,  der  Größe  und  selbst  dem  Sinne  nach  meist  unab- 
hängig Yon  demjenigen  der  Kristalle.  Hierher  gehören  von  optisch 
zweiachsigen  Kristallen  z.  B.  Zucker  und  Seignettesalz,  die  in  Lösung 
schwächer  drehen  als  im  kristallisierten  Zustand  in  der  Richtung  der 
Binormalen,  ferner  von  optisch  einachsigen  Kristallen  weinsaures  Ru- 
bidium, welches  im  kristallisierten  Zustande  etwa  15  mal  so  stark  und 
entgegengesetzt  dreht  als  im  gelösten,  sowie  weinsaures  Antimonoxyd- 
Cinchonin,  saures  äpfelsaures  Zink,  Maticokampfer,  welche  im  kristalli- 
sierten  Zustand  zwar  gleichsinniges,  aber  viel  stärkeres  Drehungs- 
yermögen  besitzen,  wie  in  Lösung.  Dagegen  hat  H.  Traube  für  Lau- 
rineenkampfer und  Patchoulikampfer  nachgewiesen,  daß  das  Drehungs- 
vermögen im  kristallisierten  und  amorphen  (geschmolzenen  oder  ge- 
lösten) Zustande  fast  das  gleiche  ist\)  (bei  letzterer  Substanz  —1,325 
und  —1,24  bis  -  1,31,  bei  ersterer  +Oßb  und  +0,554»  für  Na-Licht). 
Da  diese  Substanzen  in  Lösung  verhältnismäßig  sehr  starkes  Drehungs- 
vermögen  besitzen,  so  ist  es  (wie  H.  Traube  betont)  immerhin  wohl 
möglich,  daß  viele  in  Lösung  drehende  Körper  ihr  Drehungsvermögen 
beim  Kristallisieren  beibehalteo,  und  daß  die  Drehung  der  Kristalle 
sich  nur  wegen  deren  Kleinheit  oder  optischer  Anomalien  der  Be- 
obachtung bisher  entzogen  hat. 

Wir  werden  übrigens  weiter  unten  sehen,  daß  die  Theorie  der^ 
optisch  drehenden  Substanzen  einen  einfachen  Zusammenhang  zwischen 
dem    Drehungsvermögen    einachsiger   Kristalle    in   der   Richtung    der 
Hauptachse  oder  zweiachsiger  in  den  Binormalenrichtungen  und  dem- 
jenigen ihrer  Lösung  im  allgemeinen  nicht  erwarten  läßt. 

7.  Erklärung  der  Drehtmg  der  Polarisationsebene  nach  Fresnel. 

Fresnel*)  zeigte  bald  nach  der  Entdeckung  der  Drehung  der  Polari- 
sationsebene im  Quarz,  daß  dieselbe  durch  die  Fortpflanzung  ziveier 
entgegengesetzt  zirhularpolarisierter  Wellen  mit  verschiedener  Geschwin- 
digkeit zu  erklären  ist.  Gemäß  §  6  der  Einleitung  sind  die  recht- 
winkligen Komponenten  einer  rechts-zirkularen  Schwingung  von  der 
Form 


1)  H.  Traube.  Berliner  Sitzungsber.  (189ö),p.  196.    Vgl.  auch  W.J.  Pope, 
Joum.  Chem.  Soc.  London  69  (1896),  p.  971. 

2)  A.  Fresnel,  Ann.  chim.  phys.  (2)  28  (1826),  p.  147,  Pogg.  Ann.  21  (1831), 
p.  276,   Oeuvres  compl.  I,  p.  731. 
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w  =  ^  sin  I  23r  (^  ~  ~A  —  A^}  =  ^  sin (r  —  A^), 
(3) 

V  ^Ä  cos  {2;r  {f—^)  -  \]  =  -^co8(t  -  A^), 

ebenso  diejenigen  einer  links -zirkulären: 

u^      J.sin  {2jnpf^  — yj  —  Aij  =      J.8in(T-A,), 

(30  ^ 

v  =  — ^co8{23c(^—  y)  —  A;}  =  — ^cos(r  — Aj). 

Bei  Koexistenz  beider  ist 

u  «•  J.(cos  Ar  +  cos  Ai)  sin  r  —  J.(sin  Ar  +  sin  Ai)  cos  r, 

V  =  J.(cos  Ar  —  cos  Ai)  cos  T  +  ^.(sin  Ar  —  sin  Ai)  sin  r , 
oder 

„  =  2^co8^^'sm(T-^4^'), 

Die  Komponenten  der  resultierenden  Schwingung  haben  also  gleiche 
Phase,  aber  verschiedene  Amplitude;  d.  h.  sie  entsprechen  einer  gerad- 
linigen Schwingung,  deren  Azimut  mit  der  X-Achse  den  (nach  links 
positiv  gezählten)  Winkel 

bildet,  welcher  also  der  halben  Phasendi£ferenz  der  beiden  zirkulären 
Schwingungen  gleich  ist.  Demnach  ergibt  die  Interferenz  zweier  ent- 
gegengesetzt rotierender  zirkularer  Schwingungen  von  gleicher  Ampli- 
tude und  veränderlicher  Phasendiflferenz  in  der  Tat  eine  geradlinige 
Schwingung  von  veränderlichem  Azimut.  Natürlich  kann  man  auch 
umgekehrt  gemäß  den  Formeln  (3),  (3')  eine  geradlinige  Schwingung 
in  zwei  entgegengesetzt  zirkuläre  von  gleicher  Amplitude  zerl^en. 
Diese  Zerlegung  findet  nun  nach  Fresnel  wirklich  statt,  wenn  eine 
linear  polarisierte  Welle  in  ein  Medium  mit  optischem  Drehungs- 
vermögen —  oder,  wie  man  deswegen  auch  sagt,  ein  zirhdarpoiari- 
sierendes  Medium  —  eintritt.  Die  beiden  zirkularpolarisierten  Wellen 
pflanzen  sich  in  diesem  mit  verschiedenen  Geschwindigkeiten  Orj  Ot 
fort  und  erhalten  dadurch,  wenn  die  zirkularpolarisierende  Platte 
die  Dicke  d  hat,  bis  zu  ihrem  Austritt  aus  letzterer  die  Pha^en- 
differenz 


7.  £rklftning  der  Diehong  der  Polarisationsebene  nach  FresneL        305 


wo  X  die  Wellenlänge  im  leeren  Ranme  bezeichnet. 

Sie  setzen  sich  dann  nach  obigem  zu  einer  linearen  Schwingung 
zusammen,  deren  Richtung  gegen  die  der  jBinfallenden  um  den 
Winkel 

nach  links  gedreht  ist.  Geometrisch  wird  dies  veranschaulicht  durch 
nebenstehende  Figuren.  In  Fig.  123*  repräsentieren  L  und  iJ,  sowie 
L'  und  ü'  gleichzeitige  Lagen 
der  den  Kreis  nach  links  bezw. 
rechts  durchlaufenden  End- 
punkte des  Lichtrektors  in 
den  beiden  zirkulären  Schwin- 
gungen^  in  welche  die  ein- 
fallende  lineare,   längs   OS^ 

stattfindende  Schwingung 
(wie  die  punktierten  Parallelo- 
gramme zeigen)  zerlegt  wer- 
den kann.  In  Fig.  123^  sind 
die  gleichzeitigen  Lagen  von  L  und  R  dargestellt,  nachdem  die  links- 
zirkulare  Schwingung  eine  dem  Bogen  LR  entsprechende  Phasen- 
yerzögerung  gegen  die  rechte  erhalten  hat;  man  sieht,  daß  sich  die 
beiden  zirkulären  Schwingungen  jetzt  zu  einer  linearen  zusammensetzen, 
deren  Richtung  05"  um  den  Winkel  y(LJR)«=|(A/-- Ar)  ——9  nach 
rechts  gedreht  ist,  —  in  Übereinstimmung  mit  dem  obigen  Rech- 
nungsresultat. 

Das  spezifische  Drehungsvermögen  q  steht  also  zu  den  Geschwindig- 
keiten der  beiden  eirkularpolarisierten  Wellen  in  der  Beziehung: 


Fig.  12s  a. 


Fig.  188  b. 


(4') 


P  =  Y  (i  -  i) 


f-  oder  die  rechts- 


und  ist  ein  linlfes  oder  rechtes,  je  nachdem  die 
rotierende  Welle  die  schnellere  ist. 

Die  DiflFerenz  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  oder  Brechungs- 
indizes der  beiden  zirkularpolarisierten  Wellen  ist  selbst  für  Körper 
mit  starkem  Drehungsvermögen  eine  sehr  geringe.  So  findet  man 
z.  B.  fdr  Quarz  aus  den  Stefanschen  Messungen  von  q  folgende  Werte 

der  Differenz   cOr  —  g)i  = (abgesehen  vom  Vorzeichen)  für  die 

Wellenlängen  der  Fraunhoferschen  Linien  B  bis  H: 


PookelB,  KrisUlIoptik. 


20 


306  U.  I.    Gninderscheinnngen  des  DrehungsvermögenB. 


l 

9 

Or —  ^l 

681  [1,(1 

15,55« 

0,000059 

6b6n[i 

17,22« 

0,000063 

589(111 

21,67» 

0,000071 

b2T  (1(1 

27,46« 

0,000080 

486(1(1 

32,69« 

0,000088 

431ftfi 

42,37« 

0,000101 

391  (1(1 

50,98« 

0,000111 

Pig.  124. 


Der  direkte  experimentelle  Nachweis ,  daß  sich  im  Quarz  parallel 
der  Hauptachse  wirklich  zwei  zirkularpolarisierte  Wellen  mit  ver- 
schiedenen Geschwindigkeiten  fortpflanzen,  erfordert  demgemäß  feine 
Hilfsmittel.  Dennoch  ist  derselbe  bereits  Fresnel^)  selbst  gelungen, 
indem  er  eine  Kombination  eines  stumpfwinkligen  Quarzprismas  mit 
zwei  rechtwinkligen  aus  entgegengesetzt  drehendem  Quarz  anwendete, 
die  zusammengekittet  ein  Prisma  von  rechtwinkligem  Querschnitt 
bildeten,   etwa   wie    Fig.  124    zeigt.      Die   Endflächen   BD  und    CE 

desselben  waren  senkrecht  zur 
optischen  Achse  geschlififen 
und  das  Prisma  BÄ  C  so,  daß 
seine  optische  Achse  der- 
jenigen (OZ)  in  den  anderen 
zwei  Prismen  parallel  zu  liegen 
kam.  Ein  senkrecht  zu  BD  einfallender  Strahl  wird  dann  in  zwei  ent- 
gegengesetzt zirkuläre  zerlegt,  und  diese  erfahren  an  der  Grenzfläche  AB 
eine  Brechung  in  entgegengesetztem  Sinne,  da  ja  derjenige  von  ihnen, 
welcher  im  Prisma  BDA  der  schnellere  war,  in  BA  C  der  langsamere 
wird  und  umgekehrt.  Ebenso  findet  an  der  Grenzfläche  AC  nochmals 
eine  Brechung  statt,  welche  die  Divergenz  der  beiden  Strahlen  OPQB 
und  OPQ'L  noch  verstärkt.  Beobachtet  man  durch  eine  solche 
Prismenkombination  eine  punkt-  oder  spaltformige  Lichtquelle,  so  er- 
blickt man  also  zwei  Bilder,  welche  bei  Anwendung  eines  drehbaren 
Analysators  stets  gleiche  Helligkeit  behalten.  Läßt  man  zirkular- 
polarisiertes Licht  einfallen  (wie  man  es  mittels  eines  ^A- Glimmer- 
blättchens  erzeugen  kann),  so  verschwindet  eines  der  Bilder,  was  be- 
weist, daß  die  beiden  gebrochenen  Strahlen  tatsächlich  entgegen- 
gesetzt zirkularpolarisiert  sind.  Übrigens  gelingt  dieser  Nachweis  bei 
Anwendung  eines  stark  vergrößernden  Femrohrs  auch  mit  einem  ein- 
fachen Quarzprisma,   dessen  brechender  Winkel  von  der  zur  Haupt- 


1)   A.  Fresnel,  Ann.  chim.  phya.  (2)  28  (1826),  p.  147;    (Euvrea  I,  p.  788. 
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achse  senkrechten  Ebene  genau  halbiert  wird^);  man  erhält  dann  die 
beiden  zirkularpolarisierten  Bilder^  wenn  man  auf  das  Minimum  der 
Ablenkung  einstellt,  und  zwar  beträgt  ihr  Winkelabstand  bei  einem 
Prisma  Ton  60®  für  Na-Licht  27",  Andere  auf  Interferenzerscheinungen 
beruhende  Beobachtungsmethoden  zum  Nachweis  der  Geschwindigkeits- 
differenz und  Zirkularpolarisation  der  zur  Hauptachse  parallelen  Strahlen 
im  Quarz  sind  von  Babinet,  Stefan  und  Cornu  angegeben  worden.*) 
Babinet  erzeugte  mittels  zweier  benachbarter  paralleler  Spalte,  die 
mit  zirkularpolarisiertem  Licht  von  entgegengesetztem  Rotationssinn 
(erhalten  mittels  eingeschalteter  ^/l-61immerblättchen)  beleuchtet  wur- 
den, ein  mit  einem  Analysator  beobachtbares  System  von  Interferenz- 
streifen; dasselbe  verschob  sich  dann  bei  Einschaltung  einer  genau 
senkrecht  zur  Achse  geschliffenen  Quarzplatte  je  nach  deren  Drehungs- 
sinne nach  der  einen  oder  anderen  Seite.  Noch  einfacher  ist  die 
neuestens  von  Voigt  vorgeschlagene  Versuchsanordnung,  wobei  sich 
die  Spalte  vor  den  beiden  Hälften  einer  Soleilschen  Doppelquarz- 
platte befinden  und  auf  beide  gleichsinnig  zirkularpolarisiertes  Licht 
auffällt;  wird  der  Rotationssinn  des  letzteren  (durch  Drehung  des 
|A-Blättchens  um  90^)  umgekehrt,  so  verschiebt  sich  das  Interferenz- 
streifensystem,  welches  man  in  einem  auf  die  Spalte  gerichteten  Fern- 
rohr beobachtet.  —  Für  zirkularpolarisierende  Flüssigl'eiten  ist  der  ent- 
sprechende experimentelle  Nachweis  nach  der  Fresnelschen  Prismen- 
methode (jedoch  wegen  der  hier  noch  viel  geringeren  Differenz 
Or  —  (Ol  unter  Anwendung  einer  Kombination  von  22  statt  3  Prismen) 
von  E.  V.  Fleischl  erbracht  worden.*) 


Zweites  Kapitel. 

Theorie  der  Lichtfortpflanznng  in  darchsichtigen  Kristallen  mit 
DrehnngsvermSgen. 

1.  Qualitative  Besultate  bezüglich  Fortpflanzungsgesohwindig- 
keit  und  Schwinsungsform  in  einachsigen  Kristallen.  Für  optisch 
isotrope  Medien  (also  auch  reguläre  Kristalle)  mit  Drehungsvermögen 

1)  V.  V.  Lang,  Wiener  Sitzungsber.  (2)  60  (1869),  p.  767;  Pogg.  Ann.  140 
(1870),  p.  460;    A.  Cornu,  C.  K.  92  (1881),  p.  1369. 

2)  Babinet,  C.  R.  4  (1837),  p.  900;  Pogg.  Ann.  42  (18.47),  p.  30;  Stefan, 
Wiener  Sitzungsber.  (2)  50  (1864:.  p.  380;  Pogg.  Ann.  124  (1865),  p.  623;  Cornu, 
C.  R.  92  (1881),  p.  1869. 

3)  E.V.  Fleischl,  Wiener  Sitzungsber.  1884;  Wied.  Ann.  24  (1886),  p.  127. 
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folgt  auB  den  im  yorhergehenden  Kapitel  besprochenen  Beobachtungen 
ohne  weiteres ,  daß  die  Wellenfläche  aus  0wei  hmeentrischen  Kugdn 
besteht.  Für  den  Quarz  und  die  anderen  optisch  einachsigen  Kristalle 
mit  Drehungsvermögen  in  der  Richtung  der  Hauptachse  war  aber 
aus  dem  Fresnelschen  Versuch  zunächst  nur  zu  schließen,  daß  sich 
die  beiden  Schalen  der  Wellenfläche  in  ihren  Schnittpunkten  mit  der 
Achse  nickt  berühren,  dagegen  hatte  man  noch  keinen  weiteren 
Anhaltspunkt  in  betreff  ihrer  Oestalt.  Airy^),  welcher  zuerst  das 
Verhalten  des  Quarzes  für  von  der  Hauptachse  abweichende  Strahlen 
untersuchte,  nahm  an,  die  Wellenfläche  im  Quarz  unterscheide  sich 
Yon  derjenigen  gewöhnlicher  einachsiger  Kristalle  nur  dadurch ,  daß 
sich  die  Kugel  und  das  Rotationsellipsoid  nicht  berühren,  wonach 
also  der  &angunterschied  der  beiden  sich  in  einer  gegen  die  Haupt- 
achse geneigten  Richtung  fortpflanzenden  Wellen  um  einen  konstanten 
Betrag  größer  wäre  als  in  einem  gewöhnlichen  einachsigen  Kristall. 
Diese,  an  sich  einfachste  Annahme  hat  sich  aber  sowohl  durch  die 
weiter  unten  pi  besprechende  von  verschiedenen  Seiten  in  Angriff 
genommene  theoretische  Behandlung  der  Lichtfortpflanzung  im 
Quarz,  als  auch  durch  Bestimmungen  der  Brechungsindizes,  welche 
V.  V.  Lang^)  an  einem  Quarzprisma  mit  zur  Hauptachse  senkrechter 
Kante  ausgeführt  hat,  als  unzutreffend  erwiesen.  Letztere  Bestim- 
mungen ergaben  z.  B.  für  die  Brechungsindizes  für  Na- Licht  in 
Richtungen,  die  mit  der  Hauptachse  die  angegebenen  Winkel  q) 
bilden,  folgende  Werte: 


9 

^0 

ne 

0« 

1,5441884 

1,6442602 

0^27' 

1,6441887 

1,6442606 

IH^X 

1,6441926 

1,5442649 

2'>48,4' 

1,6441942 

1,6442766 

4^40,4' 

1,6442048 

1,5443009 

6«  4,8' 

1,6442088 

1,6443043 

Man  sieht  hieraus  zunächst,  daß  der  Brechungsindex  der  ordentlichen 
(schnelleren)  Welle  nicht  mehr  konstant  ist,  sondern  in  der  Richtung 
der  Hauptachse  ein  Minimum  hat  und  mit  wachsendem  Winkel  <p 
sich   rasch   demjenigen  Werte    (1,5442243)   nähert,    welcher   für   die 


1)  G.  B.  Airy,  Cambridge  Phil.  Trans.  4  (1881),  p.  79,  198;   Pogg.  Ann.  23 
(1831),  p.  204. 

2)  V.  V.  Lang,  Wiener  Sitzungsber.  (2)  60  (1869),  p.  767:    Pogg.  Ann.  140 
(1870),  p.  460. 
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Fig.  1S5. 


Richtungen  senkrecht  zur  Hauptachse  gilt  und  fQr  (p  =^  25®  schon 
merklich  erreicht  ist.  Dagegen  ist  n^  für  die  Hauptachse  und  auch 
noch  für  wenig  gegen  dieselbe  geneigte 
Richtungen  etwas  größer,  als  derjenige  Wert, 
der  sich  aus  den  für  (p  =  90^  gültigen 
Brechungsindizes  (o  und  £  nach  dem  Huy- 
gensschen  Gesetze  berechnen  würde.  Die 
Normalenfläche  (und  ebenso  folglich  die 
Wellenfläche)  des  Quarzes  weicht  also  Ton 
derjenigen  eines  nichtdrehenden  positiv  ein- 
achsigen Kristalls  in  dem  Sinne  ab,  daß  in 
der  Nähe  ihrer  Pole  die  ordentliche  Schale 
der  Fläche  etwas  nach  außen,  die  außer- 
ordentliche  etwas  nach  innen  gebogen  er- 
scheint (siehe  Fig.  125,  welche  den  Meridianschnitt  der  Wellenfläche 
mit  starker  Übertreibung  dieser  Abweichung  darstellt). 

Von  der  Schwingungsart  der  beiden  WeUen,  die  sich  in  irgend 
einer  gegen  die  Hauptachse  geneigten  Richtung  fortpflanzen,  hatte 
Airy  die  Vorstellung,  daß  dieselben  mit  entgegengesetztem  Umlaufs- 
sinn in  ähnlichen  Ellipsen  schwingen,  welche  gekreuzt  zueinander 
liegen  (d.  h.  so,  daß  die  große  Achse  der  einen  mit  der  kleinen 
der  anderen  zusammenfallt)  und  um  so  gestreckter  sind,  je  größer  der 
Neigungswinkel  der  Wellennormale  gegen  die  Hauptachse  ist.  Diese 
Annahme  hat  sowohl  durch  Beobachtungen,  als  durch  die  Folge- 
rungen aus  den  verschiedenen  Theorien  Bestätigung  gefunden;  letztere 
geben,  wie  wir  unten  sehen  werden,  überdies  noch  Aufschluß  über 
das  von  Airy  unbestimmt  gelassene  Gesetz,  wonach  sich  das  Achsen- 
verhältnis, der  Schwingungsellipsen  mit  der  Richtung  der  Wellen- 
normale ändert. 


2.  Ableitung  allgemeiner  Gesetze  aus  dem  Prinzip  der  Super- 
position  von  Drehungsvermögen  und  Doppelbrechung.  ^)  Zu  quanti- 
tativen Gesetzen  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  und  Schwingungs- 


1)  Die  Gegenüberstellung  von  Drehungsvermögen  und  Doppelbrechung  mag 
hier  der  kürzeren  Ausdrucksweise  halber  gestattet  sein,  obgleich  sie  eigentlich 
nicht  korrekt  ist,  insofern  ja  auch  die  Medien  mit  reinem  Drehungs vermögen 
infolge  der  verschiedenen  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  entgegengesetzt 
zirkularpolarisierten  Strahlen  doppeltbrechend  sind.  Es  ist  also  bei  obiger 
Unterscheidung  hier  und  im  folgenden  unter  ,, Doppelbrechung**  schlechtweg  die 
gewöhnliche,  mit  geradliniger  Polarisation  verbundene  Doppelbrechung  anitto- 
troper  Medien  zu  verstehen. 
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form  des  Lichtes  in  Kristallen  mit  Drehungsvermögen  kann  man  in 
der  einfachsten  Weise ,  ohne  auf  die  Differentialgleichungen  fOr  den 
Lichtyektor  zurückzugehen,  auf  Grund  der  Annahme  gelangen,  daß 
sich  die  Wirkung  der  gewöhnlichen  Doppelbrechung  und  diejenige 
des  reinen  Drehungsvermögens  auf  die  fortgepflanzten  Schwingungen 
superponieren,  —  eine  Annahme,  die  schon  1863  Ton  Briot^)  zur 
Erklärung  des  Verhaltens  des  Quarzes  außerhalb  der  Hauptachse 
vorgeschlagen,  aber  erst  1885  von  Gouy*)  analytisch  und  bald  darauf 
von  Wiener')  mittels  einer  geometrischen  Betrachtung  exakt  durch- 
geführt worden  ist.  Am  elegantesten  und  kürzesten  führt  hier  aber 
wieder  die  Poincaresche  geometrische  Darstellungs weise ^)  zum  Ziel, 
deren  Grundzüge  in  §  7  der  Einleitung  auseinandergesezt  wurden, 
und  von  der  wir  bereits  bei  der  Untersuchung  des  Verhaltens  von 
Kombinationen  mehrerer  superponierter  doppeltbrechender  Kristall- 
platten  (S.  270)  Anwendung  gemacht  haben. 

Es  sei  bezüglich  dieser  Darstellungsweise  hier  folgendes  in  Erinne- 
rung gebracht.  1.  Irgend  eine  Schwingungsellipse  wird  repräsentiert 
durch  einen  auf  der  Kugel  vom  Durchmesser  Eins  liegenden  Punkt,  dessen 
halbe  „Länge^^  gleich  dem  Azimut  der  EUipsenachsen  a,  b  gegen  irgend 
zwei  feste,  zueinander  senkrechte  Richtungen,  und  dessen  halbe  „Breite'^ 

durch  arctg  -  gegeben  ist,  wobei  positive  und  negative  Breite  ent- 
gegengesetztem Umlaufssinn  der  Ellipse  entsprechen.  2.  Der  Ver- 
änderung einer  elliptischen  Schwingung  beim  Durchgang  durch  eine 
doppdibrechende  Platte  entspricht  eine  Drehung  d^  der  Kugel,  deren 
Betrag  gleich  ist  der  durch  die  Platte  erzeugten  Phasendifferenz,  und 
welche  um  denjenigen  Äquatorialdurchmesser  der  Kugel  stattfindet^ 
der  den  Schwingungsrichtungen  in  der  Platte  zugeordnet  ist.  3.  Der 
Drehung  (p,  welche  die  Schwingungsellipse  (mit  unverändertem  Achsen- 
verhältnis) durch  eine  Platte  mit  reinem  Drehungsvermögen  erfahrt, 
entspricht  eine  Drehung  2<p  der  Kugel  um  ihren  Polardurchmesser. 
Besitzt  nun  die  Platte  gleichzeitig  gewohnliche  Doppdbrediung  utid 
Drehungsvermögefi,  so  werden  hiemach  ihrer  Einwirkung  auf  eine 
durch  sie  hindurch  fortgepflanzte  Schwingung  gleidizeitige  Dreht/mgen 
der  Kugel  um  eine  Äquatorial-  und  um  die  Polarachse  entsprechen,  deren 
Größen    sich   verhalten    wie   die   Phasendifferenz,    die   bei   alleiniger 

1)  Briot,  Essais  sur  la  thdorie  math.  de  la  lumiäre  4,  Kap.  m,  Paris  1863. 

2)  Gouy,  Joum.  de  phya.  (2)  4  (1886),  p.  149. 

3)  0.  Wiener,  Wied.  Ann.  35  (1888),  p.  1. 

4)  H.  Poincar^,  Traitä  de  la  lumifere,  U,  §§  158,  166. 


2.  Ableitung  Edlgemeiner  Gesetze  aus  dem  Prinzip  der  Superposition  nsw.     311 

Wirkung  der  gewöhnlichen  Doppelbrechung  in  der  Plattendicke  1  auf- 
treten würde,  zu  der  doppelten  Drehung  (2q)  der  Polarisationsebene 
pro  Dicke  1,  welche  bei  fehlender  Doppelbrechung  allein  stattfände. 
Gleichzeitige  Drehungen  setzen  sich  aber  zu-  p 

sammen    wie    aufeinanderfolgende    unendlich  y^^^ 

kleine    Drehungen   (da   sie   durch    solche   er-        / 
setzt  werden  können),  also  nach  der  ParaUelo-       / 

grammregel:  d.  h.  man  erhält  die  resultierende    o\ 

Drehungsachse   und   die   Größe  der   Drehung       \      v/ 
als  Diagonale  des   Parallelogramms,    welches      D\^ 
aus    den   auf  den  Einzeldrehungsachsen   MO  ^-^ 

und  MP  als  Strecken  aufgetragenen  Einzel-  Fig.^126. 

drehungen  gebildet  ist  (siehe  Fig.  126).     In 

unserem  Falle  sind  die  Einzeldrehungsachsen  aufeinander  senkrecht, 
das  Parallelogramm  wird  also  ein  Rechteck;  aus  den  Einzeldrehungen, 
die  für  die  Dicke  1  die  Beträge  d^  und  2q  haben,  folgt  die  resultie- 
rende Drehung 

(1)  d = Vd^^  +T2p)^ 

und  die  Achse  3ID,  um  welche  dieselbe  stattfindet,  bildet  mit  der 
Aquatorebene  den  Winkel 

/S^arctggl). 

Nun  sind  die  Schnittpunkte  D,  D'  der  Kugel  mit  der  Drehungsachse 
die  einzigen,  welche  bei  der  Drehung  ihre  Lage  nicht  ändern  und 
also  Schwingungen  entsprechen,  welche  sich  unverändert  fortpflanzen. 
Daraus  folgt,  daß  diese  „privilegierten"  Schwingungen  im  betrachteten 
Falle  ähnliche,  gekreuzt  liegende  und  entgegengesetzt  umlaufene  Ellipsen 
sind,  deren  Hauptachsen  —  da  die  „Länge'*  der  Punkte  D  und  D'  die 
gleiche  ist,  wie  die  der  Pimkte  0  und  (/  —  parallel  sind  zu  den 
Schwingungsrichtungen  bei  fehlendem  Drehungsvermögen,  und  deren 
Achsenverhältnis  x  gegeben  ist  durch 

(2)  «_t,|.]ATfiy-4 

oder 

Die  Größe  der  Drehung  der  Kugel  bedeutet  auch  hier  (wie  bei 
linearen  und  zirkulären  Schwingungen)  die  PhasendiflFerenz ,  welche 
die  beiden  elliptischen  Schwingungen  auf  der  Wegstrecke  1  erlangen; 
diese  Phasendifferenz  ist   also  durch  die  Formel  (1)  gegeben.     Hier- 
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bei  hängt  d^  von  der  Fortpflanzungsrichtung  in  derselben  Weise  ab, 
wie  in  einem  nichtdrebenden  doppeltbrechenden  Kristall;  ob  q  auch 
Yon  der  Fortpflanzungsrichtung  abhängig  ist,  mag  zunächst  dahin- 
gestellt bleiben. 

Um  nun  von  diesem  Ausdruck  für  die  Phasendiflerenz  aus  zur 
Gleichung  der  Normalenfläche  zu  gelangen,  muß  man  noch  eine 
Annahme  über  die  absolute  Größe  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 
hinzufügen^  am  einfachsten  die,  daß  der  Mittelwert  der  letzteren  oder, 
was  bei  schwacher  Doppelbrechung  auf  dasselbe  hinauskommt,  der- 
jenige ihrer  Quadrate,  für  irgend  eine  Richtung  derselbe  sei  wie  bei 
fehlendem  Drehungsyermögen.  Da  man  nun  bei  nicht  zu  starker 
Doppelbrechung  annähernd 

setzen  kann,  wo  q^^,  q^^  die  Wellengeschwindigkeiten  bei  fehlendem, 
q^y  g,  diejenigen  bei  vorhandenem  Drehungsvermögen  bezeichnen  und 
q^  ein  konstanter  Mittelwert  derselben  ist,  so  ergeben  sich  dann  fär 
die  beiden  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  g^,  g,  die  Gleichungen: 


(3) 


i.' = il«/ + a/  -1/(2/ -«.•7+ (?a4' j. 


Diese    Ausdrücke    sind   aber    die  Wurzeln    der   in   q^   quadratischen 
Gleichung: 

(4)  (2*-«/)(?*-!z/)  =  (i^?^)*, 

welche  also  die  durch   das  Drehungsvermögen   modifizierte  Normalen^ 
fläche  darstellt. 

Durch  Einführung  der  obigen  Näherungsausdrücke  für  d  und  S^ 
in  die  Formel  (2')  kann  man  letztere  auch  schreiben: 

was  mit  Rücksicht  auf  (3)  identisch  ist  mit 

Schreibt  man  für  den   hierdurch   gegebenen  Wert,   der  <  1   ist,  Xj* 
und  für  seinen  reziproken  x,^,  so  kann  man  die  Gleichungen  (4)  und 
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(5)  auch    ersetzen    durch   die   beiden,    für    ä  =  1    oder   2    gültigen 
Gleichungen:^) 

(6)  3»'-  g/  -  i;  Xq,l  ■  x„        q,'-  g/  -  |-  Ag^  l^- 

3.    Abhängigkeit  des  Drehungsvermögens  von   der  Bichtung. 

Im  vorhergehenden  wurde  es  noch  unentschieden  gelassen,  ob  bezw. 
wie  die  Größe  g  —  d.  i.  die  spezifische  Drehung  der  Polarisations- 
ebene bei  fehlend  gedachter  Doppelbrechung  —  von  der  Bichtung 
der  Wellenfortpflanzung  abhängig  ist.  In  dem  einzigen  Falle,  wo  sie,  ^ 
weil  die  (anisotrope)  Doppelbrechung  wirklich  fehlt,  direkt  für  alle 
Richtungen  meßbar  ist,  nämlich  bei  regulären  Kristallen,  ist  sie  er- 
fahrungsgemäß l'onstant.  Gouy  setzt  in  seiner  Theorie  diese  Konstanz 
auch  für  andere  Kristalle  voraus,  wofür  aber  von  vornherein  keine 
Berechtigung  vorliegt.  In  der  Tat  werden  wir  weiter  unten  ver- 
schiedene neuere  Beobachtungen  zu  besprechen  haben ,  aus  welchen 
die  Unrichtigkeit  dieser  Voraussetzung  folgt.  Die  einfachste  all- 
gemeinere Annahme,  welche  man  für  q  machen  Jiann,  ist  diejenige 
einer  quadratischen  Funktion  der  Bichtungskosinus  i/^,  v^,  v^  der 
Wellennormale*);  denn  für  entgegengesetzte  Fortpflanzungsrichtungen 
muß  sich  erfahrungsmäßig  die  gleiche  Drehung  ergeben.**)  Wir 
setzen  also 

W     9  =  ^n^i^  +  ^22^2*  +  ^33  V  +  2^231/31/3  +  ^rjii/ji/i  +  2r,2i/ii/2, 
wo  die  rkk  individuelle  Konstanten  (die  „Drehungs-"  oder  „Gyrations- 
Konstanten'')   des   Kristalls  sind.     Trägt  man  die  reziproke  Quadrat- 
wurzel  aus    dem    absoluten  Wert   von   q   auf  der  zugehörigen  Fort- 


1)  Die  obigen  Formeln,  bezw.  solche,  die  praktisch  mit  ihnen  gleichwertig 
Bind,  wnrden  zuerst  von  Clebsch  (Joum.  f.  Math.  57  [1860],  p.  819)  ans  den 
durch  geeignete  Zusatzglieder  erweiterten  Differentialgleichungen  der  elastischen 
Lichttheorie  Cauchys,  spater  von  W.  Gibbs  (Am.  J,oum.  of  Science  (3)  23  (1882), 
p.  460)  aus  den  erweiterten  elektromagnetischen  (jrleichungen  abgeleitet.  Letzterer 
behandelte  auch  das  Drehungsvermögen  als  von  der  Richtung  abhängig  und 
fand  dabei  die  in  §  3  erörterten  Gesetze  dieser  Abhängigkeit. 

2)  Zu  diesem  Ansatz  gelangte  zuerst  W.  Gibbs  in  der  schon  zitierten 
Arbeit,  dann  neuerdings  von  einem  anderen  Au.sgangspunkte  aus  H.  Chipart 
(Theorie  gyrostatique  de  la  lumiere.    Paris  1904.     Chap.  I,  §  9  II,  §  27). 

8)  An  und  für  sich  wäre  auch  ein  Drehungsvermögen  p  denkbar,  welches 
eine  ungerade,  z.  B.  lineare  Funktion  der  Richtungskosinus  wäre  und  die  durch 
Fig.  127  a  angedeutete  Symmetrie  besäße.  Dasselbe  wäre  analog  dem  durch 
ein  Magnetfeld  künstlich  erzeugten  und  könnte  von  Natur  gewissen  zentrischen 
Kristallen,  z.  B.  den  pyramidal  hemi&drischen  des  hexagonalen,  rhombo&drischen 
und  tetragonalen  Systems  zukommen.  Da  aber  noch  nichts  derartiges  beobachtet  \ 
ist,  80  lassen  wir  diese  Möglichkeit  außer  Betracht. 


314    n.  u.   Theorie  der  Lichtfortpflanznn^  in  Erifttallen  mit  Drehungs vermögen. 

pflanzungsrichtiiDg  als  Strecke  auf,  so  erhält  man  also  eine  Fläche 
2t«n  (Jrades,  bezw.,  wenn  q  das  Vorzeichen  wechselt,  zwei  solche  (ein 
zweischaliges  und  ein  einschaliges  Hyperboloid,  mit  gemeinsamem 
Asymptotenkegel);  diese  Fläche,  bezw.  dieses  Flächensystem,  möge 
(nach  Chipart)  als  „GyrcUionsfläcfie^^  bezeichnet  werden. 

Besitzt  der  Kristall  Symmetrieeigenschaften,  so  tritt  eine  Speziali- 
sierung des  Ausdruckes  (7)  ein,  für  welche  folgende  Überlegungen 
maßgebend  sind. 

I.  Ist  ein  Zentrum  der  Symmetrie  vorhanden,  so  muß  für  je 
zwei  entgegengesetzte  Fortpflanzungsrichtungen  die  Drehung  gleich 
groß  und,  absolut  betrachtet,  gleichgerichtet  sein   (siehe  Fig.  127a). 

^  Nun  bedeutet  aber  q  die  Drehung  der  Polarisationsebene 
(^r'  ^ni  die  Fortpflanzungsrichtung  und  ist  positiv  oder  negativ 
/  gerecfinet,  je  nachdem  diese  Drehung,  wenn  man  der  letz- 
teren entgegensieht,  entgegengesetzt  oder  gleichsinnig  mit 
der  Drehung  des  Uhrzeigers  erfolgt.  Folglich  müßte  q  im 
Falle  des  Vorhandenseins  eines  Symmetriezentrums  bei 
Fig  127  a  Umkehrung  der  Fortpflanzungsrichtung,  also  bei  gleich- 
zeitigem Vorzeichen  Wechsel  von  v^,v^y  1/3,  selbst  das  Vor- 
zeichen wechseln.  Dies  ist  nun  bei  dem  quadratischen  Ausdruck  (7) 
auf  alle  Fälle  unmöglich;  folglich  schließt  das  Vorhandensein  eines 
Symmetriezentrums  das  Auftreten  von  Drehungsvermögen  der  hier  be- 
traddeten  Art  überhaupt  aus.'^) 

II.  Existiert  eine  Symmetrieebene,  so  muß  die  Drehung  für  zwei 
zu  ihr  symmetrisch  liegende  Fortpflanzungsrich- 
tungen relativ  zu  diesen  Richtungen  entgegen- 
gesetzten Sinn  und  gleiche  Größe  haben,  es 
müssen  also  die  entsprechenden  Werte  von  q 
wieder  entgegengesetzt  gleich  sein.  Ist  also 
z.  B.  die  FZ- Ebene  die  Symmetrieebene  (siehe 
Fig.  127  b),  so  muß  sich  mit  dem  Vorzeichen 
von  v^  iiuch  dasjenige  von  q  umkehren,  wodurch 

Fig.  127b.  sich  der  Ausdruck  (7)  auf 

reduziert. 

III.  Auch  für  Richtungen,  die  einander  in  bezug  auf  eine 
Spiegeldrehungsachse  entsprechen,  muß  g  entgegengesetzte  Werte  haben. 
Ist  die  Z-Achse  eine  2-zählige  Spiegeldrehungsachse  (siehe  Fig.  127c)  — 

1)  Vergl.  die  Anm.  3    auf  voriger  Seite ! 
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Pig.  127  c. 


dies  ist  der  einzige  Fall,  der  bei  der  Char 
rakterisierung  der  32  Krystallsymmetriegrup- 
pen  besonders  in  Betracht  gezogen  werden 
muß  — ,  so  sind  die  Richtungen  r^,  i/g,  v^ 
und  —v^jV^, — Vg  spiegelbildlich  gleichwertig 
bezüglich  der  XF- Ebene,  und  es  muß  bei 
Vertauschung  von  v^  mit  —v^,  v^  mit  +  v^, 
Vj  mit  —  Vj  die  Größe  q  in  den  engegenge- 
setzten  Wert  übergehen.  Dies  erfordert  für 
den  Ausdruck  (7)  die  Form: 

IV.  Richtungen,  welche  einander  bezüglich  einer  Symmetriedchse 
zugeordnet  sind,  müssen  gleiche  Werte  von  q  entsprechen,  da  nur 
dann  durch  eine  Drehung  um  jene  Symmetrie- 
achse Deckung  erzielt  werden  kann  (siehe 
Fig.  127 d,  die  sich  auf  eine  S-zahUge  Achse  {Z) 
bezieht).  Bei  denjenigen  Substitutionen  der  Rich- 
tungskosinus, welche  solchen  Drehungen  ent- 
sprechen, muß  also  Q  ungeändert  bleiben.  Ist 
die  Z- Achse  eine  2 -zählige  Symmetrieachse,  so 
ergibt  sich  hieraus: 

(7*=)  g  =  r^i  V+  r22V+  ^33  V+  2ri2Vif/j, 
ist  sie  eine  mehr  als  2 -zählige  Achse,  so  muß  ^12  =  0,  rj2  =  ^ii  sein. 
Für  die  Gyrationsfläche  besagt  dies:  Jede  2 -zählige  Symmetrieachse 
des  Kristalls  ist  eine  Hauptachse  dieser  Fläche,  und  wenn  eine 
Symmetrieachse  höherer  Zähligkeit  existiert,  so  ist  die  Gyrations- 
fläche eine  Umdrehungsfläche  mit  letzterer  als  Achse.  — 


Pig.  127  d. 


4.  Einteilung  der  Elristalle  mit  Drehungsvermögen.  Hiemach 
lassen  sich  nun  die  Ausdrücke  für  q  für  die  einzelnen  Kristallsymmetrie- 
gruppen, von  denen  wir  von  vornherein  nur  die  azentrischen  zu 
berücksichtigen  brauchen,  sofort  hinschreiben.  Im  folgenden  stellen 
wir  dieselben  zusammen  und  fügen  der  Benennung  jeder  Gruppe^)  in 
Klammern  die  für  sie  charakteristischen  Symmetrieelemente  hinzu, 
wobei   wir   folgende  Symbole   benutzen:    J./  für  eine  der   Z- Achse 


1)  In  bezag  auf  diese  Benennungen  schließen  wir  u^s  A.  Schoen flies 
(Eristallsysteme  und  Kristallstruktur)  an.  Eine  kurze  Übersicht  der  möglichen 
Symmetriearten  findet  sich  z.  B.  in  W.  Voigts  Kompendium  d.  theor.  Physik, 
L  Teil,  Kap.  17. 
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parallele  n- zählige  Symmetrieachse,  Sj*  für  eine  der  Z- Achse  parallele 
Spiegeldrehnngsachse,  E^  für  eine  zur  X-Achse  senkrechte  Symmetrie- 
ebene. 

I.    Triklines  System. 

a.  Hemiedrie.    Keine   Symmetrie.    Es  gut   der  allgemeine  Aus- 
druck (7). 

U.    Monoklines  System, 
ti/  a.   Hemiedrie  (JE^.     Q  "^  2r^iV^v^'{- 2r^^v^v^, 

b.  Hemimorphie  (Ä^^).     q  =  ^1^1*+  ^2»*'«*+  *'83V+  ^r^v,!,. 

III.    Rhombisches  System. 


2 


a.  Hemiedrie  {Ä^^,  ÄJ).     (>  =  r^  Vi'  -f  r^  r,*  +  rj,  v^^ 

b.  Hemimorphie  {A^^  E^.     Q  =^2r^^v^v^, 

IV.    Tetragonales  System. 

a.  Enantiomorphe  Hemiedrie  (J/,  J.^*).   Q^r^i{}\^'{'V^^)-\'r^v^, 

b.  Hemimorphe  Hemiedrie  (J./,  E^.     p  =  0. 

c.  Hemimorphe  Tetartoedrie  (-4./).     Wie  a. 

d.  Hemiedrie  mit  Spiegelachse  {S/,  AJ\     (>  =*  ^ii(''i^"~  V)- 

e.  Tetartoedrie  mit  Spiegelachse  (S/).  9  =  ^ii(^i*~"''2^)+2r,,i'i7j. 

V.    Rhomboedrisches  System. 

a.  Enantiomorphe  Hemiedrie  (J./,  AJ),    Wie  IV  a. 

b.  Hemimorphe  Hemiedrie  (A^\  E^).     (>  =  0. 

c.  Tetartoedrie  (^,').     Wie  IVa. 

VT.    Hexagonales  System. 

a.  Enantiomorphe  Hemiedrie  (A.^,  AJ).     Wie  IVa. 

b.  Hemimorphe  Hemiedrie  {A^%  i?J.     p  =  0. 

c.  Hemimorphe  Tetardoedrie   (A,^).     Wie  IVa. 

d.  Hemiedrie  mit  3 -zähliger  Achse   (J./,  i?,,  AJ),     p  =  0. 

e.  Tetartoedrie  mit  e3- zähliger  Achse  (^1/,  E^).     p  ==  0. 

Vn.    Reguläres  System. 

a.  Euantiomorphe  Hemiedrie  {AJ,  A^^).     Q^r^^, 

b.  Hemimorphe  Hemiedrie  (SJ,  S^^).     p  «  0. 

c.  Tetartoedrie  {AJ  =  A^f  =  A^^).     g^-r^^^ 

Von  den  21  azentri  sehen  Kristallgruppen  scheiden  also  noch  6 
aus  und  es  bleiben  15  Gruppen,  bei  denen  Drehungsvermögen  der 
vorausgesetzten  Art  nach  ihrer  Symmetrie  überhaupt  auftreten  Tcann. 
Es  sind  dies  außer  den  enantiomorphen  Gruppen,  auf  welche  man 
früher  die  Möglichkeit  des  Drehungsvermögens  beschränkt  glaubte, 
noch   die  Hemiedrie  des  monoklinen,  die  Hemimorphie   des   rhombi- 
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sehen  Systems  und  die  beiden  Gmppen  (IV  d,  e)  des  tetragonalen 
Systems  mit  Spiegeldrehungsschse.^)  Diese  4  Gruppen  sind  hier  dadurch 
ausgezeichnet,  dafi  die  Gyrationsfläche  in  zwei  gleichseitig 'hyperbolische 
Zylinder  ausartet.  Untereinander  unterscheiden  sie  sich  nur  durch 
die  Orientierung  dieser  Zylinderfläche  gegen  den  Kristall  (und  gegen 
die  Hauptachsen  des  Indexellipsoids):  bei  IIa  ist  eine  der  Asymptoten- 
ebenen bestimmt  als  die  kristallographische  Symmetrieebene,  die  andere 
beliebig;  bei  III b  sind  die  Asymptotenebenen  die  sich  in  der  polaren 
Symmetrieachse  schneidenden  Symmetrieebenen  (also,  zugleich  Sym- 
metrieebenen des  Indexellipsoids);  bei  IVd  und  e  schneiden  sie  sich 
ebenfalls  in  der  ausgezeichneten  Symmetrieachse  (Z)  und  sind  im  Falle  d 
noch  näher  dadurch  bestimmt,  daß  sie  mit  den  Nebenachsen  (X,  Y) 
Winkel  von  45^  bilden.  Zieht  man  nur  Gestalt  und  gegenseitige 
Lage  des  Indexellipsoids  und  der  Gyrationsfläche,  kurz  das  optische 
Verhalten  ohne  Rücksicht  auf  die  kristallographische  Orientierung 
in  Betracht,  so  sind  von  den  aufgezählten  Gruppen  die  beiden  IVd 
und  IV e  nicht  verschieden;  ebenso  sind  alle  übrigen  Gruppen  des 
tetragonalen,  rhomboedrischen  und  hexagonalen  Systems,  bei  welchen 
sowohl  die  Index-  als  die  Gyrationsfläche  und  folglich  auch  die  Nor- 
malenfläche Rotationssymmetrie  besitzen,  einander  gleich,  und  dasselbe 
gilt  natürlich  von  den  beiden  regulären  Gruppen,  wo  alle  diese  Flächen 
Kugeln  sind.  Es  gibt  somit  unter  den  durchsichtigen  Kristallen 
mit  Drehungsvermögen  acht  in  rein  optischer  Hinsicht  yerschiedene 
Gruppen,  deren  Verhalten  durch  die  beiden  charakteristischen  Flächen 
wie  folgt  beschrieben  werden  kann. 

1*  Gyrationsfläche  eine  beliebige  zentrische  Fl.  2***  Grades  und 
beliebig  gegen  das  3 -achsige  Indexellipsoid  orientiert.     Gruppe  la. 

2*  Gyrationsfläche  eine  beliebige  Fl.  2*"**  Grades,  welche  mit 
dem  3-achsigen  Indexellipsoid  eine  Hauptachse  gemein  hat.      IIb. 

3*.  Gyrationsfläche  eine  beliebige  Fl.  2**"*  Grades,  welche  mit 
dem  3-achsigen  Indexellipsoid  alle  3  Hauptachsen  gemein  hat.    IHa. 

4*.  Gyrationsfläche  und  Indexellipsoid  sind  beide  Rotations- 
flächen mit  gemeinsamer  Rotationsachse.     IV a,  c,  Va,  c.  Via,  c. 

5*.    Gyrationsfläche  und  Indexellipsoid  sind  Ktigeln.     VII  a,  c. 

6*.  Gyrationsfläche  ein  Paar  gleichseitig -hyperbolischer  Zylinder, 
deren  eine  Asymptotenebene  eine  Symmetrieebene  des  3-achsigen 
'  Indexellipsoids  ist.     IIa. 

1)    Gibbs  hat  in  seiner  schon  zitierten  Untersuchung  die  Möglichkeit  des 
I  DrehungsvermOgens  in  den  beiden  erstgenannten  nicht- en an tiomorphen  Gruppen 

(IIa  und  inb)  übersehen. 
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7*.  Gyrationsfläche  wie  bei  IIa,  aber  beide  Asymptotenebenen 
sind  Symmetrieebenen  des  3-aehsigen  Indexellipsoids.     Illb. 

8*.  Gyrationsfläche  wie  bei  11  a,  die  Asymptotenebenen  schneiden 
sich  in  der  ümdrehungsachse  des  (Rotationssymmetrie  besitzenden) 
Indexellipsoids.    IV  d  und  e.  — 

Diese  Gruppierung  bleibt  auch  bestehen,  wenn  die  Dispersion, 
also  die  Abhängigkeit  der  optischen  Parameter  von  der  Wellenlänge, 
mit  in  Rücksicht  gezogen  wird. 

Die  durchsichtigen  Kristalle  ohne  Drehungs vermögen  ordnen  sich 
dann,  wie  wir  schon  in  I,  Kap.  ü,  §  20  sahen,  in  5  Gruppen,  welche 
hier  des  Zusammenhangs  wegen  noch  einmal  zusammengestellt  sein 
mögen: 

!•  Indexellipsoid  ein  3 -achsiges  EUipsoid,  dessen  Hauptachsen- 
richtungen alle  3  von  der  Wellenlänge  abhängen.  HoloedriscJie  Kristalle 
des  triklinen  Systems. 

2.  Indexellipsoid  3 -achsig,  mit  emer  festen,  d.  h.  von  der 
Wellenlänge  unabhängigen  Hauptachsenrichtung.  Höloedrie  des  mono- 
Minen  Systems. 

3.  Indexellipsoid  3-achsig  mit  festen  Richtungen  sämtlicher 
Hauptachsen.     Höloedrie  des  rhombischen  Systems, 

4.  Indexellipsoid  für  alle  Wellenlängen  ein  Rotationsellipsoid: 
Optisch  einachsige  Kristalle.  Alle  Gruppen  des  tetragonalen,  rhombo- 
i'drischen  und  hexagonalen  Systems  mit  Ausnahme  der  enantiomorphen 
und  der  oben  mit  IV  d  und  e  bezeichneten. 

5.  Indexellipsoid  eine  Kugel:  Einfach  brechende  Kristalle,  Hö- 
loedrie, hemimorphe  und  paramorphe  Hemiedrie  des  regulären  Systems. — 

Insgesamt  zerfallen  also  die  vollkommen  durchsichtigen  Kristalle 
nach  ihrem  optischen  Verhalten  in  13  verschiedene  Gruppen,  und  wir 
werden  im  III.  Teil  sehen,  daß  diese  Einteilung  auch  für  absorbierende 
Kristalle  bestehen  bleibt. 

5.   Drehungsvermögen  gelöster  oder  gesohmolzener  Kristalle. 

Wenn  das  Drehungsvermögen  auf  dem  Bau  de^  MoleMls  beruht,  wie 
es  z.  B.  die  im  folgenden  zu  erörternde  elektromagnetische  Theorie 
voraussetzt,  und  wenn  bei  der  Schmelzung  bezw.  Auflösung  keine 
Veränderung  der  Moleküle  selbst  eintritt,  so  muß  sich  das  auf  gleiche 
Dichtigkeit  bezogene  Drehungsvermögen  q  der  Substanz  in  gelöstem 
oder  geschmolzenem  Zustande  aus  demjenigen  der  kristallisierten 
Substanz  durch  Bildung  des  Mittelwertes  für  alle  möglichen  Richtungen 
berechnen  lassen.     Man  hätte  also  den  Ausdruck 
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Q  =  r^i^i^  +  •  •  •  +  2r„i/2V,  +  •  •  • , 
indem  man  v^,  i/g,  Vg  als  Koordinaten  eines  Kugelpunktes  deutet,  über 
die  ganze  Oberfläche  der  Einheitskugel  zu  integrieren  und  das  Resultat 
durch  4;r  zu  dividieren.     Dies  ergibt 

(8)  Q- 1(^11 +  r22+r^i) 

oder  für  im  kristallisierten  Zustand  optisch  einachsige  Körper 

(8')  9  =  ir,  +  l-r„ 

WO  r^  das  direkt  beobachtete  Drehungsvermögen  in  der  Richtung  der 

optischen  Achse  ist.   Im  allgemeinen  ist  also  zu  erwarten,  daß  q  von 

letzterem  verschieden  sein  wird  und  sogar  entgegengesetztes  Vorzeichen 

haben  kann,  wie  es  auch  die  in  Kap.  I  §  G  erwähnten  Beobachtungen 

tatsächlich  gezeigt  haben. 

Das  Drehungsvermögen  im  amorphen  und  gelösten  Zustand  muß 
verschwinden,  wenn  nur  die  r^^j  von  NuU  verschieden  sind,  oder  die 
Summe  der  r^^  Null  ist.  Dies  ist  nach  der  S.  316  gegebenen  Zu- 
sammenstellung immer  der  Fall  für  Kristalle  der  nicht  enantiomorphen 
Gruppen  IIa,  lUb,  IV d  und  IV e.  Somit  ergibt  sich  aus  vorstehen- 
der Betrachtung  in  Übereinstimmung  mit  dem  Pastearschen  Satz  (siehe 
Kap.  I,  §  4),  daß  nur  solche  Kristalle  optisch  drehende  Lösungen  geben 
können,  welche  in  enantiomorphen  Formen  Icristallisieren. 

Wenn  auch  solche  Substanzen,  für  deren  Kristalle  ^r^^  nicht  0 
ist,  beim  Übergang  in  den  gelösten  oder  amorphen  Zustand  ihr 
Drehungsvermögen  völlig  verlieren  —  wofür  der  Quarz  ein  Beispiel 
ist  — ,  so  muß  man  schließen,  daß  in  diesen  Fällen  entweder  das 
Molekül  selbst  eine  Umwandlung  erleidet,  oder  aber  das  Drehungs- 
vermögen des  Kristalls  auf  lamellarem  Aufbau  aus  Schichten  von  ge- 
wöhnlicher Doppelbrechung  (nach  Art  der  Reuschschen  Glimmersäulen, 
vergl.  1,  Kap.  X,  §  7)  beruht. 

6.  Differentialgleichungen  für  den  Liehtvektor  in  durch- 
Biolitigen  Kristallen  mit  Drehungsvermögen.  Die  in  §  2  auf  Grund 
des  Superpositionsprinzips  und  gewisser  plausibler  Annahmen  ge- 
wonnenen Grundgesetze  für  die  Lichtfortpflanzimg  in  Kristallen  mit 
Drehungsvermögen,  auf  deren  Folgerungen  für  die  beobachtbaren  Er- 
scheinungen wir  weiter  unten  näher  eingehen  werden,  stimmen  im 
wesentlichen  mit  denjenigen  überein,  welche  man  durch  Erweiterung 
der  Differentialgleichungen  für  den  Lichtvektor  abgeleitet  hat.  Die 
zahlreichen  verschiedenen  Ansätze,  welche  zu  diesem  Zwecke  gemacht 
worden  sind,   haben   das   gemeinsame,    daß    in    den  für  gewöhnliche 
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durchsichtige  Krißtalle  gültigen  Differentialgleichungen  Glieder  hinzu- 
gefügt werden,  welche  ungerade  Dijferenticdquotienten  der  Lichtveläar' 
Tconiponenten  nach  den  Koordinaten  enthalten;  denn  nur  hierdurch  ge- 
lingt es,  Differentialgleichungen  zu  erhalten,  welche  bei  Umkehmng 
einer  Koordinatenachse  nicht  unverändert  bleiben  und  daher  mit  den 
Symmetrieverhältnissen  der  optisch  drehenden  Medien  vereinbar  sind. 
Im  Anschluß  an  die  elastischen  Lichttheorien  sind  solche  Gleichungen 
von  MacGuUagh,  Cauchy,  Briot,  Boussinesq,  Sarrau,  V.  v.  Lang, 
Chipart  aufgestellt  worden*),  wobei  aber  eine  physikalische  Deutung 
der  Zusatzglieder  meist  gar  nicht  versucht  worden  ist.  Wir  wollen 
uns  hier  nur  mit  denjenigen  Erweiterungen  befassen,  welche  an  den 
Gleichungen  der  elektromagnetischen  Theorie  zur  Erklärung  des  Drehungs- 
vermögens anzubringen  sind.  Eine  solche  Erweiterung  hat  zuerst 
W.  Gibbs*)  angegeben  und  durch  die  Erwägung  motiviert,  daß  in 
einem  inhomogenen  Medium,  wie  es  der  Äther  mit  eingelagerten 
ponderabeln  Molekülen  darstellt,  die  elektrischen  Verschiebnngs- 
komponenten  nicht  nur  von  den  Feldkomponenten  in  dem  betreffen- 
den Punkte  selbst,  sondern  auch  von  deren  Werten  in  der  Umgebung 
des  letzteren,  oder  also  von  ihren  Differentialguotienten  nach  den  Ko- 
ordinaten abhängen  können.  Im  Falle  dissymmetrischer  Moleküle  er- 
halten diese  Zusatzglieder  dann  eine  Form,  welche  auf  das  Drehungs- 
vermögen führt.  P.  Drude,  der  später  auf  Grund  derselben  Erwägung 
die  Gleichungen  der  elektromatrnetischen  Theorie  für  drehende  Kri- 
stalle aufstellte^),  gab  für  die  Zusatzglieder  eine  anschauliche  Deutung 
durch  die  spezielle  Vorstellung,  daß  die  Moleküle  eine  schrauben- 
förmige Struktur  besitzen,  bezw.  daß  die  Verschiebung  der  Elektronen 
nur  auf  Schraubenlinien  stattfinden  kann*).  Denkt  man  sich  z.  B. 
solche  Schraubenlinien  mit  der  Achse  parallel  der  X-Achse  angeordnet, 
so  wird  ein  zu  letzterer  paralleles  elektrisches  Feld  Verschiebungen 
der  Elektronen  hervorrufen,  welche  in  Komponenten  parallel  zu  X  und  in 
solche  auf  Kreisbahnen  um  die  X-Achse  zerlegt  werden  können;  eine 
Änderung  dieses  elektrischen  Feldes  wird  also  nicht  nur  eine  solche 

1)  Yergl.  die  Darstellnng  P.  Drude s  in  Winkelmanns  Handbuch  der  Physik, 
p.  784  ff. 

2)  W.  Gibbs,  Am.  Joum.  of  science  (3)  23  (1882),  p.  460. 

3)  P.  Drude,  Göttinger  Nachr.  1892,  p.  403.  Die  ursprünglichen  Gleichungen 
Drudes  enthalten  die  Zusatzglieder  nur  in  dem  einen  Tripel  und  außerdem  in 
zu  spezieller  Form,  die  einem  von  der  Richtung  unabhängigen  Drehungsyermögen 
entspricht. 

4)  P.  Drude,  Lehrbuch  der  Optik,  1900,  p.  370;  Göttinger  Nachr.  1904, 
p.  1.     Angedeutet  auch  schon  bei  Gibbs,  1.  c,  p.  476,  Anmerkung  2). 
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der  gleichgerichteten  elektrischen  Verschiehung,  sondern  zugleich  elek- 
trische Ereisströme  heryormfen^  welche  einer  magnetischen  Polarisaiüm 
parallel  der  X-Achse  äquivalent  sind,  und  deren  Intensität  der  Ände- 
rungsgeschwindigkeit  des  parallel  X  gerichteten  elektrischen  Feldes 
proportional  ist.  Umgekehrt  wird  die  durch  Änderung  eines  zu  X 
parallelen  magnetischen  Feldes  induzierte  elektromotorische  Kraft  in 
den  Molekülen  infolge  der  Schraubenstruktur  auch  eine  der  Richtung 
des  magnetischen  Feldes  paraUde  elektrische  Verschiebung  hervor- 
rufen,  und  zwar  ist  diese  zweite  rotatorische  Wirkung  von  den- 
selben Eonstanten  abhängig,  wie  die  zuerst  erwähnte.  In  die  Maxwell- 
sehen  elektromagnetischen  Gleichungen  sind  natürlich  die  von  der 
Gesamtheit  aller  in  der  Volumeinheit  enthaltenen  Moleküle  herrühren- 
den Beiträge  einzuführen,  wobei  zu  berücksichtigen  ist,  daß  die 
Schraubenachsen  in  Kristallen  gesetzmäßig  orientiert  sein,  in  iso- 
tropen Körpern  aber  alle  möglichen  Lagen  haben  müssen.  Drude 
hat  (Gott.  Nachr.  1904)  gezeigt,  daß  die  Durchführung  dieser  Vor- 
stellung (in  gewisser  Annäherung)  dasselbe  System  von  Differential- 
gleichungen ergibt,  welches  W.  Voigt^)  zuvor  ohne  Zugrundelegung 
einer  speziellen  Vorstellung  über  die  Herkunft  der  Zusatzglieder  auf- 
gestellt hatte.  Dieses  Gleichungssystem  lautet  für  nichtabsorbierende 
Kristalle  von  rhombisch -hemiedrischer  Symmetrie  —  auf  welche  wir 
uns  hier  beschränken  wollen')  —  bei  Benutzung  der  schon  in  I,  Kap.  III, 
§5,  angewandten  Bezeichnungen: 

et   "^^6,1    dt'"^^\cz        dy)' 

(9-)  {     et    +2'-e,\    et*   -^{e.-Jl)^ 


(9^) 


'dt'  ^^^  e^~   dt^'      ^\dij         dx) 
77+2!^  et   -^^[J^"  dz) 


1)  W.  Voigt,  Drudee  Ann.  69  (1899),  p.  307;  Göttinger  Nachr.  1Ü03,  p.  155. 

2)  Die  Differentialgleichungen  für  die  enantiomorph-hemiödrißchen  Kristalle 
des  tetragonalen,  rhomboSdrischen  nnd  hexagonalen  Systems  sind  als  Spezialfall 
in  obigen  enthalten  und  gehen  aus  ihnen  hervor,  indem  man  e^  g  =  e^  j,  6^  g  ^=  ^/i,v 
^A  2  "^  ^A  1  setzt.  Ebenso  erhalt  man  die  für  enantiomorphe  reguläre  Kristalle 
nnd  isotrope  Körper  geltenden  Gleichungen,  indem  man  auch  noch  c^  g  ==  e,^  j, 

Pockels,  Kristalloptik.  21 
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(90 


i^A-r^^A,»     ^^«     —  ^A,2J^  —  »A,2    ^t    ; 

a    _L  7,       ^*8a  _  ^       rr       ß      ^^' 


worin  die  ^h,k}^h^y\k  Konstanten  sind,  und  zwar  die  df^^^  diejenigen, 
welche  das  Drehungsvermögen  bedingen.  Die  Zusatzglieder  in  dem 
ersten  Oleichnngstripel  (9^  sind  so  bestimmt^  daß  die  Enerffiegleichung 
in  der  sonst  in  der  Elektrodynamik  angenommenen  Form  bestehen 
bleibt,  d.  h.  daß  die  Änderung  des  den  elektromagnetischen  Energie- 
inhalt eines  Raumteiles  darstellenden  Raumintegrals  einem,  den  Poyn- 
tingschen  Energiestrom  darstellenden,  Oberflächenintegral  gleich  wird. 
Unter  Voraussetzung  harmonischer  (Sinus-)Schwingungen  von  der 

Periode  T  ^  -^  erhält  man  durch  Elimination   von  L,  M,  N,  wenn 

man  die  in  bejsug  auf  die  rotatorischen  Konstanten  d^^  qmdroHschen 
Glieder  vernachlässigt ,  für  die  elektrischen  Feldkomponenten  die 
Gleichung 

^^^}  \     dt*       ^    \dz\dz       dx)       dyKcx       dy/l 


"^'^  l     ^      dz  dt*  »      dydt*] 


dy\€x       oy ^ 
dy  dt* 


und  zwei  analoge,  worin 

(11-)  *r  =  i+2CT:^ 


(Ä-=l,2,3), 


und 

(iP)  '^-^Sr^t^-' 

die  von  der  Schwingungsdauer  abhängigen  optischen  Parameter  des 
Kristalls  sind. 

Natürlich  hätte  man  aus  den  Gleichungssystemen  (9*'*'»*^)  auch 
Differentialgleichungen  ableiten  können,  in  welchen  nur  die  elektrischen 
Verschiebungen  oder  nur  die  magnetischen  Polarisationen  vorkämen; 
doch  würden  diese  kompliziertere  Gestalt  haben,  und  daher  knüpfen 
wir  die  Integration  an  das  vorstehende  System  (10)  an.  Sind  X,  F,  Z 
gefunden,  so  lassen  sich  die  X;^,  ^;^,  3ä  ö^®  Schwierigkeit  aus  den 
Gleichungen  (9*^)  in  Verbindung  mit  (9*)  bestimmen. 

?•  Ableitung  der  Gleichung  der  Normalenfläche.  Da  die 
Gleichungen  (10)  Differentialquotienten  zweiter  und  dritter  Ordnung 
nebeneinander  enthalten,  so  kann  man  ihnen  nicht,  wie  früher  (I,  Kap.  III, 
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§§  3 — ^5)  bei  nichtdrehenden  Kristallen^  dadurch  genügen^  daß  mau 
X;  T  und  Z  einer  und  derselben  trigonometrischen  Funktion  von 
-^  U  —  ^i^"r^«y~r  ^8^  proportional  setzt,  sondern  man  müßte  für  jede 

Komponente  je  den  Sinus  tmd  den  Kosinus  dieses  Argumentes,  mit 
yerschiedenen  Faktoren  multipliziert  und  dann  addiert,  einführen.  Dies 
bedeutet,  wie  wir  in  §  6  der  Einleitung  gesehen  haben,  daß  der  End- 
punkt des  Vektors,  dessen  Komponenten  X,  Yy  Z  sind,  eine  EUipse 
beschreibt.  In  den  jetzt  betrachteten  Kristallen  pflanzen  sich  also 
nicht  geradlinige,  sondern  dliptische  Schwingungen  fort.  In  solchen 
Fällen  gestaltet  sich  nun  die  Rechnung  formell  einfacher,  wenn  man 
die  komplexen  Größen  einführt,  deren  reelle  Teile  die  gesuchten 
Yektorkomponenten  sind;  man  kann  dann  zunächst  mit  diesen  kom- 
plexen Größen  rechnen,  welche  mit  (Xj,  (F),  {Z)  bezeichnet  werden 
mögen,  und  dann  im  Schlußresultat  den  reellen  und  imaginären  Teil 
sondern.     Wir  setzen  demgemäß 

(«)  (D-9«"(-^'--), 

Dann  gilt 

^(^ ^(X),      A(X)  =  -|;(X), 

d /diX)   .  8{T)  .d(,Z)\  »»      .     .^..       .^.,       ,„. 


dl 


^-»•ifm.   gS-»-'?«^)' 


und  durch  Einfühnmg   dieser  Relation   in  die  erste  Gleichung  (10) 
und  Multiplikation  mit  ^^  ergibt  sich,  wenn  wir  noch,  der  früheren 

Festsetzung   (vergl.  S.  1)    entsprechend,    F«  1    setzen   und  den,   die 
Abhängigkeit  der  b^  von  T  andeutenden  Index  ^  jetzt  fortlassen: 
(13)  (X)b«6i  -  (1  -  r,»)]  +  (T)  \y,v^  +  tgr. (<J,  +  *,)] 

.      +(^)bj''i-i9»'»(<y3+*i)]  =  0. 
Daza  kommen  zwei  analoge,  hierans   darch  zyklische  Vertanscliung 
der  Buchstaben  und  Indizes  abzuleitende  Gleichungen.  Die  Elimination 
Ton  (X),  {Y),  (Z)  aus  diesen  drei  Gleichungen  gibt: 

[q*s,  -  (1  -  Vi»)]       [v.v.+iqv.iS.+d,)]    [y,v,-xqv,{d,+8,)] 
(14)         [v^v,-iqv,(6,  +  ^,)][q\-(l-v,')]      [v,v,+Xqv,iS,+d,y]   ==0, 

'  [ViV,+iqv,iS,  +  S,y]  [v,v,-iqv,{d,+d,)]   [q'e,  -  (1  -  v,«)]      j 

21* 


(15) 
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oder  aufgelöst  (nach  Fortlassung  des  gemeinschaftlicheil  Faktors  q^: 

[q*B,B,B,-^a,e,(l-v,') +,^V+-+-}-(?^-l)V(*,+*.)*— ■ 

=  {V(*«+*,)+V(*,+*i)  +  V(<J.+*,)}' 
oder,   wenn   wir   noch   durch   c^  a^  e^   dividieren    und    die   reziproken 
Werte  von  e^y  s^,  i^  mit  a^^,  6^*,  Cq^  bezeichnen,  sowie  den  Ausdruck 
in  der  ersten  Klammer  in  leicht  ersichtlicher  Weise  umformen: 

+  ",VV(?*-0(*i  +  *,)* 

Dies  ist  eine  Beziehung  zwischen  der  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit und  den  Richtungskosinus  Vj^  der  Welleimormale,  also  die  Gleichung 
der  Normalenfläche  für  Kristalle  rhombischer  Symmetrie  mit  Drehungs- 
vermögen ^).  Die  rechte  Seite  verschwindet  mit  den  für  das  Drehungs- 
vermögen charakteristischen  Konstanten  d^,  und  man  kommt  dann  auf 
die  Normalenfläche  eines  gewöhnlichen  zweiachsigen  Kristalls  (vergl. 
S.  34)  zurück,  dessen  Hauptlichtgeschwindigkeiten  a^y  \y  Cq  sind. 
Unter  Einführung  der  FortpflanzDugsgeschwindigkeiten  g^^,  q^^,  welche 
bei  fehlendem  Drehungs vermögen  der  Richtung  v^,  Vj,  v^  entsprechen 
würden,  kann  man  daher  die  linke  Seite  von  (15)  auch  schreiben: 

Von  den  Gliedern  auf  der  rechten  Seite  enthalten  die  drei  ersten  die 
Differenzen  zwischen  q^  und  den  Hauptlichtgeschwindigkeiten  des  nicht- 
drehenden  Kristalls  als  Faktoren  und  werden  folglich  bei  schwacher 
Doppelbrechung  im  allgemeinen  klein  gegen  das  letzte  Glied  sein*). 
Vernachlässigt  man  sie,  so  wird  die  rechte  Seite  frei  von  q  und  nimmt 
(15)  die  einfachere  Gestalt  an 

(15')(9*-3»»')(9*-<7/)=(«o6oOM«'i'(<J,+d,)+v,«(J,+d,)+i.,«(<J,+*,))» 
welche  mit  derjenigen  (7*)  übereinstimmt,  zu  welcher  wir,  ebenfalls 
unter  Voraussetzung  schwacher  Doppelbrechung,  in  §  2  gelangt  sind. 
Die  Vergleichung  mit  (4)  und  (7)  sowie  (11^)  zeigt,  daß  die 
Konstanten  r^,  r,2,  r^,  welche  das  spezifische  Drehungsvermögen  für 
die  Hauptachsenrichtungen  bei  fehlender  Doppelbrechung  messen,  mit 
den    Größen    tf^,    sowie   mit    den  in  den   ursprünglichen    DiflFerential- 

1)  P.  Drude,  Gott.  Nachr.  1904,  p.  8. 

2)  Nur  für  die  NachbarBchaft  von  Richtungen,  in  denen  etwa  diesee  letztere 
Glied  verschwinden  würde,  wäre  diese  Voraussetzung  unzulässig.  Solche  Rich- 
tungen kann  es  indessen  nur  bei  verschiedenen  Vorzeichen  der  äj^  geben. 
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gleichungen  (9^)  der  elektromagnetischen  Theorie  Torkommenden 
Eonstanten  d^^  ^  und  bj^  ^,  durch  Relationen  yon  nachstehender  Form 
zusammenhängen : 

oder  auch,  da  gj,  «  «o^o^o  gesetzt  werden  kann  und  X-^TV,  -O"  =  -^-  ist: 

^ ^^  >^  ''ii  ""  FT«  ^  1 1  -  6^  jd»  "^  1  -  5^  3«^«  I ' 

Diese  Formel  zeigt*),  daß  im  allgemeinen  (sofern  nämlich  die  6^^ 
klein  gegen  7'  sind,  d.  h.  die  Trägheit  der  Elektronen  nicht  merklich 
in  Betracht  kommt)  der  elektromagnetischen  Theorie  zufolge  das 
Drehungsvermögen  in  erster  Annäherung  umgekehrt  proportional  mit 
T*  oder  X*  sein  muß,  was  bekanntlich  durch  die  Beobachtungen  an 
regulären  und  einachsigen  Kristallen  bestätigt  wird  (siehe  Kap.  I,  §  2). 

8.  KSherungsgesetB  für  die  Sohwingimgsform.  Es  bietet  sich 
hier  zunächst  die  Frage  dar,  welche  Gfröße  man  in  drehenden  Kristallen 
als  Lichtvektor  ansehen  soll.  Streng  transversal  schwingen  die  ganze 
elektrische  Verschiebung  oder  magnetische  Polarisation,  da  diese  auf  der 
linken  Seite  der  Maxwellschen  Gleichungen  auftreten.  Allein  (iie 
Gleichungen,  welche  man  (auf  dem  S.  322  angedeuteten  Wege)  zu  deren 
Bestimmung  erhielte,  sind  sehr  kompliziert.  Wir  wollen  daher  die 
Schwingungsart  nach  dem  Vektor  mit  den  Komponenten  e^X,  £^  F,  s^Z 
beurteilen,  welcher  bei  fehlendem  DrehungiiYermögen  der  Fresnelsche 
Lichtvektor  sein  würde;  derselbe  unterscheidet  sich  von  der  gesamten 
elektrischen  Verschiebung  nur  sehr  wenig,  ist  also  nahezu  transversal 
und  kann,  wenn  nur  annähernde  Gesetze  für  die  Schwingungsform 
ermittelt  werden  sollen,  für  die  erstere  substituiert  werden.  Wir  woUen 
also  setzen:  .         ^     ^     v 

u^B^X^m\{A  +  \A')e    \  «        // 

und  analoge  Ausdrücke,  die  sich  nur  durch  Vertauschung  der  A  mit 
B  bezw.  C  unterscheiden,  für  v  und  w.  Durch  Einfahrung  der  kom- 
plexen Größen  in  die  Differentialgleichungen  (oder  in  die  Gl.  (13;) 
und  Trennung  der  reellen  und  imaginären  Teile  erhält  man  dann 
folgende  sechs  Gleichungen: 

1)  Ans  der  Formel  (16)  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  (II»)  ergibt  sich 
ein  gesetzmäßiger  Zusammenhang  zwischen  der  Dispersion  des  Drehungsvermögens 
und  jener  des  Brechungs  Vermögens,  welchen  P.  Drude  (Lehrbuch  der  Optik,  p.  37») 
aufgedeckt  und  fiir  Quarz  parallel  der  Hauptachse  bestätigt  gefanden  hat. 


826    n.  n.   Theorie  der  Lichtfortpfianzmig  in  EÜBtallen  mit  DrehimgsyermögeiL 


(17-) 


(IT»-)     J 


wobei  die  durch  Punkte  angedeuteten  Gleichungen  aus  den  hin- 
geschriebenen durch  zyklische  Permutation  der  Buchstaben  und  Indizes 
folgen.     Diese   sechs   Gleichungen   würden   uun   für  die  Verhältnisse 

sowie  für  q  aufzulösen  sein.  Die  für  q  resultierende  Gleichung  ist  die 
bereits  oben  abgeleitete  (14)  oder  (15).  Für  die  Verhaltnisse  J.' :  JB' :  C 
würde  bei  fehlcDdem  Drehungsvermögen  gelten 


^' :  J?' :  C  = 


S  7 

0 


und  ebenso  für  Ä'' :  B" :  (7";  dabei  ist  unter  gj  eine  der  Wurzeln  der 
durch  Fortlassung  der  Drehungsglieder  vereinfachten  Gleichung  (15) 
(also  gj  oder  gj)  zu  verstehen.  Da  nun  die  Glieder  mit  den  d^^  sehr 
klein  sind^  so  werden  vorstehende  Verhältnisse  näherungsweise  auch 
für  den  drehenden  Kristall  gelten.  Da  aber  für  dieseu,  wie  wir  sahen, 
den  Hauptgleichungen  nicht  durch  Lösungen  mit  reellen  Faktoren 
«,93,6  genügt  werden  kann,  so  kann  nicht  Ä":B" iC ^Ä':B' :C' 
sein,  und  es  muß  in  den  fttr  Ä\  B',  C  einerseits  und  A'\  JB",  C" 
andererseits  geltenden  gleichlautenden  Proportionen  für  ^  das  eine 
Mal  die  erste,  das  andere  Mal  die  zweite  Wurzel  gesetzt  werden,  also 


(18) 


Ä:B':C' 


A'.B'.C 


go  — a      q^  — h  ö°  — c 

^1  0        ^l  0  ^1  0 

_  «'i  _    .  _,  ?*_      .  _    .«'s 

q^^  —  a'  q^^—h*  '  q'^^—c 

^1  0        ^»  0  ^»  0 


Dies  sind  aber  nach  I,  Kap.  11,  GL  (6)  diejenigen  Proportionen, 
welche  die  Schwingungsrichtungen  in  einem  nictddrehenden  KristaU  mit 
den  HauptliehtgeschwindigJceiten  a^,  6^,  Cq  bestimmen.  Da  diese,  wie 
a.  a.  0.  gezeigt,  stets  aufeinander  senkrecht  stehen,  so  ist 

Folglich  bedeuten  gemäß  §  6  der  Einleitung  A\  B',  C  bezw.  A'\  B'\  C" 
die  Projektionen  der  Hauptachsen  r\  r'  der  vom  betrachteten  Licht- 


y5 
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Tektor  bescilriebenen  Ellipse^  and  wir  haben  als  Näherungsresultat 
den  schon  S.  311  ausgesprochenen  Satz  wiedergewonnen,  daß  diese 
UUipsenhauptachsen  mit  den  Schwmgungsrickhmgen  des  nichtdrehenden 
Kristalls  smsammenfaUen,    Es  bleibt  jetzt  noch  das  Achsenyerhältnis 

2^  '    ■ß't\  (yi  =»  —  =  X  ZU  bestimmen. 

Man  kann  zu  diesem  Zwecke  in  den  kleinen,  die  Sj^  enthaltenden 

Ä*    jB"    C" 
Gliedern  in  (17*)  für  -rr ,  -tt,    ./  die  aus  vorstehendem  Satze  folgen- 
den Näherungswerte  setzen,  also  die  Werte,  welche  gelten  würden 
wenn  die  Richtung  von  r"  sowohl  zur  Wellennormale  als  zu  r  streng 
senkrecht  wäre;  diese  Werte  sind: 

falls  man  noch  festsetzt,  daß  r  zu  r"  zur  Wellennormale  liegt  wie 
die  X'  zur  T-  zur  Z-Achse  des  benutzten  Koordinatensystems.  Führt 
man  diese  Werte  ein  und  ersetzt  femer  in  den  Gliedern  mit  den  d^ 
die  Hauptlichtgeschwindigkeiten  sowie  den  Faktor  q  durch  einen  ge- 
meinschaftlichen Mittelwert  g^,  so  kann  man  die  erste  der  Gleichungen 
(17*)  schreiben: 

■4'(s'-V)-?^;;"U'{(*»+*.)V+(*5+*i)V+(<Ji+*,)V} 

(17'«)  -v,{A'  (d,  +  d,)  V,  +  B'  iß,  +  $,)  V,  +  C  (<J,  +  d,)  V, } 

Dazu  kommen  zwei  analoge,  durch  zyklische  Yertauschung  der 

Buchstaben  und  Indizes  zu  bildende  Gleichungen,  in  denen  die  Äus- 

!  drücke  in  den  geschweiften  Klammem  dieselben  sind.    Faßt  man  diese 

I  .  A'    B'    C 

j  drei  Gleichungen  mit  den  Faktoren  — „  ^„  -ti  zusammen,  so   erhält 

man  mit  Rücksicht  darauf,  daß  Ä'v^  +  B'v^  +  G'v^  •=  0  und    ,  «  x  ist: 


r 


a«-)   »•-[(^)'v+(?rv+(f)*v] 

-Ä»l(*.+».)''.'+(»i+»i)V+(''.+'>i)-.*|-<'- 

In  analoger  Weise  kann  man,  unter  Berücksichtigung  der  nach 
der  obigen  Festsetzung  über  die  Richtungen  von  /,  /'  geltenden 
Relationen: 

/  —  r"  '  "  *  ' 

aus  den  Gl.  (17**)  die  Gleichung  ableiten: 
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-Sil  {(».+».)  •■■*+(*.+*i)V+(«,  +  ».)''.'l-n- 

Die  Ausdrücke  in  den  eckigen  Klammern  sind  offenbar  die 
Wurzeln  q*  =*  g^  bezw.  g^  für  fehlendes  DrehungsTermögen,  und  der 
Ausdruck   in   der  geschweiften  Klammer   ist  zufolge   den  Relationen 

(16)  und  (7)  gleich  —  •  Folglich  kann  man  die  yorstehenden 
Qleichungen  auch  schreiben: 

(19-)  «»-3;*=^>„-x,        3«-2«*  =  *^(ä| 

und  erkennt  ihre  Identität  mit  den  Gleichungen  (6).  Je  nachdem 
man   für  q*  den  Wert  ql  (welcher  für  (>  =«  0  in  gj  übergeht)  oder  gj  j 

.  setzt;   erhält   man   das  Verhältnis   der   in   die   Richtung  A'\  B",  C"  \ 

fallenden  Ellipsenachse  zu   der  anderen  für  die  Welle  (1)   oder  (2).  i 

Es  ist  also  z.  B. 

Da  nun  nach  (3)  q^^  +  ft^  =  ?i^  +  Qi^    ist;  so  gilt 

(20)  X, f, 

was  besagt,  daß  die  Schwingungsdlipsen  der  beiden  Wellen  einander 
ahvdich  sind,  aber  gehread  liegende  große  Achsen  und  entgegengesetzten 
Umlaufssinn  haben,  was  wiederum  mit  dem  in  §  2  aus  dem  Super- 
positionsprinzip abgeleiteten  Resultate  übereinstimmt. 

9.  Spesialisierang  für  optisoh  einaohsige  Kristalle.  Setzen  wir 
fest,  daß  der  Index  ^  sich  auf  die  ordentliche,  der  Index  ^  auf  die 
außerordentliche  Welle  beziehen  soll,  und  führen  den  Neigungswinkel 
(p  der  Wellennormale  gegen  die  Hauptachse  ein,  so  wird 

^1®  =  0 ,     q^^^  «=  0*  cos*  q>+  e^  sin'  q)  ^ 

Q  ^  r^  sin'  9?  +  rg  cos'  (p. 

Dabei  ist  die  )A~  immer  mit  dem  Vorzeichen  von  o'  —  e*  zu 
nehmen;   in   der  Richtung   der   Hauptachse   wird   sie   demgemäß  bei 
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2  2 

einem  positiven  Erist«ll  **  —  |  (>  ]  ^ä'm»  ^^^  einem  negativen  = 1  (>  ^flf/»; 

wo  unter  \q  der  absolute  Wert  des  Drehungsvennögens  verstanden 
ist.  Will  man  die  Wellen  nach  dem  Botationssiim  ihrer  Schwingongs- 
ellipse  durch'  Indizes  ,  und  ^  unterscheiden^  so  ist 

Qi  ^  9u  Qi  ^  Qr  ^^^  einen  positiven  rechten  oder  negativen 
linken  Kristall  ^ 

Qi^^Qr^  Qi^Qi  für  einen  positiven  linken  oder  negativen 
rechten  Kristall. 

Die  große  Achse  der  Schwingungsellipse  liegt  stets  fCbr  die  Welle  (1) 
senkrecht  zum  Hauptschnitt,  für  die  Welle  (2)  parallel  zum  Haupt- 
schnitt, und  das  Verhältnis  x  der  kleinen  zur  großen  Achse  ist  nach 
(19')  gegeben  durch: 


(22)  x  = 


1/(0*  — c*)' Bin*9  + (      Xq^   (r^  sin^qp  +  r,  C08*<jp)*— (o*  — e*)  sin*  9 

2  "~~r:  ~ 


—  ^?m  (»'i  sin*  <jp  +  r,  cos*  qp) 


n 


In  den  vorstehenden  Gleichungen  sind  die  Gesetze  enthalten, 
welche  bereits  in  §  6  im  allgemeinen  ausgesprochen  wurden,  und  über 
deren  quantitative  Bestätigung  durch  Beobachtungen  weiter  unten  ein- 
gehender berichtet  werden  soll.  Hier  sei  nur  noch  hervorgehoben, 
daß  die  Abhängigkeit  des  q  von  der  Richtung  oder,  anders  ausgedrückt, 
die  Verschiedenheit  von  r^  und  r^  auf  die  Gestalt  der  Normalenfläche 
nur  sehr  geringen  Einfluß  hat,  da  dieselbe  von  derjenigen  eines  nicht- 
drehenden  Kristalls  überhaupt  nur  in  solchen  Richtungen  merklich 
abweicht^  welche  mit  der  Hauptachse  kleine  Winkel  bilden,  und  für 
welche  demnach  q  nahe  gleich  r^  ist.  Dagegen  hängt  die,  freilich  auf 
alle  Fälle  bei  den  meisten  Kristallen  sehr  geringe,  EUiptizität  der 
Schwingungen  in  Fortpflanzungsrichtungen  senkrecht  zur  Hauptachse 
von  fj  ab;  denn  es  wird  für  9?  =  ^^t,  wenn  man  die  y  unter  Be- 
rücksichtigung der  Kleinheit  des  zweiten  Gliedes  des  Radikanden 
entwickelt:  ^ 

(23)  x.=  '   ':'<^-J^^  —  . 

Ist  Xj.  durch  Beobachtungen  ermittelt,  so  kann  also  hiemach  mit 
Hilfe  der  Hauptbrechungsindizes  £,  o  und  der  Wellenlänge  l  des 
angewandten  Lichtes  die  Konstante  r^  berechnet  werden.  Da  femer 
fg  als  das  Drehungsvermögen  in  Richtung  der  Hauptachse  direkt  be- 
obachtbar ist,  so  ist  hiermit  ein  Mittel  gegeben,  zu  entscheiden,  ob 
r,  und  r^  einander  gleich  oder  verschieden  sind.    Nach  den  später  zu 
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besprechenden  Beobachtungen  von  Voigt*)  am  Quare  gilt  das  letztere 
und  es  ist  auch  r^  von  Null  verschieden;  folglich  trifft  beim  Quaiz 
keine  der  älteren  Theorien  zu,  denen  zufolge  entweder  r,  =  r^  oder 
(wie  nach  der  ersten  Theorie  von  V.  v.  Lang)  r j  «  0  sein  sollte. 

10.  Normalenfläohe  und  Strahlenflftohe  zweiachsiger  Ejistalle. 

Die  Gleichung  (4)  oder  (15')  ist  für  den  Fall  eines  konstanten  q  (also 
fÖr  dj  =o  tf,  =  dj  oder  r,i  =  r^,  ==  rgj)  von  0.  Weder*)  einer  ein- 
gehenden Diskussion  unterzogen  worden.  Die  Resultate  dieser  Unter- 
suchung behalten  aber,  von  Ausnahmefallen  abgesehen,  ihre  Gültigkeit 
in  der  Hauptsache  auch  dann,  wenn  für  q  die  Funktion  (7)  der 
Richtungskosinus  eingesetzt  wird. 

Zunächst  folgt  aus  (3),  dafi  q^  —  g^'  niemals  verschwinden  kann 
und  immer  dasselbe  Vorzeichen  wie  q^  —  g,®    besitzt  (da  dies  für  die 

in  (3)  auftretende  )/~  festge- 
setzt ist).  Dies  bedeutet,  daß 
die  Normalenfläche  aus  etvei 
völlig  getrennten  Schalen  be- 
steht^), die  in  den  durch 
9i^  =  ft^  bestimmten  Rich- 
tungen, welche  bei  fehlender 
Doppelbrechung    die    Binor- 

^    malen  wären  (und  auch  hier 

so  bezeichnet  werden  sollen), 
zwar  einander  am  nächsten 
kommen*),  aber  ohne  sich 
zu  berühren.  (Siehe  Fig.  128, 
welche  den  Schnitt  der  Nor- 
malenfläche mit  der  ZX- 
Ebene  schematisch  veranschaulicht.)  Für  diese  Richtungen  haben  die 
Normalengeschwindigkeiten  in  großer  Annäherung  die  Werte: 

1)  W.  Voigt,  Göttinger  Nachr.  IQüa^^'p.  170. 

2)  0.  Weder,  Die  Lichtbewegnng  in  zweiachsigen  aktiven  Kristallen. 
Dissert.  Leipzig  1896.  —  Die  Gleichung  ist  in  dieser  Form  zuerst  von  Clebsch 
[Joum.  f.  Math.  57  (1860),  p.  319]  aus  der  Theorie  von  Cauchy  abgeleitet  worden. 

3)  Nur  in  dem  bei  den  Gruppen  IIa  und  III b  möglichen  Fall,  daß  g  gerade 
in  den  Richtungen  der  Binormalen  verschwindet,  würden  die  beiden  Schalen  in 
diesen  Richtungen  Punkte  gemeinsam  haben. 

4)  Dies  gilt  nicht  genau,  da  die  Richtungen,  in  denen  g^  —  g,  ein  Minimum 
wird,  ein  wenig  von  denjenigen  abweichen,  wo  q^*  —  g,*  ein  Minimum  erreicht; 
außerdem  würde  die  Änderung  des  g  mit  der  Richtung  die  Minimumrichtungen 
etwas  beeinflussen. 


Fig.  1S6. 
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(24)  g,==6,  +  l!llAV,      &  =  &o-|^W. 

Die  Differenz  ^i*  —  q^^  oder  g^i  —  g^,  also  die  Starke  der  Doppel- 
brechung, wird  durch  das  Hinzukommen  des  Drehungsvermögens  stets 
vergrößert,  am  meisten  in  der  Umgebung  der  Binormalen,  am  wenigsten 
in  der  Richtung  Y  der  stärksten  Doppelbrechung. 

Die  Schnittkurven  der  Normalenfläche  mit  den  Koordinatenebenen 
—  welche  bei  konstantem  q  immer,  bei  von  der  Richtung  abhängigem 
Q  aber  in  Strenge  nur  für  rhombische  Kristalle  Symmetrieebenen  der 
Normalenfläche  sind  —  sind  hier  irreduzibele  Kurven.  Dagegen 
existieren  bei  konstantem  q  zwei  Paare  anderer  Ebenen,  welche  je  die 
eine  Schale  der  Fläche  in  einem  Kreis,  die  andere  in  einem  Oval 
schneiden;  dieselben  gehen  durch  die  F- Achse  hindurch  und  schnei- 
den die  ZX- Ebene  in  Geraden,  die  sehr  kleine  Winkel  mit  derZ-  bezw. 
X-Achse  bilden  {OK  und  OK'  in  Fig.  128).  Die  Normalenfläche 
ist   dann  der  geometrische    Ort    der  Schnittkurven    einer  Kugelschar 

x^  +  y^  +  z^^  E^ 

mit  einer  Schar  elliptischer  Kegel: 

x^  [( JJ«  -  fc«)  (i?«  -  c^)  -  PT  +  y*  [( JZ»  -  c")  (R^  -  a»)  -  P«] 
+  ^»[(i?2  -  a»)  (Ä«  -  b')  -  P»]  =  0, 

wo  P  für  ()     gj,   steht      Durch  jede   Wellennormalenrichtung   gehen 

dabei  zwei  derartige,  sich  orthogonal  schneidende  Kegelflächen,  und 
die  senkrecht  zu  letzteren  durch  die  Wellennormalen  hindurchgelegten 
Ebenen  enthalten  die  zugehörigen  Strahlen.  Diese  Ebenen  enthalten 
aber  nichty  wie  man  nach  Analogie  der  nichtdrehenden  Kristalle  er- 
warten könnte,  die  großen  Achsen  der  Schwingungsellipsen  und  sind 
also  auch  nicht  als  Halbierungsebenen  der  Winkel  zwischen  den  durch 
die  Wellennormale  und  die  Binormalen  gelegten  Ebenen  konstruierbar. 
Die  analytischen  Beziehungen,  welche  den  zu  einer  gegebenen 
WeUennormale  gehörigen  Strahl  bestimmen,  sind,  wie  0.  Weder  ge- 
zeigt hat,  immer  eindeutig  (während  sie  bei  gewöhnlichen  zweiachsigen 
Kristallen  aufhören  dies  zu  sein,  wenn  die  Wellennormale  in  die 
Richtung  einer  Binormale  fällt).  Daraus  folgt,  daß  zu  jeder  Wellen- 
ebene  nur  ein  Strahl  gehihi,  oder  anders  ausgedrückt,  daß  die  Strahlen- 
flache  keine  singulären  Tangentialebenen  besitzt.  Demzufolge  muß  die 
Erscheinung  der  inneren  Iconiscfien  Refraliion  durch  das  Vorhandensein 
von  Drehungsvermögen  aufgehoben  werden.  Eine  Bestätigung  dieser 
Folgerung  durch  Beobachtungen  liegt  noch  nicht  vor. 
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Die  StraMenflädie  —  deren  Gleichung  sehr  kompliziert  würde  — 
besteht,  wie  die  Normalenfläche,  aiis  zwei  völlig  getrennten  Schalen. 
Während  aber  die  beiden  Schalen  der  Normalenfläehe  frei  von  singu- 
lären  Punkten  sind,  gilt  dies  bei  der  Strahlenfläche  nur  yon  der 
äußeren  Schale.  Ihre  innere  Schale  hingegen  besitzt,  wie  zuerst 
Pocklington  bemerkt  hat^),  kegelartige  Herrorragungen  nach  außen 
mit  Rackkehrkanten  von  der  Art,  daß  ihre  Schnittkurve  mit  der  ZX- 
Ebene  sich  in  der  Nähe  der  Binormalen  ähnlich  verhält,  wie  die  in 
Fig.  48,  S.  126  dargestellten  Kurven,  nur  mit  dem  Unterschied,  daß 
die  äußere  Kurve  (G^  G^)  hier  nach  außen  schwach  konvex  gekrümmt 
sein  würde.  Da  nun  diese  Hervorragungen  mit  der  inneren  Schale 
der  Strahlenfläche  in  konischen  Doppelpunkten  zusammenhängen,  so 
folgt  (im  Widerspruch  mit  einer  Behauptung  von  0.  Weder,  1.  c.  p.  43)» 
daß  die  äußere  Tconische  Eefraktion  auch  bei  Vorhnndensein  von  Drehungs- 
vermögen   bestehen  bleibt 

Die  Index  fläche  besitzt  keine  Doppelpunkte,  dagegen  Wende- 
tangenten  auf  ihrer  äußeren  Schale. 

!!•  Sohwingungsform  und  Drehungsvermögen  in  der  Nähe  der 
Binormalen.  Für  das  Achsenverhältnis  x^  folgt  aus  (6)  in  Verbin- 
dung mit  (3)  unter  Benutzung  der  oben  eingeführten  Abkürzung  P 
der  Ausdruck 

xx  =  /p  I  VW'  -  ?7T  +  4P  -  (q/  -  «/) ), 

oder,  wenn  man  q^^  und  q^^  gemäß  den  Formeln  (8)  S.  38  durch  die 
Hauptlichtgeschwindigkeiten  a®,  (P  und  die  Winkel  gjj,  gp,  der  Wellen- 
normale gegen  die  Binormalen  ausdrückt, 

(25)    Xi-^^y  1/(^0*-  Co*/sinVi8inV2  +  4P*— (ao*-08in9>i8ui<P2]7 

wobei  die  Y  stets  mit  dem  Vorzeichen  von  («o^—  O  ^^  ^i  ^^^  9^if 
also  positiv  zu  nehmen  ist,  so  daß  tc^  das  Vorzeichen  von  P  besitzt. 
Für  die  Richtungen  der  Binormalen  wird  Xj  «  ±  1  (je  nach  dem 
Vorzeichen  von  P);  es  pflanzen  sich  also  in  diesen  Richtungen  zwei 
zirhilarpola/risierte  Wellen  fort  mit  Geschwindigkeiten,  deren  Difi^erenz 

nach  (24)  durch    ^- kb^  ^  ,     gegeben    ist.      Demnach    muß    in    den 

Richtungen  der  Binormalen  reine  Drehung  der  Polarisationseben^  auf- 
treten,  und  zwar,  wie  der  Vergleich  mit  (4),  Kap.  I,  zeigt,  vom  Betrage  q 
pro  Längeneinheit  und  nach   links  oder  nach  rechts,  je  nachdem  die 

1)  H.  C.  Pocklington,  Phil.  Mag.  (6)  2  (1901),  p.  361,  366. 
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schnellere  Welle  (1)  links  oder  rechts  rotiert,  was  wieder  vom  Vor- 
zeichen Ton  Q  abhängt. 

Für  Richtungen,  die  einen  sehr  kleinen  Winkel   dq>   mit  einer 
Binormale  bilden,  ist  nach  (25)  die  Abweichnng  des  x  von  1  nahezu 

gegeben  durch     '*  öp"*^  ^^^  2Q  dqp,  während  sie  bei  einem  einachsigen 

Kristall  mit   den  Hauptlichtgeschwindigkeiten  a^,  Cq  für  Richtungen, 
die   um   dg>   gegen   die   Hauptachse    geneigt   sind,   zufolge    (22)    den 

Betrag    "^    p  °  (Sq>y    hat.     Der   Vergleich   dieser   beiden   Ausdrücke 

läßt  erkennen,  daß  der  Winkelbereich,  innerhalb  dessen  eine  bestimmte 
Annäherung  der  Schwingungsform  an  den  Kreis  stattfindet,  bei  optisch 
zweiachsigen  Kristallen  von  nicht  sehr  kleinem  Binormalenwinkel  2Q  sehr 
viel  kleiner  sein  muß,  als  bei  einachsigen  Kristallen  von  gleich  starker 
Doppelbrechung  und  gleichem  Drehungsvermögen.  Dies  ist  der  Grund, 
weshalb  die  Existenz  von  Drehungsvermögen  bei  optisch  zweiachsigen 
Kristallen  bis  vor  kurzem  der  Wahrnehmung  überhaupt  entgangen  war. 
Wegen  der  Abhängigkeit  des  q  von  der  Richtung  kann  das 
Drehungsvermögen  für  die  beiden  Binormalenrichtungen  ein  verschie- 
denes sein,  so  z.  B.  bei  monoklinen  Kristallen  der  Gruppe  üb  in  dem 
Falle,  daß  die  Binormalenebene  senkrecht  zur  Symmetrieachse  X  ist; 
haben  dabei  r,3  und  r^^  verschiedenes  Vorzeichen,  oder  ist  rjj  >  r^r^^, 
so  kann  ersteres  auch  für  das  Drehungsvermögen  parallel  den  beiden 
Binormalen  gelten,  wofür  nach  den  S.  301  angeführten  Beobachtungen 
der  Rohrzucker  ein  Beispiel  bietet.  Bei  rÄowiMscÄ-hemiedrischen  Kri- 
stallen (Gruppe  Ula)  ist  aber  das  Drehungsvermögen  für  beide  Binor- 
malen stets  gleich,  auch  bei  verschiedenem  Vorzeichen  der  Konstanten  r;^^. 
Auch  dies  wird  durch  die  vorhandenen  Beobachtungen  (vergl.  S.  302) 
bestätigt.  In  den  Gruppen  Ha  und  Hlb,  wo  alle  r^A^O  ^^^7  ^^^  ^®^ 
beiden  Binörmalen  je  nach  der  Lage  ihrer  Ebene  entweder  verschwin- 
dendes, oder  entgegengesetzt  gleiches  Drehungs vermögen  entsprechen 
(letzteres  bei  rhombisch -hemimorphen  Kristallen  dann,  wenn  die  Bi- 
normalenebene normal  zur  hemimorphen  Achse  steht).  In  diesen  Fällen, 
wie  auch  in  IV  d  und  IVe,  wird  nämlich  die  Normalenfläche  durch  zwei 
zueinander  senkrechte  Ebenen  in  vier  Gebiete  geteilt,  in  denen  die 
Schwingungen  der  schnelleren  Welle  abwechselnd  rechts  oder  links 
rotieren,  während  den  in  jenen  Ebenen  liegenden  Fortpflanzungsrich- 
tungen streng  geradlinige  Schwingungen  zukommen. 

12.    Bemerkung  über  hemimorphe  Ejristalle.    Die  Erweiterung 
der   Differentialgleichungen,    welche    zur    Erklärung    des    Drehungs- 
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yermögenB  yorznnehmen  war  und  in  §  6  für  rhombische  (oder  hoher 
symmetrische)  Kristalle  durchgeführt  wurde^  bestand  in  der  addi- 
tiven HinzufÜgung  der  mit  gewissen  Eonstanten  multiplizierten  Diffe- 
rentialquotienten der  elektrischen  Verschiebungskomponenten  nach  t 
zu  den  magnetischen  Feldkomponenten^  bezw.  (im  2*^  Gleichungs- 
tripel)  der  Differentialquotienten  der  letzteren  zu  den  elektrischen 
Verschiebungskomponenten.  Die  Frage,  in  welchen  linearen  Ver- 
bindungen diese  beiden  Arten  von  Vektorkomponenten  überhaupt  bei 
den  yerschiedenen  Eristallgruppen  nach  ihrer  Symmetrie  vorkommen 
können,  ist  von  Voigt  systematisch  untersucht  worden.^)  Das  elek- 
trische Feld  oder  die  elektrische  Verschiebung  wird  durch  einen 
polaren,  das  magnetische  Feld  durch  einen  axialen  Vektor  gemessen.^) 
Die  Komponenten  eines  polaren  und  diejenigen  eines  axialen  Vektors 
können  nun  allgemein  nur  dann  in  linearer  Verbindung  auftreten, 
wenn  ein  Zentrum  der  Symmetrie  fehlt.  Folglich  ist  die  in  Rede 
stehende  Erweiterung  der  Differentialgleichungen  der  Lichtbewegung 
jedenfalls  nur  bei  den  in  §  4  aufgezählten  aeentrischen  Kristallgruppen 
möglich,  und  von  diesen  kommen  infolge  ihrer  speziellen  Symmetrie- 
rerhältnisse  noch  die  Gruppen  VId,  VIe  und  Vllb  in  FortfaL 
Außer  bei  den  Gruppen,  welche  nach  der  Zusammenstellung  in  §  4 
Drehungsvermögen  besitzen^,  können  also  noch  bei  den  hefnimorph' 
Jiemiedrischen  Gruppen  des  tetragonalen,  rhomboedrischen  imd  hexago- 

1)  W.  Voigt,  Göttinger  Nachr.  1903,  p.  186. 

2)  Der  zuerst  vod  P.  Curie  betonte  Unterschied  dieser  beiden  Arten  von 
Yektoren  läßt  sich  dadurch  charakterisieren,  daß  bei  ümkehrung  der  Richtungen 
aller  drei  Koordinatenachsen  die  Komponenten  eines  polaren  Vektors  ihr  Vor- 
zeichen wechseln,  diejenigen  eines  axialen  Vektors  dagegen  nicht.  (Vgl.  z.  B. 
Voigt,  Kristallphysik,  p.  18.)  Axiale  Vektoren  sind  z.  B.  eine  Drehungs- 
Geschwindigkeit  oder  ein  Drehungsmoment,  welche  man  ja  durch  eine  auf  der 
Drehungsachse  aufgetragene  Strecke  repräsentieren  kann.  Man  kann  den  Unter- 
schied der  beiden  Vektorenarten  auch  so  charakterisieren:  für  beide  ist  die 
Vektorrichtung  eine  unendlichzählige  Symmetrieachse;  für  den  polaren  Vektor 
sind  alle  durch  dieselbe  hindurchgehenden  Ebenen  Symmetrieebenen,  die  zu  ihr 
senkrechte  Ebene  aber  nicht,  während  für  den  axialen  Vektor  umgekehrt  nur 
diese  letztere  Ebene  eine  Symmetrieebene  ist.  —  Daß  nun  das  magnetische  Feld 
•den  Charakter  eines  axicUen  Vektors  besitzt,  ist  hiernach  sofort  einzusehen, 
wenn  man  sich  erinnert,  daß  ein  solches  durch  ein  System  geschlossener  elek- 
trischer Ströme,  die  mit  bestimmtem  Umlaufssinn  in  Ebenen  senkrecht  zu  den 
magnetischen  Kraftlinien  fließen,  hervorgebracht  werden  kann,  und  daß  die 
elektrische  Strömung  oder  das  elektrische  Feld  (wie  die  Erdcheinungen  der  Pi^o- 
elektrizität  lehren)  ein  polarer  Vektor  ist. 

3)  Für  diese  führen  die  so  nach  Maßgabe  der  Symmetrie  erweiterten 
Differentialgleichungen  in  großer  Annäherung  zu  den  oben  in  §§  1 — 3  ent- 
wickelten Gesetzen  der  Fortpflanzung  ebener  Wellen,  wie  dies  in  §§  6 — 8  am 
Beispiel  der  rhombisch -hemi^drischen  Gruppe  gezeigt  ist. 
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naien  Systems  Zosatzglieder  der  besprochenen  Art  auftreten,  und  zwar 
lauten  dieselben  hier  den  Symmetrieyerhältnissen  zufolge  in  den 
beiden  ersten  Differentialgleichungen  des  Tripels  9  a) 

(wo  Cf^  eine  neue  Eonstante  bedeutet)^  und  in  den  beiden  ersten  des 
Tripels  9c)  '  dL       ,     ,      dL 

wahrend  je  die  3*"  (auf  die  Z-Komponente  bezügliche)  Differential- 
gleichung kein  Zusatzglied  erhält.  Aus  dieser  speziellen  Form  der 
Differentialgleichungen  folgt  nun^  daß  die  Gesetze  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten durch  die  Zusatzglieder  nicht  beeinflußt  werden, 
wenn  man  wie  früher  Glieder  2*"'  Ordnung  in  bezug  auf  die  Ergänzungs- 
konstanten vernachlässigt.^)  Ebenso  wird  die  Schwingungsform  nicht 
beeinflußt,  d.  h.  bleibt  linear.  Für  hemimorphe  optisch  einachsige 
Kristaüe  ist  also  Tceine  nachweisbare  Abweichung  von  den  Huygensschen 
Gesetzen  der  Doppelbrechung  zu  erwarten.  In  der  Tat  hat  W.  Voigt 
mittels  einer  empfindlichen  Interferenzmethode  nachweisen  können, 
daß  im  rhomboedrisch-hemimorphen  Tu/rmalin  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten nach  den  beiden  entgegengesetzten  Richtungen  der 
polaren  Achse  wenigstens  bis  auf  j^^  ihres  Wertes  übereinstimmen.  *) 
Ein  Einfluß  der  Zusatzglieder  von  der  ersten  Ordnung  in  bezug 
auf  die  Größen  c^  würde  bei  den  hemimorphen  optisch  einachsigen 
Kristallen  jedoch  bei  den  Erscheinungen  der  Beflexion  zu  erwarten 
sein  und  sich  z.  B.  darin  äußern  müssen,  daß  bei  der  Reflexion  an 
einer  zur  Hauptachse  senkrechten  Fläche  linear  polarisiertes  Licht 
in  eUiptisch  polarisiertes  verwandelt  würde.  Versuche  von  Voigt, 
diesen  Effekt  am  Turmalin  nachzuweisen,  blieben  erfolglos.  In  An- 
betracht der  Schwierigkeit  dieser  Messungen,  die  insbesondere  durch 
den  Einfluß  der  nie  fehlenden  Oberflächenschichten  (siehe  S.  181) 
bedingt  wird,  darf  allerdings  hieraus  noch  nicht  auf  das  Fehlen  der 
fraglichen  Glieder  in  den  Differentialgleichungen  geschlossen  werden. 
Denn  es  ist  bisher  auch  noch  nicht  gelungen,  am  Quarz  den  analogen 
Einfluß  nachzuweisen,  den  der  Theorie  zufolge  das  Drehungsvermögen 
auf  die  Reflexion  haben  muß.  Jedenfalls  berechtigen  uns  aber  diese 
negativen  Beobachtungsresultate,  an  dieser  Stelle  von  einem  näheren 
Eingehen  auf  die  fraglichen  Erscheinungen  Abstand  zu  nehmen. 

1)  W.  Voigt,  1.  c.  p.  198.  2)  W.  Voigt,  Göttinger  Nachr.  1908,  p.  194. 
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Drittes  Kapitel. 

Prüfung  der  Theorie  durch  Beobachtungen. 

Wir  bemerken  im  voraus,  daß  Messungen,  welche  zu  einer  Prüfung 
der  theoretisch  abgeleiteten  Gesetze  fQr  die  Welleiigeschwindigkeiten 
und  Schwingungsform  in  Kristallen  mit  Drehungsvermögen  dienen 
können,  bisher  ausschließlich  am  Qu>arz  ausgeführt  worden  sind, 
welcher  sowohl  wegen  der  Größe  und  Homogenitat  seiner  Kristalle, 
als  auch  wegen  seiner  relativ  schwachen  Doppelbrechung  und  seines 
starken  Drehungsvermögens  hierfür  das  weitaus  geeignetste  Material 
bietet. 
^  A.    Erscheinungen    in   parallelem    Lichte. 

1.  Formeln  für  senkreohten  Durchgang  homogenen  polari- 
sierten Lichtes  durch  eine  gegen  die  Hauptachse  geneigte  Platte 
eines  einachsigen  drehenden  Kristalls.  Wie  wir  in  Kap.  I,  §  1  sahen, 
erleidet  eine  linear  polarisierte  Welle  homogenen  Lichts  bei  senk- 
rechtem Durchgang  durch  eine  zur  Hauptachse  senkrechte  Quarzplatte 
einfach  eine  deren  Dicke  proportionale  Drehung  ihrer  Polarisations- 
ebene. Eine  zur  Hauptachse  pa/raUde  Quarzplatte  verhält  sich  hin- 
gegen sehr  annähernd  wie  eine  solche  aus  einem  nichtdrehenden 
Kristall,  d.  h.  so  als  ob  sich  in  ihr  zwei  linear  polarisierte  Wellen 
fortpflanzten.  (Vergl.  jedoch  S.  329  unten.)  Läßt  man  nun  die  Neigung 
der  Plattennormale  gegen  die  optische  Achse  von  Null  an  wachsen, 
so  beobachtet  man  einen  stetigen  Übergang  von  dem  ersteren  Ver- 
halten zu  dem  letzteren;  wenn  linear  polarisiertes  Licht  auf  eine 
solche  geneigte  Platte  senkrecht  einfällt,  so  wird  das  austretende  Licht 
bei  Drehung  der  Platte  in  ihrer  Ebene  und  bei  Drehung  des  Analy- 
sators niemals  ausgelöscht,  es  ist  also  stets  elliptisch  polarisier.  *) 

Wenn  wir  uns  zunächst  erinnern,  daß  nach  dem  in  der  Einleitung, 
§  6,  und  in  I,  Kap.  VHI,  §  4,  Gesagten  die  Lage  und  das  Verhältnis 
der  Achsen  der  austretenden  Schwingungsellipse  mittels  eines  Kompen- 
sators  in  Verbindung  mit  einem  Analysator  bestimmt  werden  kann, 
so  handelt  es  sich  nur  noch  darum,  aus  diesen  Bestimmungsstücken 
das  Achsenverhältnis  x  und  die  beim  Fortschreiten  um  die  Längen- 
einheit stattfindende   relative  Verzögerung  d  der    beiden    elliptischen 


1)  Bei  Anwendung  sehr  intensiven  Lichtes  erkennt  man,  daß  auch  eine 
zur  Achse  parallele  Platte  zwischen  gekreuzten  Nikols  nicht  vollständig  aus- 
löscht.    Siehe  Voigt,  Göttinger  Nachr.  190;i,  p.  170 
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Schwingungen  in  der  Eristallplatte;  welche  Ghrößen  tlieoretisch  durch 
die  Formeln  (1)  und  (2),  S.  311,  gegeben  sind,  zu  ermitteln.  Wir 
legen  die  F- Achse  in  den  Hauptschnitt  der  y=H 

Platte  und  bezeichnen  mit  a  den  Winkel,  den 
die  Schwingungsrichtung  OS  des  einfallenden 
linearpolarisierten  Lichtes  mit  dem  Baupt- 
schnitt  OH  bildet  (siehe  Fig.  129);  die  ein- 
fallende Amplitude  setzen  wir  der  Einfachheit 
halber  gleich  1.  Dann  sind  die  einfallenden 
Komponenten  also  Fig.  iw. 

W0  =  —  sin  a  cos  r,         v^  -=  cos  a  cos  r . 

Diese  zerlegen  sich  im  Quarz  in  zwei  elliptische  Schwingungen,  deren 

Komponenten  folgende  Form  haben: 

Wj  =  A^  cos(t  —  Aj®),  ti^  =  x-4^  cos(r  —  A,®), 

t?!  =  JLj  X  sin(T  —  L^),         t?3  =  —  ^  sin(r  —  A,*), 

wo  der  Index  ^  sich  auf  die  „ordentliche",  d.  h.  diejenige  Welle  be- 
zieht, deren  große  Achse  senkrecht  zum  Hauptschnitt  ist,  und  wo  x 
für  linksdrehenden  Quarz  (auf  den  sich  ^ig.  129  bezieht)  positiv, 
für  rechtsdrehenden  negativ  zu  nehmen  ist. 

Aus  der  Oleichsetzung  von  Wq  und  Uj  + 14^  bezw.  v^  und  v^  +  t;, 
folgen  die  Relationen: 

Ay^  COS  Ai®  4-  x-4,  cos  A,®  =  —  sin  a , 

Ay^  sin  t^  +  %A^  sin  t^  =  0, 

A^K  cos  Ai^  —  A^  cos  Aj®  =  0, 

Ay%  sin  Aj®  —  A^  sin  Aj°  =  —  cos  a , 
deren  Auflösung  ergibt: 


Ay^  cos  Ai®  = 

^1  sin  Ai^  « 


—  X  cos  a 

"l  +  x*"' 
sin'a  -|-  x*C08*a 


A^  cos  ^ 


—  X  sin  a 
"l+x»    ' 
cos  a 

7 


x'sin'a  +  cos'a 

(l+x«)*~ 


A^  = 


(1+x«)' 

Je  nachden^  a  >  45®  oder  <  45®  ist,  ist  die  Ellipse  mit  der  zum  Haupt- 
schnitt OY  senkrechten  oder  diejenige  mit  der  zu  ihm  parallelen  großen 
Achse  die  größere  von  beiden.  Die  Richtung  OS  ist  parallel  einer 
gemeinsamen  Tangente  beider  Ellipsen.  (Siehe  Fig.  129,  die  für 
tga=l,4  gezeichnet  ist.j  Für  a=90®  wird  ^  =  xJ.^,  d.  h.  die 
große  Achse  der  Ellipse  (2)  gleich  der  kleinen  der  Ellipse  (1),  für 
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(1) 


a^O  ist  es  umgekehrt;  in  Fig.  130,  a — d,  ist  die  gegenseitige  Lage 
nnd  der  XJmlanfssinn  der  beiden  Ellipsen  in  einem  rechten  und  linken 
Qnarz  für  diese  beiden  ausgezeichneten  Schwingungsazimut«  des  ein- 
fallenden Lichtes  (die  durch  Doppelpfeile  angedeutet  sind)  veran- 
schaulicht. 

Die  Komponenten  der  beiden  Schwingungen  beim  Eintritt  in  die 
Quarzplatte  sind  nach  obigem: 

1     j        .  .       . 

i  **i  ^  rX~»  { —  sm  «  cos  r  —  x  cos  a  sm  r } , 

u^  ==  T4_— i { —  Ä*  sin  cc  cos  r  +  x  cos  a  sin  r } , 

Vi  =  j  f— i  { —  X  sin  a  sin  r  +  x^  cos  a  cos  t } , 

v^  =  ^4-   8  { *  siii  «  sin  T  +  cos  a  cos  r } . 

Beim  Austritt  hat  die  Schwingung  (2)  g^en  (1)  eine  relative  Phasen- 
verzögerung A  =•  2)  •  d  erhalten, 
wenn  D  die  Dicke  der  Platte  und  d 
die  durch  61.  (1\  Kap.  II,  bestimmte 
Größe  (bei  stets  positiv  genom- 
mener y  )  ist.  Es  ist  also,  wenn 
man  für  die  Komponenten  u^\  v^' 
der  austretenden  Schwingung  (1) 
die  Form  von  t*i,Vi,  nur  mit  Er- 
setzung von  r  durch  t',  beibehält, 
in  denjenigen  der  Schwingung  (2) 
t'  —  A  statt  r  zu  setzen.  Bringt 
man  schließlich  u  =  u^  +  u^  bezw. 
v'  =«  v^  +  Vg'  auf  die  Form 
A  sin  {z—  zAj)  bezw.  5  sin  (r'  —  A^), 
so  findet  man  nach  den  Formebi  (3)— (6)  des  §  6  der  Einleitung 
die  austretende  Schwingungsellipse. 

Wir  wollen  die  Rechnung  hier  nur  für  die  beiden,  bei  den  Be- 
obachtungen vorzugsweise  in  Betracht  kommenden  Fälle  durchfuhren, 
daß  die  einfallende  Schwingung  parallel  oder  senkrecht  zum  Haupt- 
schnitt (a  =  0  oder  =  90«^)  ist. 

1.   a  =  0.     Polarisationsebene  senkrecht  zum  Hauptschnitt. 

u  =  yj_  -j  { sin  (t'—  A)  —  sin  i' }  =  ^—^  { sinr'  (cos  A  —  1)  —  cos  r'sinA } , 
V  =  j^^-ä{x^cosT'-|-cos(t'--A)}===  j-qj^{sinT'sinA4-cosT'(cosA'+x*)}, 


curechter 


SristaZi 


2k  linker 


a  rechter 


<x,'0 


Kristau 

Flg.  180. 


(LUnker 
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(1  +  X»)"  '  V    1  +  «•     /  ' 

A     A                   .      A        ,      .               x*  +  COS  A 
tg  A.  =  -  cotg  -,     tg  Aj  = T  A     » 


2  ^        B  — 2  sin  A 

rS)  tg-A'  =  tg  (A,  -  A,)  =  j^-;!  tg  4 . 

Setzt  man 

(4)  x-tgy,     |  =  tge,  -t^-- 
80  folgt  durch  leichte  Rechnung: 

(5)  cos  9  =  sin  2^  sin      , 

(6)  tg  A'  =  cos  2  j^  tg  --  • 

Zur  Bestimmung  des  Achsenverhältnisses  —  =  tg  ^  der  austreten- 
den Schwingungsellipse  und  des  Azimutes  t  ihrer  Hauptachsen  hat 
man  nach  §  6  der  Einleitung  die  Gleichungen  [(5')  bezw.  (6),  S.  9] 

(7)  tg2^  =  tg2ecos  A', 

(8)  sin  2d  «  ±  sin  20  sin  A'. 

Drückt  man  tg  20  und  cos  A'  mit  Hilfe  der  vorstehenden  Gleichungen 
(2),  (4)  und  (6)  durch  y  und  A,  also  durch  die  Bestimmungsstücke  der 
elliptischen  Schwingungen  im  Kristall  aus^  so  erhält  man 

(9)  tg2*-  '^SysinA 


COS*  2 y  +  sin*  2 7  cos  A ' 

oder^  wenn  man  benutzt^  daß  nach  den  Gouyschen  Formeln  (S.  311) 

*sin2y«-*sin/3  =  2()     oder     A  sin  2y  =  2Z)p  =  2P 
und 

*  cos  2y  =  d  cos  ß  =  d^,     A  cos  2y  =  A<^ 
ist;  auch 

(90  tg2^«-    ^^^^^^_. 

Ferner   ergibt  sich  aus  (6*)    der  Einleitung  in   Verbindung  mit  der 
obigen  Gl.  (6): 

tg  2-^  ==  tg  A'  sin  2t  -  cos  2y  tg  i  A  •    -J^-^"^  -, 

/^  *  ^  ^  ^      yi  +  tg*2t^' 

oder  mit  Benutzung  von  (9): 

(10)  tg  2^  =        Bin4y.sinHA 

^     ^  ®  yi  — sin»4ysin*^A 

(10')  sin  2^  ^9m4ty  sin*  |  A , 

(lO'O  '     tg^=  8in4yWjA^^ 

^  ^  1-f  yi  — 8in*4ysin*iA 
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Um  umgekehrt  aus  den  mittels  Kompensators  und  Analysators  direkt 
beobachtbaren  Größen  A'  und  6  die  Größen  A  =  Dtf  und  x  =  tg  y  <" 
zu  berechnen^  dienen  die  aus  (5)  und  (6)  leicht  ableitbaren  Formeln: 

(11)  cos  Y  =  cos  A'  sin  0, 

(12)  tg2y-^3|^. 

7    2.  a  =  90^«    Polarisationsebene  parallel  dem  Hauptschnitt. 

u  =   "7    %  { cos  r'+  x^cos  (r'—  A) }  =  j^—j  { eosr'(l+  x*cos A)  +  sinr'-  x^sin A  j , 


1  .  .  —  X 

V  ■■  j  ,  ^  { xsin  (t'— A)  —  X  sinr' }  =-     ,    ,  { sin  t'(1  —  cos A)  +  cos  x'  sin A  | , 
(2') 


.,  _  14-x*  +  2x*cobA  _  -  _  /2«8m^A\* 


T»_  /2»  Bin  JAN« 

°  -\  1+x' ; ' 


.      .               1  -4-  x'  coB  A        ,      .            —  sin  A  ,     A 

tgAi -iT-sT£Ä-'    *8^  =  r^o7Ä ««*8T' 

tgA'  =  tg(A,-A,)»;^^;tg|^- 

,^  Ist  wieder  -r-  =»  tg  ö,  x  «=  tg  y,  so  wird,  wie  im  Falle  1, 

tgA'=co8  2ytg-,^ 


dagegen 
(13) 

abweichend: 
sine 

2% 

sm  Y  = 

sin 

2y 

sin 

A 
2 

Die  Auflösung 

nach  A  und  y 

ergibt: 

(14) 

• 

A 
COS  Y 

=  cos  A' 

cos 

e, 

(15) 

tg2y 

sin  A' 

Für  die  Veränderung  der  austretenden  Schwingungsellipse  bei  von  0 
an  wachsendem  A,  also  etwa  bei  zunehmender  Dicke  der  Platte,  laßt 
sich  aus  den  Formeln  (3)  bis  (10)  folgendes  entnehmen.  Die  Glei- 
chung (9)  zeigt,  daß  bezüglich  der  Drehung  der  großen  Achse  ein 
verschiedenes  Verhalten  statt  hat,  je  nachdem  tg  2y  >  1  oder  <  1, 
d.  h.  X  >  oder  <  (]/2  —  l)  ist,  da  nur  im  ersteren  Falle  der  Nenner 
von  tg  2^  durch  Null  hindurchgehen  kanfl. 

1.  Im  Falle  a  =»  0,  wo  die  einfallende  geradlinige  Schwingwng 
parallel  dem  Hauptschnitt  ist,  ergibt  sich: 

A.  wenn  x  positiv  und  >  1/2  —  1    ist  (linker  Bjistall,  Wellen- 
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normale  wmig  ^on  der  Hauptachse  abweichend),  eine  rechtsumia,\xteiie 
ai^stretende  SchwingongBellipse,  deren  große  Achse  sich,  wahrend  A 
Ton  0  bis  Ä  bezw.  2ä  wächst,  um  yor  bezw.  ä  nach  links  dreht,  wobei 
das  Achsenverhaltnis  tg'O'  zunächst  wächst  und,  wie   aus  (10)  oder 

(10")  folgt,  sein  Maximum  =  tg  2y  —  .^  ^  A  =  ä  erreicht  (siehe 
Fig.  131,  die  für  y  =  30^  gilt); 


A^o 


Fig.  18S. 


B.  wenn  x  positiv  und  <  ")/2  —  1  ist  (was  bei  hinreichend  großer 
Neigung  der  Wellennormale  gegen  die  Hauptachse  jedenfalls  zutrifft) 
eine  ebenfalls  rechts  umlaufene  Ellipse,  deren  große  Achse  sich  zu- 
nächst auch  nach  links  dreht,    dann  aber,   wenn   cos  A  =»  —  tg*  2y, 

^  =  —  arctff  --__^-  y     -.  =    -  aresin  .^    geworden    ist,    umkehrt,    für 

A^üt  wieder  parallel  der  einfallenden  Schwingung  ist  und  für 
Ä  <  A  <  2;r  nach  der  anderen  Seite  von  dieser  abweicht  (siehe 
Fig.  132,  worin  die  Grenzlagen  der  Ellipse,  sowie  als  gestrichelte 
Linien  einige  Zwischenlagen  der  großen  Achse,  unter  der  Annahme 
y  =  15®  dargestellt  sind.)  Die  Schwankung  der  Achsenrichtung  ist 
um  so  kleiner,  je  kleiner. x  ist,  ebenso  das  Maximum  des  Achsenver- 
hältnisses, welches  sich  wie  im  Falle  A  bestimmt.  So  ergibt  sich 
z.  B.  für  eine  Welle,  die  sich  im  Qtiarz  unter  einem  Neigungswinkel 

2p 

von   25®    gegen    die    Hauptachse   fortpflanzt,    ^^  =  0,044,   x  =  0,022 

und  hieraus  das  Maximum  des  Drehungswinkels  der  großen  Ellipsen- 
achse   =  1®25'37"    und   dasjenige    des   Achsenverhältnisses    =»  0,044;  / 
während  für  die  zur  Hauptachse  senkrechten  Fortpflanzungsrichtungen,  I 
wo  x  =  0,0039  wird,  jene  Maximalwerte  nur  noch  13' 24"  bezw.  0,0078^ 
betragen. 

Der  Übergang  vom  Falle  A  zu  B  tritt  ein,  wenn  tg2y  =  1, 
x  =  j/2—  1  ist;  dann  wird  die  Ellipse,  wenn  A  durch  x  hindurch-  ■ 
geht,  zum  Kreise,  und  die  Richtung  der  großen  Achse  ändert  sich 
dabei  sprungweise  um  jX,  Da  x  eine  eindeutige  Funktion  der  Nei- 
gung der  Wellennormale  gegen  die  optische  Achse  ist,  so  kann  die 
austretende  Schwingung  also  nur  für  eine  bestimmte  solche  Neigung 
und  außerdem   (wegen  der  Bedingung  ftlr  A)  fiir  bestimmte  Dicken 


^ »/ 


•  .1»* 
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der  Quarzplatte;  nämlich  für  D  =  -     -  ^-,  kreisförmig  werden.    In 

jedem  Falle  ist  natürlich  für  A»2;r  die  ursprüngliche  lineare 
Schwingung  wiederhergestellt  und  wiederholen  sich  bei  weiter  wach- 
sendem A  dieselben  Schwingungsformen,  wie  im  Intervall  0< A<2ä. 

Für  negatives  x,  d.  h.  einen  rechten  Klristall,  wird  sowohl  der 
ümlaufssinti  der  Ellipse,  als  der  Drehungssinn  ihrer  großen  Achse 
entgegengesetzt,  während  das  Achsenverhältnis  das  gleiche  bleibt. 

2,  Im  Falle  a  =-  90®,  d.  h.  hei  senkrecht  zum  HauptschniU  gerich- 
teter einfallender  Schwingung,  ist  die  Lage  der  austretenden^ Schwin- 
gungsellipser  gegen  die  einfallende  Schwingung,  sowie  ihr  Achsenver- 
hältnis dasjgleiche,  dagegen  ihr  Umlaufssinn  der  entgegengesetzte,  wie 
im  Falle  «  =  0  für  dasselbe  A.  Die  Figuren  133  und  134  erläutern 
dieses  Verhalten  für  einen  linksdrehenden  Kristall,  erstere  für  y  =  30®, 
letztere  für  y  «=  15®;  die  Schwingungsellipsen  sind  für  dieselben 
Phasendiflferenzen  gezeichnet,  wie  in  Fig.  131  und  132.  ^- 


^  ty^^- '^s'^^- 


Bei  einem  von  0  und  90®  verschiedenen  Azimut  der  einfallenden 
Schwingung  werden  die  Verhältnisse  natürlich  komplizierter.  Im  Falle 
a  =  45®  ergibt  sich  aus  den  Formeln  (1)  leicht  das  Resultat,  daß  für 
A  =  (2n  +  l)7tyU=^v  wird,  d.  h.  die  austretende  Schwingung  wieder 
geradlinig,  aber  senhrecht  zur  einfällenden  ist,  gerade  so,  wie  es»  bei 
fehlendem  Drehungs vermögen  der  Fall  sein  würde. 

2.  Beobaohtungen  an  Quarz  über  die  elliptiBOhe  PolariBation 
von  geneigt  gegen  die  Hauptachse  fortschreitenden  Wellen. 
Einige  derartige  Beobachtungen  hat  bereits  Airy^)  angestellt,  indem 
er  elliptisch  polarisiertes  Licht  einfallen  ließ  und  dessen  Achsenver- 
hältnis so  regulierte,  daß  das  aus  der  Quarzplatte  austretende  Licht 
den  gleichen  Schwingungszustand,  wie  das  einfallende,  besaß,  also 
durch  einen  elliptischen  Analysator,  der  auf  Auslöschung  des  ursprüng- 
lichen Lichtes  eingestellt  war,  ebenfaljs  ausgelöscht  wurde.  Hierdurch 
war  Airys  Annahme,  daß  sich  im  Quarz  in  von  der  Hauptachse  ab- 
weichenden Richtungen  elliptische  Schwingungen  ungeändert  fort- 
pflanzen,   als  richtig    erwiesen,    und    es  hätte   durch   diese  Versuchs- 

1)  B.  G.  Airy,  Cambr.  Trans.  4  (1831),  p.  202. 
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anordnang  auch  die  Form  jener  Schwingungen  (also  x)  bestimmt 
werden  können,  nicht  aber  ihre  relative  Verzögerung  (A).  Messungen, 
die  diese  beiden  Orößen  zu  bestimmen  gestatteten,  hat  zuerst  Jamin^) 
ausgeführt,  und  zwar  in  der  Weise,  daß  mittels  eines  Babinetschen 
Kompensators,  dessen  eine  Schwingungsrichtung  mit  dem  Hauptschnitt 
der  Quarzplatte  zusammenfiel,  die  aus  letzterer  austretende  elliptische 
Schwingung  in  eine  geradlinige  yerwandelt  und  deren  Azimut  mittels 
eines    drehbaren   Analysators    bestimmt   wurde;    die    Einstellung   des 

Kompensators  gab  dann  A',  das  Analysatorazimut  arctg  -j  *  Das  ein- 
fallende (gelbe)  Licht  war  dabei  entweder  parallel  oder  senkrecht 
zum  Hauptschnitt  polarisiert,  und  es  konnten  also  mittels  der  im 
vorigen  Paragraphen  entwickelten  Rechnung  aus  jenen  beobachteten 
Ghrößen  A  und  x  gefunden  werden.  Jamin  fand,  daß  die  Azimute 
der  wiederhergestellten  Polarisationsebene  für  jene  beiden  Lagen  der 
einfallenden  Schwingung  stets  zueinander  senkrecht  waren;  dies  steht 
im  Einklang  mit  der  Theorie,  welche  für  a-=0  und  a  =  90^,  wie  die 

ü 
Formeln  (2)  und   (2')    zeigen,   reziproke  Werte   von   -r   liefert.     Im 

übrigen  erstreckten  sich  die  Beobachtungen  Jamins  nur  auf  kleine 
Neigungen  q)^  der  Wellennormale  gegen  die  optische  Achse  und 
waren  überdies  mit  verschiedenen  Fehlerquellen  behaftet,  die  u.  a. 
daraus  entsprangen,  daß  er,  um  q)  zu  variieren,  das  Licht  unter  ver-| 
schiedenen  Einfallswinkeln  auf  eine  zur  Hauptachse  normal  geschnit-! 
tene  Platte  fallen  ließ.  Hecht*),  welcher  später  die  Jaminsche  Be- 
obachtungsmethode in  etwas  modifizierter  Weise  wieder  aufnahm,  be- 
nutzte daher  nur  senkrecht  einfallendes  Licht  imd  drei  Platten  von 
verschiedenen  Neigungswinkeln  (2,37®,  7,18®,  14,89®)  gegen  die  optische 
Achse.  Die  Übereinstimmung  der  aus  den  Beobachtungen  einerseits, 
aus  den  Theorien  von  Cauchy,  Lommel,  Ketteier,  V.  v.  Lang  oder 
W.  Voigt  andererseits  berechneten  Werte  A  und  x  war  befriedigend. 
Ein  anderes  Beobachtungsverfahren,  welches  jedoch  nur  die  Be- 
stimmung des  Gangunterschiedes  gestattet,  wurde  von  Croullebois*) 
und  Mac  Connel^j  angewendet;  es  besteht  in  der  Aufsuchung  der- 
jenigen Einfallswinkel,  bei  welchen  das  durch  eine  (zur  optischen 
Achse  senkrechte)  Quarzplatte  hindurchgegangene  Licht  ebenso  pola- 

1)  Jamin,  Ann.  chim.  phys.  [3]  30  (1850),  p.  65. 

2)  B.  Hecht,  Wied.  Ann.  20  (1883),  p.  426;  30  (1887),  p.  274. 

3)  M.  Croullebois,  Ann.  chim.  phys.  (4)  28  (1873),  p.  882. 

4)  Mac  Connel,  Proc.  Cambridge   Phil.  Soc.  (5)   1883,  p.  53;    Proc.  Roy. 
Soc.  London  39  (1885),  p.  409;  London  Phil.  Trane.  177  (1887),  p  299. 
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risiert  ist,  wie  das  einfalleiide^  was,  wie  wir  oben  gesehen  haben, 
dann  eintritt,  wenn  A  ein  ganzes  Vielfaches  Yon  2n  ist.  CrouUebois 
zerlegte  das  Licht  nach  dem  Anstritt  ans  dem  znm  Polarisator  ge- 
kreuzten Analysator  mittels  eines  geradsichtigen  Spektroskops  und 
brachte  durch  sukzessives  Drehen  der  Quarzplatte  je  einen  der  dunklen 
Streifen,  die  dann  das  Spektrum  durchzogen,  zur  Koinzidenz  mit  der 
Natriumlinie;  Mac  Connel  benutzte  zur  Beleuchtung  Natriumlicht  und 
beobachtete  direkt  mit  einem  Fernrohr.  Ersterer  dehnte  die  Messungen 
bis  zu  Neigungswinkeln  9  von  ca.  39^  aus  und  fand  A  in  guter  Über- 
)      einstimmung  mit  der  von  Cauchy  angegebenen  Formel 

~^  A^^Jl/do^+X^^col^y, 

(welche  aus  (21),  Kap.  II,  für  r^  =  0,  rg  ==  Qq  hervorgeht),  wobei  aber 
zu  bemerken  ist,  daß  einerseits  der  Einfluß  des  von  der  Zirkular- 
polarisation herrührenden  Gliedes  auf  A  schon  für  mäßige  Neigungs- 
winkel {p  unmerklich  wird,  andererseits  die  Beobachtungsresultate  nicht 
sehr  genau  zu  sein  scheinen,  zumal  bei  der  Berechnung  auf  die  Tren- 
nung der  Wellennormalen  im  Quarz  durch  die  Doppelbrechung  keine 
Rücksicht  genommen  ist. 

Bemerkenswert  ist  auch  eine  von  CrouUebois^)  angewandte, 
der  Fresnelschen  Prismenkombination  analoge  Yersuchsanordnung, 
durch  welche  die  beiden  elliptisch  polarisierten  Strahlen  getrennt 
sichtbar  gemacht  und  untersucht  werden  können.  Er  bediente  sich 
hierzu  eines  Doppelprismas  aus  zwei,  mit  den  Hjpotenusenflächen 
zusammengekitteten  rechtwinkligen  Quarzprismen  von  großem  (82^  be- 
tragendem) brechendem  Winkel,  von  denen  das  eine  aus  Rechts-,  das 
andere  aus  Linksquarz  so  geschliffen  war,  daß  die  als  Eintritts-  und 
Austrittsfläche  dienenden  Kathetenflächen  beider  unter  8(fi  gegen  die 

optische  Achse  geneigt  waren, 
aber  so,  daß  ihre  Hauptschnitte 
gekreuzt  lagen  (siehe  Fig.  135, 
wo  der  Hauptschnitt  im  Prisma 
1  horizontal,  im  Prisma  2  ver- 
tikal ist).    Dann  war  der  Ro- 
tationssinn  der   Schwingungs- 
ellipsen mit  gleichliegenden  großen  Achsen  in  beiden  Prismen  über- 
einstimmend, aber  die  ihnen  entsprechende  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit  verschieden,   da   z.  B.   die   große    Ellipsenachse   in   dem    ersten 
Prisma  für  den  ordinären,  im  zweiten  für  den  extraordinären  Strahl 


Fig.  186. 


1)  M.  CrouUebois,  Ann.  chim.  phyg.  (4)  28  (1873),  p.  438. 
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senkrecht  zu  den  dreieckigen  Seitenflächen  ist.  Es  findet  daher  beim 
Übergang  über  die  Trennungsfläche  (in  Fig.  135  sind  die  beiden 
sich  eigentlich  in  der  Hjpotenusenfläche  berührenden  Prismen  der 
Deutlichkeit  halber  auseinandergerückt)  keine  Zerlegung  der  beiden 
sich  im  ersten  Prisma  senkrecht  zur  Eintrittsfläche  fortpflanzenden 
Wellen,  wohl  aber  eine  Brechung  in  entgegengesetztem  Sinne  statt, 
und  es  treten  also  zwei  schwach  divergierende  Wellen  bezw.  Strahlen- 
bündel aus,  die  in  derselben  Weise,  wie  die  Wellen  im  Quarz,  elliptisch 
polarisiert  sind.  Somit  konnten  mittels  eines  ^A-Blättchens  und  Anar 
lysators  die  Achsen  Verhältnisse  beider  Ellipsen  direkt  bestimmt  werden; 
sie  ergaben  sich  reziprok ,  wie  es  die  Theorie  verlangt.  Aus  der 
Divergenz  der  austretenden  Strahlen  konnte  auch  die  Differenz  der 
Brechungsindizes  der  beiden  Wellen  im  Quarz  und  somit  A  berechnet 
werden.  Beide  Größen  (x  und  A)  stimmten  nahe  mit  den  von  Jamin 
für  gleichen  Neigungswinkel  tp  gefundenen  überein. 

Aus  neuester  Zeit  ist  noch  eine  Untersuchung  von  Brunhes^) 
über  die  innere  Reflexion  im  Quarz  zu  erwähnen,  bei  der  derselbe  zu 
einer  Bestimmung  der  Elliptizität  geführt  wurde.  Er  ließ  elliptisch 
polarisiertes  Licht  in  einer  Flüssigkeit,  deren  Brechungsindex  von  dem 
ordentlichen  des  Quarzes  wenig  verschieden  war,  so  auf  eine  unter 
45^  gegen  die  Hauptachse  geschnittene  Quarzplatte  auffallen,  daß  die 
eintretenden  Strahlen  im  Quarz  nahe  die  Richtung  der  Hauptachse 
hatten  und  nach  totaler  Reflexion  an  der  (an  Luft  grenzenden)  Außen- 
fläche der  Platte  sich  nahe  senkrecht  zur  Hauptachse  fortpflanzten; 
das  reflektierte  Licht  wurde  mittels  Analysators  und  Spektroskops  unter- 
sucht. Durch  Drehung  des  Polarisators  konnte  erreicht  werden,  daß  für 
eine  bestimmte  Farbe  der  außerordentliche  reflektierte  Strahl  verschwand; 
dies  ist  daran  erkennbar,  daß  die  sonst  in  großer  Zahl  sichtbaren, 
von  der  Interferenz  der  beiden  reflektierten  Strahlen  herrührenden 
Streifen  im  Spektrum  fehlen,  und  es  tritt  ein,  wenn  das  Polarisations- 

azimut  gegen  die  Einfallsebene  =  arctg  — -     und  der  Gangunterschied 

der  einfallenden  Strahlen  im  Quarz  {2h  -\-\)%  ist  (wie  durch  Betrach- 
tung des  umgekehrten  Strahlengauges  mit  Rücksicht  auf  die  Formeln 
des  Falles  B  leicht  einzusehen  ist).  Andererseits  konnte  x  auch  (nach  der 
'  Methode  Airys)  durch  Aufsuchung  solcher  Stellungen  des  Polarisators 
bestimmt  werden,  für  welche  nur  ein  einfallender  Strahl  im  Quarz 
entstand,  was  daran  zu  erkennen  war,  daß  im  Spektrum  des  reflek- 
tierten Lichtes   zahlreiche,   ihren  Ort   bei   Drehung   des  Analysators 

1)  Brunhee,  Axchi?e  Nöerlandaise  (2)  5  (1900),  p.  13. 
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niclit  ändernde  Interferenzstreifen  erschienen.  Es  fanden  sich  zwei 
zueinander  senkrechte  Polarisatorstellnngen^  die  dieser  Bedingung  ge- 
nügten, was  bestätigt,  daß  die  beiden  sich  im  Quarz  unverändert  fort- 
pflanzenden elliptischen  Schwingungen  zueinander  ähnlich  und  gekreuzt 
sind.  Im  übrigen  umfassen  die  Beobachtungen  von  Btunhes  nur  ein 
kleines  Bereich  des  Einfallswinkels  und  erreichten  geringere  Genauig- 
keit als  diejenigen  von  Beaulard^),  welche  weitaus  die  umfassendsten 
von  den  bisher  vorliegenden  sind,  und  zu  deren  Betrachtung  wir  uns 
jetzt  wenden  wollen. 

Beaulard  führte  die  Mehrzahl  seiner  Messungen  an  einem  Quarz- 
Würfel  von  ca.  4  cm  Eantenlänge  aus,  dessen  eines  Flächenpaar  senk- 
recht zur  Hauptachse  geschliffen  war,  und  dem  um  eine  zu  letzterer 
senkrechte  Richtung  eine  an  einem  horizontalen  Teilkreise  meßbare 
Drehung  erteilt  werden  konnte.  Man  ließ  auf  jenes  Flächenpaar 
weißes  Licht  durch  ein  horizontales  Kollimatorrohr  und  einen  Polari- 
sator mit  horizontal  orientierter  Schwingungsrichtung  einfallen,  so  daß 
der  Fall  1.  («  =  0)  des  §  1  vorlag.  Das  Licht  ging  dann  durch  ein 
jA- Glimmerblatt,  dessen  Schwingungsrichtungen  horizontal  und  vertikal 
waren,  femer  durch  eine  Doppelquarzplatte,  einen  drehbaren  Analy- 
sator und  ein  Spektroskop.  Die  Beobachtungsmethode  bestand  nun 
darin,  den  Einfallswinkel  (und  damit  den  Winkel  y)  durch  Drehen 
des  Quarzwürfels  so  zu  variieren,  daß  das  aus  dem  J^A-Glimmer  aus- 
tretende Licht  an  einer  bestimmten  Stelle  des  Spektrums  (der  D-Linie) 
linear  polarisiert  war,  was  an  der  Möglichkeit,  durch  Drehen  des 
Analysators  gleiche  Helligkeit  der  beiden  Hälften  der  Doppelquarz- 
platte herzustellen,  erkannt  wurde.  Das  aus  dem  Quarzwürfel  aus- 
tretende Licht  war  dann  elliptisch  polarisiert  mit  den  Hauptachsen 
der  Ellipse  parallel  und  senkrecht,  zum  Hauptschnitt,  also  A'^  ±  ^ä, 
und  dies  tritt  zufolge  Formel  (3),  §  1,  dann  ein,  wenn  der  Gang- 
unterschied A  im  Quarz  =  (2Ä  +  l)jt  ist.  Es  wurden  also  der  Reihe 
nach  diejenigen  Einfallswinkel  bezw.  Fortpflanzungsrichtungen  be- 
stimmt, für  welche  A  =  (2Ä-|- l);r,  (2Ä  +  3);r---  ist,  und  da  durch  die 

Einstellung  des  Analysators  das  zugehörige  Verhältnis    r  bekannt  war, 

so  konnte  mittels  der  Formel 

(16)  tg2y  =  cotge, 

die  aus  (;^1)  und  (4)  für  A  =  (2Ä  -f  l)7r  folgt,  auch  das  entsprechende 

Achsenverhältnis  x  =  tgy  der  Schwingungsellipsen  im  Quarz  berechnet 

1)  F.  Beaulard,  Thöses  Paris  1893  (Sur  la  coexistence  du  pouvoir  rotatoire 
et  de  la  double  räfraction  dans  le  quartz). 
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werden.  Bei  dieser  Bestimmungsart  Ton  A  und  x  müssen  aber  der 
Einfluß  des  Wegunterschiedes  der  beiden  Wellen  im  Quarz  auf  den 
Gangunterschied^  sowie  derjenige  der  Brechung  beim  Austritt  auf  das 

Amplitudenverhältnis  j-  berücksichtigt  werden,  was  Beaulard  in  sorg- 
fältiger Weise  getan  hat.  Die  Diskussion  der  sonstigen  Fehlerquellen 
zeigt;  daß  seine  Resultate  große  Genauigkeit  besitzen.  In  der  nach- 
stehenden Tabelle  sind  für  diejenigen  Einfallswinkel,  welche  bei  dem 
Quarzwürfel  der  Einstellung  des  1.  bis  5.,  lO!,  15.,  20.,  25.,  30.,  40., 
50.,  60.  und  70.  dunklen  Streifens  auf  die  Na-Linie  entsprechen,  an- 
gegeben: der  Neigungswinkel  (p  der  gebrochenen  ordentlichen  Wellen- 

normale  gegen  die  Hauptachse,  der  Gangunterschied     *  ,  welcher   in 

dieser  Richtung  bei  fehlender  Zirkularpolarisation  auf  der  Weglänge 
Eins    stattfinden   würde,    der    beobachtete    und   nach    der   Gouyschen 

Formel  (1),  Kap.  11,  S.  311,  berechnete  Gangunterschied        ,  sodann 

der  beobachtete  und  nach  Formel  (2)  daselbst  berechnete  Wert  von  x. 


(p 

60  . 
27r 

beob. 
2  n 

/-ber. 
2jf 

X  beob. 

X  ber. 

iHl'bA" 

'       0,01207 

0,12128 

0,1214 

0,902 

0,900 

40 18' 15" 

0,1478          i 

0,1474 

0,619 

0,516 

6<>11'29'' 

0,1746 

0,1739 

0,387 

0,402 

5« 65' 46" 

0,2011 

0,2(116 

0,313 

0,332 

6<>28'36" 

0,1923 

0,2277 

0,2291 

0,265 

0,274 

8«37'61" 

0,3463 

0,3599          ; 

0,3658 

0,147 

0,169 

IQO   r26" 

0,4729 

0,4910 

0,4880 

0,119 

0,125 

11029' 26" 

j       0,6075 

0,6209 

0,6194 

0,090 

0,098 

12«89'28" 

1       0,7301 

0,7490 

0,7400 

0,078 

0,082 

13*45' 23" 

'       0,8672 

0,8767          1 

0,8755 

0,062 

0,069 

15<>41'14" 

!        1,1206 

1,1285 

1,1270 

0,042 

0,053 

17020' 34" 

1,3642 

1,3750 

1,8696 

0,031 

0,044 

190   3' 

1,6862 

1,6200 

1,6270 

0,020 

0,037 

20n6i" 

1,8354 

1,8592 

1,8543 

0,011 

0,021 

Diese  Tabelle  zeigt,  daß  der  Verlauf  von  d  gut  der  Gouyschen^. 
Formel  entspricht,    und   daß   sich,  wie   es  diese  verlangt,   schon  für  r 
tp  r=s  20®   der  Gangunterschied   kaum  merklich  von  demjenigen  unter-/ 
scheiclet,  welcher  bei  fehlendem  Drehungsvermögen  stattfinden  würde,\ 
während  nach  der  Annahme  Airys  die  Differenz  ä  —  d^  konstant  bleiben  ' 
sollte  (=  0,12058  •  27c),     Die  Unrichtigkeit   der  Airyschen  Annahme 
tritt  also  unzweifelhaft  hervor;    die   übrigen  Theorien  dagegen,    mit 
Ausschluß  der  stärker  abweichenden  von  Lommel  und  Ketteier,  geben 
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für  d  Resultate,  die  ungefähr  gleich  gut  mit  den  beobachteten  Werten 
übereinstimmen.  Dasselbe  gilt  bezüglich  der  berechneten  Werte  Ton  x, 
doch  ist  hierbei  die  Übereinstimmung  mit  den  Beobachtungen  weniger 
gut,  indem  die  letzteren  fast  durchweg  merklich  kleinere  Werte  er- 
geben haben,  als  die  Berechnung. 

Das  Achsenverhältnis  x^  der  Schwingungsellipsen  der  Wellen,  die 
sich  senkrecht  zur  Hauptachse  fortpflanzen,  ist,  wie  schon  am  Schluß 
Ton  §  9,  Kap.  II,  erwähnt,  neuerdings  von  Voigt  ^)  bestimmt  worden. 
Die  hierzu  erforderlichen  Messungen,  welche  natürlich  mit  homogenem 
Lichte  ausgeführt  werden  müssen,  bieten  wegen  der  Kleinheit  von  x~ 
erhebliche  Schwierigkeiten  und  erfordern  z.  B.  die  Berücksichtigung 
der  unvermeidlichen  kleinen  Abweichungen  der  Schwingungsrichtung 
des  einfallenden  Lichtes  vom  Hauptschnitt.  Als  Kompensator,  durch 
welchen  die  austretende,  sehr  gestreckt  elliptische  Schwingung  in  eine 
geradlinige  übergeführt  wurde,  diente  ein  in  seiner  Ebene  drehbares  \k- 
Glimmerblättchen.  Die  Bestimmungen  an  einer  rechtsdrehenden  Quarz- 
platte ergaben  im  Mittel  x^  =  +  0,00173,  diejenigen  an  einer  links- 
drehenden —  0,0025.  Letzterer  Wert  war  wegen  einer  teilweisen  Un- 
reinheit der  Platte  weniger  sicher,  so  daß  Voigt  als  wahrscheinlichsten 
absoluten  Wert  von  x  0,0019  ansieht.  Hieraus  folgt  nach  Formel  (23), 
Kap.  H, 

ri  =  0,0293.  2;r  =  0,184, 

während  sich  aus  dem  Drehungsvermögen  in  der  Richtung  der  Haupt- 
achse für  Na-Licht  ergibt: 

rg  =  0,0603.  2  :?r  =  0,379. 
Danach  ist  beim  Quorz  das  Drehungsvermögen  für  '^BrlAdit  senkrecht 
zur  HaupUichse  nur  etwa  halb  so  groß  wie  parallel  der  Hauptachse. 
Für  die  Konstanten  dj^  der  Voigtschen  Theorie  würde  dies  zufolge 
den  Relationen  (16),  S.  325,  besagen,  daß  *2 +  *8=^i'2^i,  also  d^^O 
ist.  Ob  diese  Beziehung  genau  zutrifft,  können  erst  weitere  Beobach- 
tungen entscheiden. 

Jedenfalls  ist  durch  das  vorstehende  Ergebnis  bewiesen,  daß  die 
älteren,  mit  einer  Drehungskonstante  operierenden  Theorien,  sowie  die 
Gouysche  Annahme  der  Superposition  eines  konstanten  Drehungsver- 
mögens über  die  gewöhnliche  Doppelbrechung  einachsiger  Kristalle,  beim 
Quarz  nicht  zutreffen,  sondern  die  in  Kap.  H,  §§  3  und  6  dargestellt« 
Verallgemeinerung  wirklich  notwendig  ist.  Vermutlich  hat  auch  die 
oben  erwähnte  konstante  Abweichung  der  von  Beaulard  gemessenen 

1)  W.  Voigt,  Göttinger  Naöhr.  1908,  p.  170. 


3.  Beobachtungen  an  einseitig  gepreßtem  Quarz.  849 

Werte  von  x  yon  den  nach  Gony  berechneten  hierin  wenigstens  teil- 
weise ihren  Grund. 

3.  Beobachtungen  an  einseitig  gepreßtem  Quarz.  Obgleich  wir 
die  AnderungeD  der  Lichtfortpflanzung  infolge  von  äußeren  Ein- 
wirkungen erst  an  späterer  Stelle  (Teil  IV)  zu  besprechen  haben 
werden,  so  mögen  doch  hier  schon  die  Beobachtungen  an  dem 
durch  einen  senkrecht  zur  Hauptachse  wirkenden  Druck  optisch 
zweiachsig  gemachten  Qua/re  Erwähnung  finden,  weil  dieser  bisher 
das  einzige  naher  untersuchte  Beispiel  eines  optisdi  zweiachsigen 
KristaUes  mit  Drehungsvermögen  darstellt.  —  Wie  schon  Brewster, 
Pfaflf,  Moigno,  Soleü  u.  a.  beobachtet  hatten,  wird  der  Quarz  durch 
einseitigen  Druck^  der  in  irgend  einer  Richtung  senkrecht  zur  Haupt- 
achse ausgeübt  wird,  optisch  zweiachsig  in  der  Weise,  daß  die  Bi- 
normalenebene  (kenntlich  an  der  Richtung  der  größten  Verlängerung 
der  Interferenzrrnge  im  konvergenten  Licht)  parallel  der  Druckrichtung 
ist,  und  daß  in  der  Richtung  der  Binormalen  reine  Drehung  der 
Polarisationsebene  stattfindet.  Versuche  von  Mach  und  Herten^) 
haben  gezeigt,  daß  diese  letztere  merklich  denselben  Betrag  behält,  wie 
im  undeformierten  Kristall  in  der  Richtung  der  Hauptachse,  so  daß 
es  berechtigt  erscheint,  anzunehmen,  das  Drehungsvermögen  an  und 
für  sich  werde  durch  die  Kompression  überhaupt  nicht  merklich  be-^ 
einflußt.  Fügt  man  noch  die  anderweitig  (durch  die  im  Teil  IV  zu 
besprechenden  Messungen)  bestätigte  Annahme  hinzu,  daß  die  Ände- 
rungen der  Brechungsindizes,  und  folglich  die  Stärke  der  reinen  Doppel- 
brechung (d^)  parallel  der  Hauptachse,  dem  Drucke  proportional  sind, 
so  hat  man  also  am  komprimierten  Quarz  die  Möglichkeit,  den  Effekt 
der  Koexistenz  konstanten  Drehungsvermögens  und  veränderlicher 
Doppelbrechung  zu  prüfen.  Eine  solche  Prüfung  hat  F.  Beaulard 
in  der  schon  zitierten  Arbeit  in  der  Weise  ausgeführt,  daß  er  auf  eine 
zur  optischen  Achse  senkrechte  Quarzplatte,  die  einem  meßbaren  seit- 
lichen Drucke  (bis  zu  530  -    -^j  unterworfen  werden  konnte,  senkrecht 

zur  Druckrichtung  polarisiertes  Licht  normal  auffallen  ließ  und  die 
austretende  Schwingungsellipse  mittels  des  Senarmontschen  elliptischen 
Analysators  (siehe  S.  228)  untersuchte,  wodurch  direkt  die  Winkel  d- 
und  ^  gefunden  wurden.  Die  Veränderungen  der  Ellipse  mit  steigen- 
dem Druck  sind,  da  dieser  eine  Zunahme  von  d^,  also  nach  den 
Gouyschen  Formeln  gleichzeitig  eine  Zunahme  von  d  und  Abnahme 

1)  E.  Mach  und  J.  Merten,  Wiener  Sitzungsber.  (2)  72  (1875),  p.  815. 
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von  X  bewirkt^  erheblich  komplizierter  als  diejenigen^  welche  einer 
Dickenzonahme  der  Platte  entsprechen  und  in  §  1  diskutiert  worden 
sind.  Doch  ist  im  allgemeinen  nach  dem  dort  Ausgeführten  vorher- 
zusehen^ daß  zunächst  (so  lange  x  >  ]/2  —  1  ist)  eine  Drehung  der 
großen  Ellipsenachse  in  einem  Sinne,  dann  aber  (für  größere  Drucke) 
ein  Oszillieren  derselben  um  die  Richtung  der  einfallenden  Schwingung 
stattfinden  muß,  ein  Verhalten,  welches  die  Beobachtungen  von  Beaulard 
(1.  c.  p.  128 — 130)  bestätigt  haben  ^).  Derselbe  hat  sodann  aus  den 
gemessenen  Werten  von  %•  und  ^  [nach  den  Formeln  (6*^)  und  (6*) 
des  §6  der  Einleitung]  6  und  A',  dann  hieraus  nach  (11)  und  (12), 
S.  340,  A  und  tg  y  «=  x,  und  endlich  unter  Voraussetzung  der  6ou  jschen 
Theorie  nach  (1)  und  (2),  S.  311,  <J*^und(>  berechnet.  Dabei  ergab  sich, 
wie  zu  erwarten,  d^  proportional  dem  DrucJce  und  q  konstant.    Zweitens 

hat  Beaulard  bei  konstantem  Druck  (von  195    ^,j   die  Änderung  von 

ö  und  X  mit  der  Fortpflanzungsrichtung  innerhalb  der  Ebene  des 
Druckes,  also  in  der  Binormalenebene,  verfolgt,  wobei  er  die  in  §  2 
schon  beschriebene  Beobachtungsmethode  zur  Anwendung  brachte. 
Es  zeigte  sich,  wenn  man  von  der  Richtung  der  Plattennormale 
ausging,  zunächst  ein  Wachsen  von  x  bis  nahe  1  und  zugleich  eine 
Abnahme  von  d  bis  zum  Werte  2q,  von  da  an  wieder  Abnahme 
von  X  und  beständige  Zunahme  von  d.  Jene  ausgezeichneten  Werte 
von  d  und  q  entsprechen  den  Binormalen  des  komprimierten  Quarzes, 
welche  bei  den  betreffenden  Beobachtungen  einen  Winkel  von  etwa  8® 
miteinander  bildeten. 

B.     Interfereuzerscheinungen    im    konvergenten 
polarisierten  Licht. 

4.  Platten  einachsiger  Kristalle  senkrecht  sur  Achse  im  linear- 
polariBierten  Lieht.  Die  Theorie  der  Interferenzerscheinungen,  welche 
eine  normal  zur  optischen  Achse  geschnittene  Quarzplatte  im  kon- 
vergenten Lichte  zeigt,  ist  zuerst  von  Airy')  gegeben,  allerdings  auf 
Grund  seiner  schon  erwähnten  irrigen  Annahme  über  die  WeUenflache 
des  Quarzes,  so  daß  seine  Resultate  nur  qualitativ  zutreffend  sind.  — 
Wir  setzen  so  kleine  Neigungswinkel  i  der  einfallenden  Strahlen  gegen 

1)  Vergl.  hierüber  auch  Monnory  [Joum.  de  phyB.  (2)  9  (1890),  p.  277; 
G.  B.  112  (1891),  p.  428],  der  insbesondere  die  Abhängigkeit  der  Erscheinung  von 
der  Dicke  der  Quarzplatte  verfolgt  hat. 

2)  B.  G.  Airy,  Cambridge  Phil.  Trans.  4  (183S),  p.79.  Vergl.  F.  Neumanns 
VorL   üb.   theoret.   Optik,  Vorl.  XHI. 
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die  Platteimormale  oder  optische  Achse  voraus,  daß,  wie  in  I,  Kap.  II, 
§  2,  ausgeführt  wurde,  der  Wegunterschied  der  beiden  aus  einer 
einfallenden  WeUennormale  entstehenden  gebrochenen  Wellennormalen 
yemachlässigt  werden  kann;  der  Brechungswinkel  r,  welcher  im  jetzt 
betrachteten  Falle  zugleich  der  Neigungswinkel  q>  gegen  die  optische 
Achse  ist,  kann  dann  fQr  beide  Wellen  als  gleich  betrachtet  werden. 
Ein  Punkt  Q  der  Ebene,  in  welcher  das  Interferenzbild  gesehen  wird, 
sei  bestimmt  durch  seinen  mit  sin  r  (oder 
tg  r)  proportionalen  Abstand  vom  Mittel- 
punkt und  sein  von  der  Schwingungsebene 
des  Polarisators  OP  an  gerechnetes  Azi- 
mut g  (Fig.  136).  Die  in  §  1  mit  ti  bezw. 
V  bezeichneten  Schwingungskomponenten 
sind  dann  diejenigen  senkrecht  bezw.  parallel 
zum  Radiusvektor  OQ^  und  wir  erhalten 
die  aus  dem  Analysator,  dessen  Schwin- 
gungsrichtung mit  derjenigen  des  Poläri- 
sators  den  Winkel  x  einschließe,  austretende  Schwingung,  indem  wir 
nach  (1)  §  1 

•  -«  +  Osüi(z-5)  +  «  +  Ocos(;C-e)  =  <^'cosT'  +  SsinT' 
büden.     Wir  erhalten 
(1 .+ X*)  (7  ==  (1  +  X*  cos  A)  sin  f  sin  (x  —  g)  +  («H  cos  A)  cos  f  cos  (;C  —  g) 

-j-xsinAsin;!;, 
(1  +x*)/S  =  sinA(— X*  sing  sin (%—S)+cosScos(3r—g))+x(l— cos A)  sin ;|f 

und  somit  für  die  Intensität  des   austretenden   (homogenen)   Lichtes 
an  der  Stelle  Q  des  Gesichtsfeldes: 


Flg.  lae. 


-( 


ism  „  sm;|r+cos     co8;i; 


1  +(5q:;;-!)  W4(cos«z+8m2esin2(x~g)), 


l  l+x*         2         -^  '  "''"'  2 '^  J     •  \l+xV 2  ' 

oder  endlich,  we|m  wir  wieder  den  Winkel  y  =  arctg  x  einführen  und 
den  letzten  Faktor  umformen, 

(17)  «7— |8in2ysin  2-sin;i;+cos     cos;|r|  +  Jcos2y  sin  YC08(;|r--2g)}  • 

Dabei  ist  zufolge  der  Gouyschen  Theorie  (und  fllr  die  hier  in 
Betracht  kommenden  Fortpflanzimgsrichtungen  auch  nach  allen  anderen 
Theorien) 
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(18)  8in2y  =  ¥.    co8  2y  =  ^\     A  = -*^  = -^Vä^Tv*, 
^     -^  '  ^   '  '^         d  '  COS  r       COS  r  *      r    } 

wobei  p^  das  spezifische  Drehungsrermögeii  ||  der  Achse  (»  r^\  und 

(19)  iJ0  =  ^(cj-6)8in*r 

ist,  wenn  o  und  b  die  Hauptbrechnngsindizes  für  Lieht  von  der 
Wellenlänge  A  im  Vakuum  bezeichnen. 

Da  die  Intensität  nach  (17)  durch  die  Summe  zweier  Quadrate 
gegeben  ist,  so  treten  im  allgemeinen  Iceine  gang  dunklen  Kurven 
(weder  solche  gleichen  Gangunterschiedes  noch  Isogyren)  im  Inter- 
ferenzbilde auf.     Ganz  dunkel   sind  vielmehr  nur  diejenigen  PunMe, 

in   welchen   die    durch    5  =*  ±  -7-  "^  "1"   ^©stimmten    Radien   von   den 

Kreisen  geschnitten  werden,   auf  welchen  tg  -  =« — ^^^   ist.      Auf 

den  Kreisen  A  =  2i/;r  (wo  v  eine  ganze  Zahl)  herrscht  die  konstante 
(d.  h.  vom  Azimut  unabhängige)  Intensität  cos*  %,  d.  i.  dieselbe,  wie 
ohne  Einschaltung  der  Quarzplatte. 

Wir  wollen  nun  spezielle  Falle  näher  betrachten. 

Fü/r  parallele  Nikols  {%  =  0)  erhält  man: 

(17»)  J,  =  cos«  y  +  cos*  2y  cos*  2g  sin*  ^ ; 

für  gekrevLzte  Nikols  {%  =  90®): 

(17^)  J90  =  (sin*  2y  +  cos*  2y  sin*2g) sin*y-  1  -  Jo- 

Wie  bei  nichtdrehenden  Kristallen  sind  also  die  Erscheinungen 
in  beiden  Fällen  komplementär,  d.  h.  es  ist  Jj,  +  J^  f&r  jede  Stelle 
des  Gesichtsfeldes  =  1.  Bei  gekreuzten  Nikols  gibt  es  ganz  dunkle 
Kreise,  deren  Radien  durch  die  Bedingung  A  =  2v;r  oder  (bei  kleinem  r) 

bestimmt  sind,  wobei  v  fQr  den  innersten  Ring  den  kleinsten  Wert  v^ 
besitzt,  für  den  2v7C>2q^D  ist,  während  für  den  Ä**°  Ring  v  =  Vj  +A 
ist.  Der  Vergleich  mit  (6*),  I,  Kap.  IX,  §  5,  zeigt,  daß  das  Gesetz  der 
Ringdurchmesser  ein  anderes  ist,  wie  bei  nichtdrehenden  Kristallen; 
ihre  Messung  kann  zur  Prüfung  des  Gesetzes  für  A  dienen.  Eine 
solche  Prüfung  ist  von  MacConneP)  ausgeführt  worden  und  ergab 
gute  Übereinstimmung  mit  der  theoretischen  Formel. 

In    größerer    Entfernung    vom    Mittelpunkt    des    Gesichtsfeldes, 


1)  Mc.  Connel,  Proc.  Phil.  Soc.  Cambridge  (6)  (188S),  p.  68. 
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wo  y  sehr  klein  ist^  wird  die  Intensität  auBerdem  noch  sehr  gering 

(nämlich  =  sin*  2;/ sin^  yj   auf  den   zu   den   Polarisationsebenen    der 

Nikols  paraUelen  Radien  (^  =  0,  90",  180^  270");  es  erscheint  hier  also 
das  dunkle  Kreuz  des  Interferenzbildes  gewöhnlicher  einachsiger  Kri- 
stalle^ aber  dasselbe  wird  nach  der  Mitte  zu  immer  undeutlicher  und 
fehM  im  Zentrum  ganz  (yergL  Fig.  1,  Tafel  VI).  Aus  dem  allgemeinen 
Ausdruck  (17)  für  J  ist  überhaupt  ersichtlich,  daß  im  mittleren  Teile 
des  Gesichtsfeldes,  d.  h.  soweit  als  x  nahe  »±1,  somit  y  nahe  =-±~% 
ist,  die  Intensität  in  allen  Azimuten  %  merklich  die  gleiche  und  zwar 
nahezu  durch  cos*  (|A  T  x)  gegeben  ist,  wo  das  obere  Vorzeichen  für 
einen  linken,  das  untere  für  einen  rechten  Kristall  gilt.  Ist  die  Platte 
hinreichend  dick,  so  erscheinen  in  diesem  Bereiche  also  bei  Beobachtung 
in  homogenem  Lichte  abwechselnd  helle  und  dunkle  Kreise^);  die 
Radien  der  dunklen  bestimmen  sich  aus 

(21)  A  -=  D*  «  ±  2x  +  n{2v  +  1), 

ändern  sich  also  heim  Drehen  des  Polarisators  oder  Analysators;  dreht 
man  den  Analysator  nach  links,  entsprechend  wachsendem  Xf  so  nehmten 
hei  einem  linken  Kristall  (da  für  einen  solchen  das  obere  Vorzeichen 
gilt,  und  da  A  stets  mit  r  wächst)  die  Ringdurchmesser  zu,  hei  einem 
reckten  ab.  Hierdarch  ist  also  ein  bequemes  Mittel  zur  Erkennung 
des  Drehungssinnes  gegeben,  welches  auch  noch  bei  so  großer  Dicke 
der  Platte  anwendbar  ist,  wo  die  früher  angegebene  Regel,  die  auf  die 
Änderung  der  in  Richtung  der  Achse  im  weißen  Lichte  erscheinenden 
Farbe  gegründet  war,  versagt. 

Die  obige  Bemerkung,  daß  im  „zentralen  Gebiete'^  des  Gesichts- 
feldes die  Intensität  vom  Azimut  merklich  unabhängig  sei,  bedarf 
einer  Einschränkung  im  Falle  einer  seh/r  dünnen  Platte,  wo  sich  A 
innerhalb  dieses  Gebietes  nur  wenig  von  dem  Werte  2Dq^  im  Mittel- 
punkt selbst  unterscheidet.  Ist  dann  der  Analysator  so  gestellt,  daß 
das  Zentrum  ganz  dimkel  ist,  d.  h.  ist  ;|r  =  D(>®  +  — ,  so  wird  nämlich 
das  erste  Glied  von  J  gleich 

4  (!  +  ««)>  ^"^   ^ 
nnd  somit  noch  klein  gegen  das  zweite: 


(l  +  xV 


_^^.^   sin«|8in»(D(»0-2g); 


1)  In  weißem  Licht  erblickt  man  natürlich  farbige  Kreiße,  sofern  die  Dicke 
der  Platte  nicht  so  groß  ist^  daß  schon  im  Zentrum  als  Mischfarbe  das  ,,Weiß 
höherer  Ordnung"  erscheint. 

PockeU,  Existalloptik.  23 
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letzteres  verschwindet  aber  auf  den  Radien  S*=^2)(>®,  j(Dq^  +  x)  usw., 

welche  die  Winkel  zwischen  der  Schwingungsebene  des  Polarisators 
P  und  der  zur  Schwingungsebene  des  Analysators 

senkrechten  {OA)  halbieren.  In  diesen  Azimuten 
besitzt  also  die  Intensität  Minima,  und  der  zen- 
trale  dunkle  Fleck  erscheint  als  ein  Ereuz^  dessen 
Arme  in  die  so  bestimmten  Richtungen  fallen 
(siehe  Fig.  137).  Beim  Drehen  des  Analysators 
zerfällt  dasselbe  in  vier  dunkle  Flecke. 

Im    allgemeinen    Falle,    d.  h.    bei    mäßiger 
Dicke  und  beliebiger  Stellung  der  Nikols,  herrscht 

die  Intensität  Null,  wie  schon  S.  352  bemerkt,  nur  in  gewissen  Punkten. 

Es  erscheinen  jedoch  fQr  das  Auge  diejenigen  Kurven  relativ  dunkel, 

welche  durch  ov  "^^  l'^®^  positivem  -öx»)  bestimmt  sind.    Diese  Kurven 

sind  in  dem  Gebiete,  wo  x  schon  merklich  von  1  verschieden  ist,  nicht 
hreisßrmigy  da  in  ihrer  Gleichung  dann  auch  ein  von  g  abhängiges 
Glied  auftritt.  Man  findet  für  diese  Gleichung,  sofern  man  bei  der 
Differentiation  nach  A  x  als  konstant  behandelt  (was  bei  nicht  zu 
dünnen  Platten  zulässig  ist): 

/OON  tff  A Bin  2y  Bin  2^ 

^      -^  o  1  — 8in*;f(l  +  8in'2y)  — C08*2yc08*(;t--20' 

woraus  ersichtlich  ist,  daß  tg  A  in  bezug  auf  ^  ein  Maximum  bezw. 
Minimum  wird  für  ;i;  —  2£  =  0,  jr  •  •  •  bezw.  |ä,  |;r  •  •  •.  Ist  %y  als 
spitzer  Winkel  gerechnet,  positiv  und  der  Kristall  linksdrehend  (also 
y  >  0),  oder.  %  negativ  und  der  Kristall  rechtsdrehend,  so  liegen  die 
Maxima  von  A  und  also  auch  diejenigen  des  Radiusvektors  der  dunklen 
Kurve  in  den  Azimuten 

^"""*"2'      2"^Y'     ^"r"2*     T^Y 
und  die  Minima  in  den  mitten  zwischen  diesen  liegenden: 

^  ~    4    ^   2  '  4    +    2    ®^- ' 

haben  der  spitze  Winkel  %  und  tg  y  entgegengesetzte  Vorzeichen,  so 
verhält  es  sich  umgekehrt. 

Die  relativ  dunklen  Kurven  haben  daher  das  Aussehen  von 
Quadraten  mit  abgerundeten  Ecken,  welche  letzteren  im  Falle  eines 
linken  Kristalls  stets  in  dem  nach  links  an  OP  grenzenden  Oktanten, 
bei  einem  rechten  Kristall  in  dem  rechts  von  OP  liegenden  (und 
den  korrespondierenden)  Oktanten  liegen.    Auf  diesen  „quadratischen'* 
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Enryen  selbst  variiert  die  Intensität  und  zwar  so,  daB  bei  einem 
linken  Kristall  die  absoluten  Minima  von  J  auf  den  Mitten  der  Seiten 
oder  in  den  Ecken  er- 
reicht werden,  je  nach- 
dem sin  23r  >  0  oder 
<  0  ist  (Fig.  138  a,  b), 
während  bei  einem  rech- 
ten Kristall  (siehe  Fig. 
138  c,  d)  das  Umge- 
kehrte gilt. 

5.  Platten  einach- 
siger Kristalle  senk- 
recht sur  Achse  im 
sirkularpolarisierten 
Licht.  Eigentümliche 
Interferenzbilder,  welche 
den  rotatorischen  Cha- 
rakter des  Quarzes  auf 
den  ersten  Blick  hervor- 
treten lassen,  erhält  man, 
wenn  man  auf  eine  senk- 
recht zur  Hauptachse 
geschnittene  Quarzplatte 
konyergentes  zirkulär- 
polarisiertes  Licht  einfallen  und  nach  dem  Austritt  aus  der  Platte 
durch  einen  gewöhnlichen  Analysator  gehen  läßt. 

Wir  wollen  zunächst  voraussetzen,  das  einfallende  Licht  sei  links 
zirkularpolarisiert.  Dann  sind  seine  Komponenten  nach  zwei  recht- 
winkligen Koordinatenachsen,  von  denen  wir,  wie  früher,  die  F-Achse 
in  den  Hauptschnitt  legen, 


Rechter  EristaU 
Fig.  188  a,  b,  o,  d. 


M*^  =  COST, 


smr. 


wenn  wir  wieder  die  Amplitude  ==  1  setzen. 

Dieselben  sind,  wie  in  §  1,  in  zwei  elliptische  Schwingungen: 

u^  =  A^  cos (t  —  Ai®),        Uj  =  xA^  cos(t  —  A^^), 
v^  =  A^x  sin (r  —  Ai®),       Vj  =  —  ^  sin  (r  —  Ag®) 

zu  zerlegen,  von  denen  die  erstere  im  Quarz  die  schnellere  ist  und 
bei  einem  linken  Kristall  (positivem  x)  links  rotiert.  Man  erhält 
durch  Gleichsetzen  von  u^  und  Wj  -f-  w«  t)ezw.  v^  und  v^  +  v^: 

23* 
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also 


Wi  =  -^^ij  cos  r,        Wg «  j'^^*  cos  r , 

X  -}-  X*      .  1  —  X        . 

v.  =  — -  — ,  sin  r,        v«  —  -    ,  -  ,  sin  t. 

In  der  Quarzplatte  erhalten  a^,  v^  gegen  u^y  v^^  die  Yerzögerong 
A  » Dd  (welche  sowohl  bei  einem  linken;  als  bei  einem  rechten 
Kristall  positiv  ist).  Werden  nun  die  austretenden  Schwingungen 
auf  die  Schwingungsebeue  OÄ  des  Analysators  reduziert,  welche  mit 
dem  Hauptschnitt  den  Winkel  rj  im  Sinne  des  Uhrzeigers  bilde  (so 
daß  1}  das  im  gewöhnlichen  Sinne  gerechnete  Azimut  des  Haupir 
Schnittes,  d.  i.  des  Radiusvektors  im  Interferenzbilde,  gegen  OA  ist), 
so  resultiert: 

iqr^  {  [(1  +  x)  cos  t  +  (x^  —  x)  cos  (r'  —  A)]  sin  17 

+  [(^  +  X*)  sinr'  +  (1  —  x) sin(r'— A) ]cosi?}- 
Setzt  man  dies   =  (7  cos  t'  +  5  sin  r',   so  ist 

C •  (1 +x^)  =  (1  +x)  sin  17  +  (x— 1)  (xcosA  siniy  +  sinA  cosiy), 
iS  •  (1 +x*)  =  (x—  1)  (x  sinA  sini^  —  cos  A  cosiy)  +  x  (1 +x)  cos  17, 
und  folglich  die  resultierende  Intensität: 

/=CHS*={'+-:5-!(8m«i,+x«C08^)+|^-;(x»8mS+co8»i,) 
(23)    I  +|^J^{(l+x*)8in2ij8inA  — 2xco82jjco8A} 

,    =l+Y^+-^•?•{•'««-'^-«°«(21^+A)}+^^^"^^m2,8inA. 

Wenn  man  sich  auf  den  mittleren  Teil  des  Gesichtsfeldes  beschrankt, 
wo  X  bei  einem  linken  Kristall  nur  wenig  von  +  1  verschieden  ist, 
so  kann  für  einen  solchen  das  letzte  Glied  vernachlässigt  werden, 
und  es  gilt  näherungsweise 

(23»)  Jm  - 1  +  '( r+~.7  { «08(212  +  A)  -  C082,}, 

und  ebenso  erhält  man  für  einen  rechten  Kristall,  wo  x  negativ  und 
(1  +  x)*  sehr  klein  ist, 

(23*)  Jr,,  =  1  -  '-'jl^j.'^{co8(2i2-A)-co82,,), 

wobei  |x|  den  absoluten  Wert  von  x  bezeichnet. 

Ist  das  einfaUende  Licht  reciUs  zirkularpolarisiert,  also 

t?^  =  —  sin  T, 
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so  ergibt  die  analoge  Rechnung  in  gleicher  Annäherung: 
(23«)  J-,.  =  1  -  ^^^-  {co8(2,  +  A)  -  cos 21?}, 

(23-»)  Jr,r  =  1  +  -^^l^^  { cos(2i,  -  A)  -  cos  21, }  . 

Diese  Ausdrücke  zeigen  zunächst^  daß  im  Zentrum  selbst^  wo  x^  =  1 
ist,  die  von  der  Plattendicke  und  Analysatorstellung  unabhängige 
Intensität  1  herrscht,  wie  es  auch  sein  muß,  da  dort  ja  die  zirkuläre 
einfallende  Schwingung  unzerlegt  durch  die  Platte  hindurchgeht. 

Fragt  man  nach  den  Entfernungen  Tom  Zentrum  des  Gesichts- 
feldes, wo  in  einem  bestimmten  Azimut  Maxima  oder  Minima  der 
Intensitöt  auftreten,  so  hat  man  die  Differentialquotienten  der  Aus- 
drücke (23)  in  bezug  auf  r  bei  konstantem  iy  Null  zu  setzen.  Nun 
hängt  zwar  nicht  nur  A,  sondern  auch  x  Ton  r  ab,  aber  bei  einer 
einigermaßen  dicken  Platte  ist  die  Änderung  von  A  =  Dd  mit  der 
Richtung  so  viel  stärker  als  diejenige  von  x  und  selbst  von  1  —  x*, 
daß  man,  um  eine  annähernde  Lösung  der  Aufgabe  zu  erhalten,  nur 
in  bezug  auf  A  zu  differenzieren  braucht.  Dann  erhält  man,  wie 
leicht  ersichtlich,  die  Minima  von  J^)\ 

im  Falle  a)  für  A-«ä  — 2i^  oder  3;r  —  2i^,  5n-'2'q    etc. 
„      „      b)    „    A=«2i7  oder  2Yi  +  2it    etc. 

„      „       c)    „    A 2r/,   2«-2iy    etc. 

„      ,.      d)    „    A  =  ±Ä  +  2ij,  3:jr  +  2iy    etc. 

Die  Orte  der  so  bestimmten  Minima  erfüllen,  da  wachsende 
Werte  A  wachsendem  r  entsprechen,  vorstehenden  Bedingungen  gemäß 
Kurven,  welche  in  den  FaUen  a)  und  c)  (bei  linken  Kristallen)  rechts- 
geivtmdene,  in  den  Fällen  b)  und  d)  (bei  rechten  Kristallen)  links- 
gewundene  Spiralen  sind,  und  zwar  je  zwei  gleiche  Spiralen,  die  in 
bezug  auf  den  Mittelpunkt  der  Figur  symmetrisch  zueinander  liegen, 
wie  die  schematischen  Figuren  139  für  die  Fälle  a)  und  b)  zeigen.  Dabei 
unterscheiden  sich  die  Kurven,  welche  den  Fällen  a)  und  c)  ent- 
sprechen, nur  durch  eine  Drehung  um  90*^,  ebenso  die  den  Fallen  b) 
und  d)   entsprechenden.     Der  Windungssinn  der  Spiralen  hängt  also 

1)  Ohne  Yernachlässigang  des  dritten  Gliedes  in  (23)  erhielte  man  in 
den  Minimumbedingungen  statt  rj  einen  durch 

tg2r]   =  -^~   tg2ri 

gegebenen  Winkel,  der  im  1.,  3.,  6.,  7.  Oktanten  >  tj,  im  2.,  4.,  6.,  8.  Oktanten  <  ri 
ist.    Dies  hat  jedoch  nur  unwesentlichen  Einfluß  auf  die  Gestalt  der  Spiralen. 
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wwr  vom  Charakter  des  KristaUs,  nicht  vom  Botationssivm  des  einfäUefh 
den  Lichtes  oft*).  Auf  den  so  bestimmten  Minimumkurven  ist  die  In- 
iA  ^  tensität    keineswegs    kon- 

stant, denn  das  von  1  sub- 
trahierte Glied  ist  propor- 
tional mit  sin*  ^ ;  die  ab- 
soluten Minima  liegen  da- 
her in  den  Schnittpunkten 
der  Spiralen  mit  den  Krei- 
sen, auf  welchen 

Pig.l»9a.  Fig.  189b.  L^{2v+l)n 

ist  Diese  Punkte  liegen  in  den  Fällen  a)  und  d)  in  der  Schwingungs- 
ebene  des  Analysators  (OJ.),  in  den  Fällen  b)  und  c)  in  der  zu  ihr 
senkrechten  Ebene.  Es  sei  schließlich  noch  bemerkt;  daß  wegen  der 
Abnahme  von  1  —  x*  die  dunklen  Spiralen  bei  der  Annäherung  an 
das  Zentrum  (die  in  der  Richtung  der  in  Fig.  139  punktiert  gezeich- 
neten Tangente  erfolgt)  immer  undeutlicher  werden.  Das  wirkliche 
Aussehen  der  Spiralen  ist  aus  den  Fig.  3  u.  4  der  Tafel  VI  ersichtlicL 

6.  Kombination  zweier  entgegengesetzt  drehender  Platten 
(Airysche  Spiralen).  Wir  betrachten  schließlich  noch  das  Interferenz- 
bild;  welches  die  Kombination  zweier  senkrecht  zur  Hauptachse  ge- 
schnittener Quarzplatten  von  entgegengesetztem  Drehungssinne  im 
konvergenten  linearpolarisierten  Lichte  zeigt.  Dasselbe  ist  unter  dem 
Namen  ^^ Airysche  Spiralen^^  bekannt  und  läßt  ebenfalls ^  wie  die  im 
vorigen  §  betrachtete  Erscheinung^  den  rotatorischen  Charakter  an- 
schaulich hervortreten.  —  Das  einfallende  ^  parallel  OP  schwingende 
Licht  gehe  zunächst  durch  eine  linksdrehende  Quarzplatte.  Hier  werden 
Strahlen,  deren  Einfallsebene  das  Azimut  J  =  —  a  mit  OP  bildet,  in 
je  zwei  elliptisch  polarisierte  zerlegt,  deren  Schwingungskomponenten 
senkrecht  und  parallel  zum  Hauptschnitt  (oder  zur  Einfallsebene) 
durch  die  Ausdrücke  (1),  S.  338,  gegeben  sind.  Beim  Austritt  aus  der 
Quarzplatte  hat  der  Strahl  mit  dem  Index  ^  eine  Verzögerung  A  gegen 
den  anderen  erhalten.  Beim  Eintritt  in  die  zweite  Platte  findet  nun 
eine  neue  Zerlegung  der  beiden  Schwingungen  statt^  da  in  ihr  die 
gleichgestalteten  Schwingungsellipsen  entgegengesetzten  Rotationssinn 
besitzen,  wie  in  der  ersten  Platte;  die  Schwingungskomponenten  in 
der  zweiten  Platte  müssen  von  der  Form  sein 


1)  In  Yerdets  ,, Wellentheorie  des  Lichts'^  wird  das  Umgekehrte  behauptet 
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Wj"  ==  Ä^  cos (r  —  Aj) ,  tij"  =  —  |x|-4, cos (t  —  A,), 

t;/'  =  — J.i|x|siii(T--Z^),    «?,"  =  —  -428in(T  —  A,), 
wo  |x|  wieder  den  absoluten  Wert  des  Achsenverhältnisses  bezeiclmet, 
nnd  sich  Ä^  cos  A^,  Ä^  sin  A^^  Ä^  cos  A^,  ^^  ^^ ^2  ^^^  ^^^  Bedingungen 

bestimmen.  Beim  Durchlaufen  der  zweiten  Platte ,  die  wir  der  Ein- 
fachheit halber  von  gleicher  Dicke  Toraussetzen  wollen  ^  erleidet  die 
Schwingung  (2)  wiederum  die  Verzögerung  A  gegen  (1).  Die  aus- 
tretenden Schwingungen  werden  daim  auf  die  Schwingungsebene  OA 
des  Analysators  zurückgeführt,  die  wir^  um  nur  den  wichtigsten 
speziellen  Fall  zu  betrachten,  senkrecht  zu  OP  voraussetzen  wollen. 
Man  hat  dann  w^"  +  Mj"  mit  cos  5,  v/'  +  Vg"  mit  —  sin  g  zu  multi- 
plizieren und  zu  addieren.  Für  die  Faktoren  von  cos  r  und  sin  t 
erhält  man  nach  einiger  Rechnung: 

C  =  +  yrr  j  sin  A  I  sin  2g  sin  A  —  t-JT  *  cos 2g(l  —  cos  A)  L 

Ä  =  —  j-T~t  cos  A  {sin  2g  sin  A  —^^^  cos2g(l  — cos  A)}, 
und  folglich  für  die  resultierende   Intensität   (in  homogenem  Licht; 
(24)  J=C»  +  S«=(;--^y4sm»Ajgin2gco8-^-ji^.co82esm4)'. 

Dieser  Ausdruck  enthält  zwei  Faktoren,  die  einzeln  verschwinden 
können;  folglich  gibt  es  bei  gekreuzten  Nikols  im  homogenen  Licht 
zwei  Systeme  von  ganz  dunUen  Kurven,     Das  eine  System  bilden  die 
Kurven  gleichen  Gangunterschiedes 
(25')  A  =  2vx     (v  eine  ganze  Zahl) , 

das  sind  dieselben  Kreise,  welche  nach  Gl.  (17^),  §  4,  im  Literferenzbild 
jeder  einzelnen  Platte  dunkel  erscheinen  würden^).  Das  zweite  System 
ganz  dunkler  Kurven  ist  gegeben  durch  das  Verschwinden  des  letzten 
Faktors  von  J,  also  durch 

(25^)  sin  2g  cos  ^  -  ^'-^^J[,  cos  2g  sin  y  -  0. 


1)  Die  Existenz  dieser  dunklen  Kreise  wnrde  von  Qoesneville  bestritten^ 
der  die  Interferenzerscheinungen  in  Quarzplatten  auf  Grund  abweichender  theore- 
tischer Vorstellungen  über  die  Lichtfortpflanzung  im  Quarz  zu  behandeln  versuchte 
(G.  Quesneville,  Sur  la  double  r^fraction  elliptique  et  la  tetrar^fringence  du 
quartz;  Paris  1896,  97,  98;  vergl.  auch  Beibl.  21,  p.  616;  22,  p.  159;  23,  p.  186). 
Daß  die  Kreise  aber  tatsächlich  vorhanden  sind,  ist  aus  der  Taf.  YI,  Fig.  2 
wiedergegebenen  Hauswaldtschen  Photographie  der  Airyschen  Spiralen  im  Na- 
triumlicht deutlich  zu  ersehen. 
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Im  zentralen  Teile  des  Gesichtsfeldes,  wo  tc  nur  wenig  von  1  ver- 
schieden ist,  gibt  dies  sin  (2g— jA)  =  0,  also 

(25-)  S  =  T±*|- 

Da  A  mit  dem  Radiusvektor  wächst  gemäß  den  Relationen  (18) 

und    (19)    (§  4),    so    erfüllen    die    Punkte,    die    einem    bestimmten 

1^  Werte  von  h  entsprechen,  je  eine  links- 

^^^^gg«'^^ — --..^^  gewundene  Spirale^  den  Werten  Ä  =«  0, 

y;^?^[^^^\  1>  2,  3  entsprechen  vier  solche  Spiralen, 

li/i//^^^  ^nN\\  die  durch  eine  Drehung  von  je  90®  mit- 

\  \  K  \/\^j\\  A  A  einander  zur  Deckung  gehracht  werden 

TY'K'K' vNr^  könnten;  alle  weiteren  Werte  von  ä  lie- 

^V   vv  \^'y  >/ j  jl  l  ]  ^®"^  wieder  dieselben  Kurven.   Diese  Spi- 

\\\NN^    I    yyj///  ralen  schneiden  die  Geraden  S  =  0,  y«, 

Nx:^^^^^!^^^^;^::^/^  jr,  |  :r  in  denselben  Punkten,  wie  die  dnnk- 

^ — ^^^  len  Kreise  A  =  2i/ä,  da  die  Bedingung 

'  (25^)  durch  sin  2g  =  0,  sin|A  =  0  be- 

Wg.  140.  ^  ^  ^  1  % 

friedigt  wird.     Hiernach  ist  ihr  Verlauf 
leicht  zu  übersehen  (siehe  die  schematische  Fig.  140  und  die  photo- 
graphische   Reproduktion    Tafel  VI,  Fig.  2).      Die    Richtungen    der 
Tangenten  der  Spiralen  im  Mittelpunkt  sind  gegeben  durch 
,        A«  A*    ,    «  A<>    ,  A%    8« 

dieselben  bilden  also  mit  den  Schwingungsebenen  des  Polarisators  und 
Analysators  Winkel,  die  gleich  sind  der  halben  Drehung  der 
Scbwingungsrichtung  senkrecht  einfallenden  Lichtes  in  der  ersten 
Platte.  Diese  Tangentenrichtungen  sind  gut  erkennbar,  da  die  Spiralen 
gerade  in  dem  mittleren  Teile  des  Gesichtsfeldes,  d.  h.  innerhalb  des 
ersten  dunklen  Kreises,  am  besten  hei*vortreteii.  In  größerer  Entfer- 
nung werden  nämlich  die  Maxima  der  Intensität  annähernd  proportional 
mit  sin  2J;  und  daher  die  dunklen  Kurven  in  der  Nähe  von  OT  und 
OA  nicht  mehr  gut  erkennbar.  Die  sichtbaren  Teile  der  dunklen  Spi- 
ralen sind  dann  annähernd  durch  cos  jA  =  0  gegeben  und  fallen  daher 
merklich  mit  denjenigen  dunklen  Kreisen  zusammen,  welche  eine  ein- 
fache Platte  von  der  Dicke  der  Plattenkombination  zeigen  würde. 

Ist  die  zuerst  vom  einfallenden  Licht  getroffene  Platte  redUs-, 
die  zweite  linksdrehend,  so  haben  wir  in  unseren  Formeln  nur  das 
Vorzeichen  von  \x\  umzukehren.  Die  Spiralen  sind  dann  also  (nahezu) 
durch  sin  (2  g  -f  ~A)  =  0  gegeben  und  demzufolge  recÄfegewunden. 
Auf  diesen  Fall  bezieht  sich  Fig.  140.     In  weißem  Licht  sind  weder 
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die  konzentrischen  Kreise,  noch  die  Spiralen  isochromatisclie  Linien, 
und  es  tritt  daher  eine  komplizierte  Farben  Verteilung  auf. 

Die  BeohacMung  der  Airyschen  Spiralen  erfordert  nicht  notwendig 
zwei  gleich  dicke  Platten  entgegengesetzten  Charakters,  sondern  ist 
auch  an  einer  einfachen  PlaUe  leicht  in  der  Weise  ausführbar,  daß 
man  dieselbe  auf  den  unteren,  horizontalen  Spiegel  eines  gewöhnlichen 
Nörrembergschen  Polarisationsapparates  legt;  denn  es  yerhält  sich 
dann  so,  als  ob  Licht,  welches  direkt  in  der  Beobachtungsrichtung 
einfiele,  die  Kombination  der  gegebenen  Platte  mit  ihrem  Spiegelbilde 
—  also  mit  einer  gleichen  Platte  entgegengesetzten  Charakters  — 
einfach  durchsetzte.  Übrigens  bietet  diese  Anordnung  zugleich  ein 
empfindliches  Hilfsmittel,  um  zu  prüfen,  ob  eine  Quarzplatte  genau 
senkrecht  zur  Hauptachse  geschliffen  ist,  da  nur  in  diesem  Falle  die 
Airyschen  Spiralen  in  regelmäßiger  Ausbildung  auftreten.  Schließlich 
sei  noch  erwähnt,  daß  die  Urscheinung  der  Spiralen  dazu  dienen 
kann,  das  Vorhandensein  von  Zwillingsverwachsungen  von  Links- 
und Rechtsquarz  in  geschliffenen  Quarzplatten  zu  erkennen. 

7.  InterferenBersohemiingen  im  konvergenten  Licht  an  zwei- 
achBigen  optisoh- drehenden  Kristallen.  Die  Berechnung  dieser  Er- 
scheinungen hat  nach  dem  Vorhergehenden  keine  weitere  Schwierigkeit; 
es  können  direkt  die  in  §  4  und  5  entwickelten  Formeln  Anwendung 
finden,  nur  bedeuten  jetzt  g  bezw.  rj  die  Azimute  der  Halbierungsebene 
des  Winkels  zwischen  den  durch  die  Wellennormale  und  die  beiden 
Binormalen  gelegten  Ebenen,  und  bei  der  Berechnung  von  A  und  x 
(oder  y)  nach  (18)  ist  für  d^  derjenige  Ausdruck  zu  setzen,  welcher 
bei  einem  zweia^ihsigen  Kristall  die  Abhängigkeit  des  Gangunterschiedes 

von  der  Richtung  darstellt,  also  z.  B.  d®  =»  -^( )  sin  ^^^  sin  ip^ 

(vergl.  (4)  und  (4'),  S.  233).  Die  Diskussion  der  so  erhaltenen  Aus- 
drücke für  J  würde  jedoch  im  allgemeinen  sehr  kompliziert  infolge 
der  Veränderlichkeit  des  x  mit  dem  Orte  im  Interferenzbild. 

Für  die  Beobachtungen  am  künstlich  zweiachsig  gemachten  Quarz 
ist  von  Interesse  der  Fall  einer  zur  ersten  Mittellinie  senkrechten 
Platte  eines  Kristalls  von  kleinem  Binormalen winkel.  Bei  Anwendung 
eines  linearpolarisierenden  Polarisators  und  Analysators  gelten  hier 
also  die  Formeln  (17)  mit  der  aus  dem  eben  Gesagten  hervorgehenden 
Bedeutung  von  d^,  y  und  £;,  der  zufolge  A  und  y  auf  Cassinischen 
Ovalen,  g  auf  durch  die  Binormalenspuren  gehenden  gleichseitigen 
Hyperbeln  konstant  ist.    In  größerer  Entfernung  von  den  Binormalen, 
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wo  y  klein  ist,  erhält  man  das  gewöhnliche  Interferenzbild  zwei- 
achsiger Platten;  in  der  Nähe  der  Binormalenspuren  (also  bei  kleinem 
Binormalenwinkel  im  ganzen  mittleren  Teile  des  Gesichtsfeldes)  fehlen 
aber  die  Isogyren.  Speziell  bei  gekreuzten  Nikols  erscheint  nach 
(17**)  die  durch  A  =  2i;ä  bestimmte  Schar  von  Cassinischen  Ovalen 
ganz  dunkel,  während  die  Binormalenspuren  eine  von  der  Platten- 
dicke abhängige  Intensität  besitzen. 
(Siehe  Fig.  141,  welche  die  Erschei- 
nung för  die  „Normalstellung^  der 
Platte  nach  einer  Photographie  von 
Liebisch  wiedergiebt.)  Bei  einer  be- 
stimmten Stellung  des  Analysators 
erscheinen  die  Binormalenspuren  als 
ganz  dunkle  Punkte,  welche  sich  beim 
Drehen  des  Analysators  in  je  zwei 
auseinanderrückende  dunkle  Flecke 
Pig.  141.  auflösen  ^). 

Bei  Anwendung  eines  srirkular- 
polarisierenden  Polarisators  oder  Analysators  geht  von  jeder  Binormalen- 
spur  eine  Spirale  aus^);  beide  Spiralen  zusammen  entsprechen  der 
Doppelspirale  einachsiger  Platten,  wie  sie  in  Fig.  139  dargestellt  ist 
Diese  einfachen  Spiralen  haben  Pocklington  und  Dufet  an  zu 
einer  Binormale  senkrechten  Platten  der  S.  302  aufgefiihrten  zwei- 
achsigen drehenden  Substanzen  (besonders  deutlich  an  solchen  von 
Rhamnose)  beobachten  können,  wie  auch  mittels  eines,  dem  S.  361  be- 
schriebenen ähnlichen  Spiegelungsverfahrens  das  Analogon  zu  den 
Airyschen  Spiralen^). 


1)  Näheres  über  diese  Erscheinungen  siehe  Pocklington^  Phil.  Mag.  (6),  t 
(1904),  p.  867—369. 


Dritter  Teil. 
Absorbierende  Kristalle. 

Erstes  Kapitel. 

finiiiderflcheiiiniigeii. 

1.  Definitionen.  Als  absorbierend  werden  solche  homogene 
Medien  bezeichnet,  in  welchen  die  Fortpflanzung  ebener  Lichtwellen 
mit  einer  Schwächung  ihrer  Intensität  verbunden  ist,  die  mit  der 
zurückgelegten  Weglänge  zunimmt.  Die  Beobachtung  zeigt,  daß  diese 
Schwächung  auf  gleichen  Strecken  der  einfallenden  Intensität  pro- 
portional ist,  oder,  was  dasselbe  besagt,  daß  die  Intensität  nach  einer 
geometrischen  Progression  abnimmt,  wenn  der  zurückgelegte  Weg  nach 
einer  arithmetischen  wächst.  Ist  J^  die  einfallende  Intensität,  so  ist 
diejenige  J  nach  Zurücklegung  eines  Weges  l  denmach  gegeben  durch 

(1)  J==Jt)a'  =  JOg-ml^ 

wo  a  <  1,  imd  m  eine  positive  Konstante  ist,  die  der  Absorptionsmodul 
heißen  möge^).  Daß  dieses  Gesetz  auch  für  Kristalle  gilt,  ist  durch 
besondere  Messungen  z.B.  von  Gamichel  nachgewiesen^).  Ein  ana- 
loges Gesetz  gilt  natürlich  für  die  Abnahme  der  Amplitude  der  Licht- 
schwingungen; schreibt  man  dasselbe  in  der  Form 

(2)  A  =  Ä^e    ^'      ^A^e    ^\ 

wo  k  die  Wellenlänge  im  betrachteten  Medium,  A®  =  A  •  n  die  ent- 
sprechende im  leeren  Räume  ist,  so  nennt  man  fc  den  Ahsorptions- 

1)  BuDBeii  uud'Roscoe  [Pogg.  Ann.  101  (1B67),  p.  235]  nannten  m  •  Log  e 
den  Extinktionskoeffiztenten;  doch  wird  letztere  Bezeichnung  jetzt  in  verschiedenem 

Sinne  angewandt^  z.  B.  Yon  J.  EOnigsberger  für  -p-,  Ton  Planck  für  x  selbst 

2)  C.  Camichel,  Ann.  chim.  phys.  (7)  5  (1895),  p.  464. 
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Jcaeffizienten,  x  den  Äbsorptionsindex.   Die  drei  Eonstanten  m,  k  nnd  x 
stehen  untereinander  in  folgenden  Beziehungen: 

Q))  k=^nxy        m  =  -j-^- 

Aus  der  Abnahme  der  Amplitude  bei  der  Fortpflanzung  in  einem 
absorbierenden  Medium  folgt^  daß  eine  ebene  Welle^  welche  in  ein 
solches  durch  eine  ebeue  Grrenzfläche  eingedrungen  ist^  im  allgemeinen 
niciU  mehr  in  der  Wellenebene  konstante  Amplitude  haben  kann;  denn 
die  bis  zu  verschiedenen  Punkten  derselben  Wellenebene  innerhalb  des 
absorbierenden  Mediums  zurückgelegten  Wege  sind  ja  yerschieden 
lang^  außer  wenn  die  Wellenebene  parallel  zur  Grenzebene  ist.  Wir 
wollen  im  folgenden  aber  nur  die  Gesetze  der  Fortpflanzung  solcher 
Wellen  betrachten^  die  in  der  Wellenebene  konstante  Amplitude  be- 
sitzen ( —  y^homogene  Wellen*'  — ),  und  welche  nach  dem  eben  ge- 
sagten dadurch  wirklich  erhalten  werden  können,  daß  man  eine 
(homogene)  ebene  Welle  auf  eine  ebene  Grenze  des  Mediums  senk- 
reckt einfallen  läßt. 

In  einer  solchen  Welle  wird  eine  Komponente  des  Lichtyektors 
analytisch  dargestellt  durch 


(4) 


oder 


^«•e    i  "'.cos  2«  (4-1), 
■fR[W>"('-T-'7)], 


WO  W  eine  komplexe  Eonstante  bedeutet. 

Dieser  Ausdruck  ist  von  demjenigen  für  durchsichtige  Medien 
(vergl.  Einleitung,  §  6)  ersichtlich  nur  dadurch  yerschieden,  daß  an  Stelle 
der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  q  die  komplexe   Größe     _^ .    ,   oder 

an  Stelle  des  reellen  Brechungsindex  n  der  komplexe  n(l  — ix)«n  — lÄ 
sieht.  Der  reelle  Teil  dieses  komplexen  Brechungsindex  hat  die  frühere 
Bedeutung  der  reziproken  Wellengeschwindigkeit,  bezogen  auf  die- 
jenige im  leeren  Raum;  der  durch  —  i  dividierte  imaginäre  Teil  liefert 
den  Absorptionskoeffizienten. 

2.  Auswählende  Absorption.  Die  Absorption  ist  in  der  Regel 
in  viel  stärkerem  Maße,  als  das  Brechungsvermögen,  von  der  Wellen- 
länge abhängig,  was  sich  augenfällig  darin  äußert,  daß,  wenn  weißes 
Licht  einfällt,  das  von  absorbierenden  Medien  durchgelassene  Licht 
stets  eine  mehr  oder  weniger  ausgesprochene  Färbung  zeigt.  Diese 
Färbung  ist  übrigens  von  der  Dicke  der  durchstrahlten  Schicht  (wenn 
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auch  meist  nicht  in  sehr  auffälliger  Weise)  abhängig,  da  die  reiativen 
Intensitäten  der  in  dem  Gemisch  vertretenen  Farben  zufolge  der 
Formel  (1)  je  nach  dem  Werte  von  l  verschieden  sein  müssen.  Bei 
gewissen  Körpern^)  beschränkt  sich  die  Absorption  sogar  im  wesent- 
lichen auf  ganz  enge  Wellenlängenbereiche.  Wird  das  durch  eine 
planparallele  Schicht  eines  solchen  ^^selektiv  absorbierenden^  Körpers 
hindurchgegangene  Licht  spektral  zerlegt,  so  weist  das  Spektrum  mehr 
oder  weniger  scharf  begrenzte  dunkle  Streifen  —  Absorptionsstreifen  — 
auf.  Die  selektiv  absorbierenden  Körper  zeigen  auch  eine  Besonder- 
heit der  Dispersion:  bei  Annäherung  an  einen  scharfen  Absorptions- 
streifen von  der  roten  Seite  her  steigt  der  Brechungsindex  stark  an, 
aber  beim  Durchgang  durch  den  Absorptionsstreifen  fällt  er  sprung- 
weise wieder  beträchtlich,  um  dann  wieder  zu  steigen-,  somit  hat  der 
Brechungsindex  in  der  Nachbarschaft  des  Streifens  für  kürzere  Wellen 
kleinere  Werte,  als  auf  der  Seite  der  längeren  Wellen  —  ein  Verhalten, 
welches  als  (momale  Dispersion  bezeichnet  wird.  (Siehe  Fig.  142,  wo 
die  ausgezogene  Kurve  den 
typischen  Verlauf  von  »,  die 
punktierte  den  entsprechenden 
von  X  als  Funktion  von  T  dar- 
stellt.) Es  zeigt  sich  hierin  also 
ein  Zusammenhang  zwischen 
der  Absorption  und  Dispersion, 
auf  dessen  theoretische  Begrün- 
dung wir  an  späterer  Stelle 
zurückkommen  werden.  Das 
anomale  Verhalten  der  Haupt- 
brechungsindizes in  der  Nachbarschaft  eines  Absorptionsstreifens  kann 
offenbar  bei  optisch  zweiachsigen  Kristallen  eine  analoge  Anomalie  der 
Dispersion  der  Binormalen  zur  Folge  haben.  Eine  solche  ist  z.  B.  von 
Dufet^)  am  Neodymsulfat  beobachtet,  welches  u.a.  ein  ausgeprägtes  Ab- 
sorptionsband zwischen  den  Wellenlängen  594  (ifi  und  571  fifi  besitzt. 
Der  Binormalenwinkel  wächst  hier  im  allgemeinen  beim  Fortschreiten 
zu  kleineren  Wellenlängen  und  zwar  besonders  schnell  bei  Annäherung 
an  jenen  Absorptionsstreifen,  an  dessen  Anfang  er  84^20'  beträgt; 
innerhalb  des  Absorptionsstreifens  sinkt  er  aber  plötzlich  und  erreicht 
seinen   Minimal  wert   83^47|'    an   dessen   anderem,    dem   Ghrün   zuge- 

1)  H.  Dufet,  Bull.  Boc.  min.  fran9.  24  (1901),  p.  873. 

2)  In  ausgesprochener  Weise  bei  den  Metalldämpfen ;  im  festen  und  flüssigen 
Znstande  zeigen  manche  Farbstoffe,  femer  Didjmverbindungen  dieses  Verhalten. 


Fig.  142. 


366  HL  I,   Granderscheinungen. 

wandtem  Rande.  Bemerkenswert  ist^  daß  beim  Neodymsulfat  auch  die 
Dispersion  der  zweiten  MiUeUinie  —  die  in  der  Symmetrieebene  seiner 
monoklinen  Kristalle  liegt  —  anomal  ist,  so  daß  der  Winkel,  den 
dieselbe  mit  der  kristallographischen  c- Achse  bildet,  als  Funktion  der 
Wellenlange  durch  eine  Kurve  von  analogem  Verlauf,  wie  die 
Brechungsindizes,  dargestellt  wifd.  —  Starke  Absorption  ist  femer 
mit  verstärkter  Reflexion  verbunden,  was  auch  aus  der  Theorie  zu 
folgern  ist  (siehe  Kap.  III);  doch  wird  diese  Beziehung  erst  auffällig 
'i  bei  Körpern  von  so  starker  (sogenannter  metallischer)  Absorption,  daß 
\  nur  noch  äußerst  dünne  Schichten  Licht  hindurchlassen.  Es  beruhen 
hierauf  der  MetaUglanz,  sowie  die  „Oberflächenfarben^,  welche  z.  B. 
manche  Anilinfarbstoffe  im  reflektierten  Lichte  zeigen. 

3.  PleoohToiBmuB.  Die  doppeltbrechenden  Kristalle  lassen  viel- 
fach schon  für  das  bloße  Auge,  sonst  bei  photometrischer  Beobachtung, 
eine  Abhängigkeit  der  Intensität  bezw.  (wenn  weißes  Licht  einfällt) 
der  Farbe  des  durchgelassenen  Lichts  von  der  Fortpflanzungsrichtung 
erkennen.  So  läßt  z.  B.  eine  der  Hauptachse  parallele  Platte  aus 
grünem  TurmaUn  sehr  viel  mehr  Licht  durch  als  eine  gleich  dicke 
zur  Hauptachse  s^ikrechte  Platte;  der  rhomboedrische  Pennin  erscheint 
in  der  Richtung  der  Hauptachse  schön  grün,  senkrecht  zu  derselben 
braunrot;  der  rhombisch  kristallisierende  Diaspor  zeigt  in  Platten,  die 
den  drei  Symmetrieebenen  parallel  sind,  drei  verschiedene  Farbentöne: 
pflaumenblau,  violett  und  spargelgrün.  In  Fällen,  wie  den  beiden 
letzten  Beispielen,  wo  die  Verschiedenheit  der  Absorption  deutlich 
verschiedene  Farbe  des  in  verschiedenen  Richtungen  durchgelassenen 
Lichtes  bedingt,  bezeichnet  man  die  Kristalle  als  pleodiroitisck'^  speziell 
nannte  man  optisch  einachsige  dichroitisch,  zweiachsige  trichroitisch, 
welche  Bezeichnungen  aber,  da  ja  für  beliebige  Fortpflanzungsrich- 
tungen  alle  Übergänge  zwischen  den  ausgezeichneten,  den  Symmetrie- 
achsen entsprechenden  Farben  vorkommen,  nicht  ganz  zweckmäßig 
gewählt  sind.  Übrigens  gebraucht  man  den  Ausdruck  Pleochroismus 
jetzt  auch  für  die  Abhängigkeit  der  Absorption  von  der  Fortpfianzungs- 
bezw.  Polarisationsrichtung  überhaupt,  einerlei  ob  hierdurch  gerade 
deutliche  Farbenunterschiede  bei  einfallendem  weißen  Licht  hervor- 
gerufen werden  oder  nicht;  man  nennt  also  den  grünen  Turmalin 
ebensogut  pleochroiiisch  wie  den  Pennin.  —  Die  im  natürlichen  durch- 
fallenden Lichte  an  einer  doppeltbrechenden  Kristallplatte  beobachtete 
Farbe  setzt  sich  zusammen  aus  den  im  allgemeinen  verschiedenen 
Farben  der  beiden  Wellen,   welche   sich   in   der   Platte   fortpflanzen, 
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und  dasselbe  gilt  natürlich  fQr  die  austretende  Intensität  jeder  ein- 
zelnen  Farbe.  Man  kann  die  Intensitäten  bezw.  Farben  der  einzelnen 
Wellen  getrennt  nacheinander  beobachten^  indem  man  dnrch  einen  vor 
der  Platte  eingeschalteten  drehbaren  Polarisator  (oder  hinter  ihr  ein- 
geschalteten Analysator)  die  eine  oder  die  andere  Welle  zum  Ver- 
schwinden bringt.  Natürlich  kann  man  statt  dessen  auch  bei  fest- 
stehendem Polarisator  die  Eristallplatte  in  ihrer  Ebene  drehen;  be- 
obachtet man  dabei  einen  Helligkeits-  oder  Farben  wechsele  so  ist  sie 
pleochroitisch^).  Man  kann  aber  auch  die  Farben  beider  Wellen  ge- 
trennt nd)enemand€r  beobachten,  indem  man  das  aus  der  Kristallplatte 
austretende  Licht  durch  ein  Diaphragma  und  dann  durch  ein  Kali- 
spcUspaÜungsstuck  (und  eventuell  noch  durch  eine  auf  das  Diaphragma 
eingestellte  Lupe)  gehen  läßt.  Man  sieht  dann  zwei,  von  den  ordent- 
lichen bezw.  außerordentlichen  Strahlen  im  Kalkspat  herrührende  Bilder 
0  und  E  des  Diaphragmas  von  verschiedener  Farbe.  Ist  das  Kalkspat- 
rhomboeder  so  gestellt,  daß  sein  Hauptschnitt  mit  der  Polarisationsebene 
der  Welle  (1)  zusammenfallt,  so  zeigt  das  Bild  0  die  Farbe  der  Welle  (1), 
E  diejenige  der  Welle  (2).  Diese  Stellung  des  Kalkspats  (oder  die- 
jenige, bei  welcher  sein  Hauptschnitt  mit  der  Polarisationsebene  der 
Welle  (2)  zusammenfällt  und  somit  E  die  Farbe  von  (1)  zeigt)  ist 
durch  den  größten  Farbenkontrast  der  beiden  Bilder  ausgezeichnet; 
beim  Drehen  um  die  Beobachtungsrichtung  vermindert  sich  dieser  und 
verschwindet  ganz,  wenn  der  Hauptschnitt  mit  den  Polarisationsebenen 
der  Kristallplatte  Winkel  von  45^  bildet,  in  welchem  Falle  beide 
Bilder  in  derselben  Farbe  erscheinen,  die  man  im  natürlichen  Lichte 
wahrnimmt.  Die  beschriebene  Vorrichtung  ist  unter  dem  Namen 
IHchroskop  von  Haidinger*)  eingeführt  worden,  welcher  nach 
Brewster^)  die  ersten  eingehenden  Beobachtungen  über  den  Pleo- 
chroismus  anstellte. 

Diese  Beobachtungen  haben  ergeben,  daß  die  Absorption  nur  von 
der  Orientierung  der  Polarisationsebene  oder  der  (zu  ihr  senlrecht  an- 
genommenen) Schwingwngsrichtung  abhängt^)  — ,  ein  Verhalten,  welches 

1)  In  der  Weise  werden  gewöhnlich  die  Mineralien  in  Gesteinsdünnschliffen 
auf  Pleochroismns  geprüft,  der  für  manche  ein  wichtiges  Erkennnngsmerkmal  bildet. 

2)  W.  Haidinger,  Pogg.  Ann.  65  (1845),  p.  1;  86  (1852),  p.  131;  Wiener 
Sitznngsber.  1  (1848),  p.  70;  13  (1854),  p.  3,  306. 

3)  D.  Brewster,  Edinb.  Phil.  Joum.  4  (1817),  p.  348;  Phil.  Trans.  1819,  p.  11. 

4)  In  dieser  Form  gilt  der  Satz  nur  für  schwach  absorbierende  Kristalle, 
auf  welche  allein  sich  ja  auch  die  Beobachtungen  im  durchgehenden  Lichte  be- 
ziehen. Wie  wir  weiter  unten  sehen  werden,  sind  nämlich  bei  starker  Absorption 
die  Schwingungen  nicht  mehr  linear,  sondern  elliptisch  (ebenso  übrigens  auch  bei 
schwächerer  Absorption  in  sehr  großer  Nähe  der  Binormalen:  siebe  Kap.  II,  §  11). 
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von  vornherein  dadurch  sehr  wahrscheinlich  gemacht  war^  daß  ja  auch 
für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  nur  die  Lage  der  Polarisations* 
ebene  maßgebend  ist.  Beispielsweise  wird  im  Turmalin  der  ordent- 
liche Strahl  für  jede  Fortpflanzungsrichtung  gleich  und  zwar  sehr 
stark  (in  dunkelgrünen  Kristallen  in  Schichten  von  1  bis  2  mm  schon 
so  gut  wie  vollständig)  absorbiert,  der  außerordentliche  dagegen  um 
so  weniger,  je  größer  der  Neigungswinkel  der  Fortpflanzungsrichtnng 
gegen  die  Hauptachse  ist.  Eine  zu  letzterer  parallele  Tnrmalinplatte 
von  hinreichender  Dicke  läßt  also  nur  den  außerordentlichen  Strahl 
durch  und  kann  daher  als  Polarisator  verwendet  werden^).  (Man 
benutzte  früher  als  Polarisationsapparat  oft  eine  sog.  ,,Turmalin- 
zange^',  bestehend  aus  zwei  in  ihrer  Ebene  drehbaren  achsenparallelen 
Turmalinplatten,  zwischen  welche  die  zu  untersuchende  Eristallplatte  ge- 
legt werden  kann.) 

Was  die  beiden  anderen,  S.  366  erwähnten  Beispiele  pleochroiti- 
scher  Kristalle  betrifft,  so  ist  beim  Pennin  die  Absorptionsfarbe  des 
ordentlichen  Strahls  grün,  die  des  außerordentlichen  gelbrot,  die 
Mischung  beider  gibt  das  im  natürlichen  Licht  senkrecht  zur  Achse 
beobachtete  Braunrot;  beim  Diaspor  sind  die  den  drei  ausgezeich- 
neten Schwingungsrichtungen  (d.  h.  den  Symmetrieachsen)  entsprechen- 
den Farben  („Achsenfarben'Q,  welche  zu  je  zweien  gemischt  die  S.  366 
erwähnten  „Flächenfarben"  bilden,  himmelblau,  weingelb  und  violett 

Weitere  Bestätigung  hat  der  S.  367  unten  ausgesprochene  Satz 
durch  Beobachtungen  an  solchen  Kristallen  gefunden,  deren  Absorptions- 
spektra charakteristische  scharfe  Streifen  darbieten^).  Es  sind  dies 
namentlich  Didym -Verbindungen;  auch  der  Scheelit  (Calciumwolf- 
ramat)  zeigt  infolge  eines  geringen  Didymgehalts  solche  Absorptions- 
streifen. Becquerel  fand,  daß  nicht  die  Lage  der  Streifen  im  Spektrum, 
wohl  aber  ihre  relative  Intensität  von  der  Schwingungsrichtung  ab- 
hängt; dasselbe  beobachtete  auch  Dufet')  an  den  monoklin  kristalli- 
sierten Sulfaten  von  Neodym,  Praseodym  und  Samarium. 

Auf  die  bisher  vorliegenden  quantitativen  Beobachtungen  werden 
wir  erst  an  späterer  Stelle  —  nach  Ableitung  der  Gesetze  für  die 
Abhängigkeit  der  Absorption  von  der  Schwingungsrichtung  —  eingehen. 

1)  Noch  besser  eignen  sich  hierzu  Blättchen  des  rhombisch  kristallisierenden 
Herapathits  (schwefelsauren  Jodchinins),  die  schon  bei  viel  geringerer  Dicke  den 
einen  Strahl  vollständig  absorbieren  nnd  den  anderen  fast  ungefärbt  (schwach 
grünlich)  durchlassen  [Herapath,  Ann.  Chem.  Pharm.  84  (1852),  p.  149; 
88  (1858),  p.  206]. 

2)  H.  Becquerel,  Ann.  chim.  phys.  (6)  14  (1888),  p.  170,  257. 

3)  H.  Dufet,  Bull.  soc.  min.  fran9    24  (1901),  p.  373. 
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Zweites  Kapitel. 

Theorie  der  Lichtbewe^ng  in  absorbierenden  Kristallen. 

1.  Übertragung  der  Gleichung  der  Normalenfläohe  durch  Bin- 
führang  komplexer  Größen.  Wir  sahen  oben,  daB  der  analytische 
Ausdruck  für  eine  in  einem  absorbierenden  Medium  fortschreitende 
homogene  Welle  sich  von  dem  für  ein  vollkommen  durchsichtiges 
Medium  gültigen  dadurch  unterscheidet,  daß  an  Stelle  der  reellen  Port- 
pflanzungsgeschwindigkeit   q    eine    Tcomplexe    Größe    Q  =  ^  '—~   iriiiy 

wo  q  wieder  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  x  den  Absorptions- 
index bedeutet.  Es  liegt  daher  nahe,  die  Gesetze  für  die  Fort- 
pflanzung und  Absorption  homogener  ebener  Wellen  in  Kristallen  aus 
den  für  durchsichtige  Kristalle  erprobten  Fresnelschen  Gesetzen  da- 
durch abzuleiten,  daß  man  unter  Beibehaltung  ihrer  Form  die  reellen 
Parameter  durch  komplexe  und  q  durch  obiges  komplexe  q  ersetzt. 
Aus  der  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Koordinatensystem  bezogenen 

Gleichung  der  Indexfläche  eines    zweiachsigen  Kristalls   (I,  Kap.  IV, 

f       t       t 

Gl.  (4^))  erhält  man  dann,  indem  man  Xj  y\  z  durch  — -,  *  ,  —  ersetzt, 
die  Gleichung  für  q^): 

,lxiq*-(lM(o„  +  a„)  <«  +  •••  + •••-2a,3Vv', } 

^  ■     +(c«.,a»s-tt|,)V+---  +  ---  +  2(a,ia„-o,gai,Ki','  +  --=0, 
worin  die 

(2)  ÖÄ*  =  aÄ*+i^* 

komplexe  Konstanten  —  oder  vielmehr  Funktionen  der  Wellenlänge  — 
bezeichnen,  deren  reeUe  TeUe  die  früheren  „Polarisationskonstanten" 
sind,  während  die  h^^  die  ÄbsorptionsJconstatUen  genannt  werden  mögen. 
.  Die  Gleichung  (1)  zerfällt  durch  Trennung  des  Reellen  vom  Imaginären 
in  zwei  Gleichungen,  deren  jede  q  und  x  enthält,  und  durch  deren 
Auflösung  schließlich  diese  Größen  einzeln  als  Funktionen  der 
Richtungskosinus  i/^',  v^,  v^  der  Wellennormale  zu  bestimmen  wären. 
Diese  Rechnung  gestaltet  sich  jedoch  im  allgemeinen  äußerst  kom- 
pliziert, und  nur  unter  vereinfachenden  Bedingungen  sind  übersichtliche 
Resultate  zu  gewinnen. 

1)  Dieflelbe  ist  zuerst  von  P.  Drude  [Wied.  Ann.  32  (1887),  p.  589]  ans 
den  DiflFerentialgleichungen  der  Lichtbewegung  abgeleitet  worden.  (Vergl.  den 
folgenden  Paragrrapben.) 

PookelB,  Kristalloptik.  24 
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Die  Normalenfläche  durchsichtiger  Kristalle  konnte  aus  dem 
Polarisationsovaloid;  dessen  allgemeine  Gleichung  nach  (28),  S.  66,  bei 
Einführung  der  Richtungskosinus  «',  ß\  y   von  r  lautet: 

durch  ein  Verfahren  abgeleitet  werden,  welches  geometrisch  die  Auf- 
tragung des  größten  und  kleinsten  Radiusvektors  jedes  Diametral* 
Schnitts  auf  dessen  Normale  bedeutete  (vergl.  I,  Kap.  II,  §  2).  Da 
nun  die  Gleichung  (1)  für  q  der  Form  nach  ganz  mit  derjenigen  der 
Normalenfläche  durchsichtiger  Kristalle  übereinstimmt,  so  kann  man 
sie  auch  durch  dasselbe  analytische  Verfahren  (vergl.  S.  33),  wie  jene 
aus  der  Gleichung  des  Polarisationsovaloids,  aus  der  Gleichung 
(3)     ^,^a^  +  ^^p  +  033/^  +  2q,3/3'/  +  20,,/«'  +  2a,,a /J'  =  r> 

herleiten,  wobei  freilich  dieses  Verfahren,  sowie  die  vorstehende 
Gleichung  selbst,  wegen  der  homplexm  Natur  der  Koeffizienten  a^^ 
die  geometrische  Bedeutung  verliert.  Aus  der  Übereinstimmung  der 
Rechnung  folgt  aber,  daß  sich  die  O;^^,  und  folglich  sowohl  die  a^^^ 
als  die  6^^,  bei  einer  Drehung  des  Koordinatensystems  ebenso  trans- 
formieren, wie  die  Koeffizienten  der  Gleichung  des  Polarisationsovaloids 
(siehe  S.  66 — 67).  Von  den  letzteren  konnten  durch  geeignete  Bestim- 
mung des  Koordinatensystems  diejenigen  mit  ungleichen  Indizes  zum 
Verschwinden  gebracht  werden;  die  Bedingungen,  denen  die  Richtungs- 
kosinus der  verändeiten  Koordinatenachsen  hierzu  genügen  müssen, 
sind  die  GL  (31)  in  I,  Kap.  IL 

Hier  ist  dies  für  die  a^^^  allgemein  nicht  möglich,  da  die  be- 
treffenden Bedingungsgleichungen  in  je  zwei  zerfallen  und  somit  außer 
den  früheren  drei  Gleichungen  drei  weitere,  in  denen  die  6^^^  statt  der 
a^it  stehen,  erfüllt  sein  müßten.  Man  kann  jetzt  also  entweder  nur 
die  Polarisationskonstanten,  oder  nur  die  Absorptionskonstanten  durch 
Verfügung  über  das  Koordinatensystem  auf  drei  Hauptkonstanten 
zurückführen;  die  Achsen,  für  welche  ersteres  eintritt,  sollen,  wie 
früher,  die  PdarisationshauptoLchsen j  diejenigen,  welche  der  letzteren 
Forderung  entsprechen,  nach  Analogie  die  Absorptionshauptachsen 
heißen.  Ein  Achsensystein,  welches  als  optisches  Symmetriead^sensystem 
schlechtweg  su  hezeichneni  uärCj  gibt  es  also  bei  absorbierenden  Kristallen 
nickt  —  auch  nicht  bei  Beschrankung  auf  eine  bestimmte  Spektral- 
farbe — ,  außer  wenn  infolge  von  Symmetrieeigenschaften  des  Kristalles 
die  Polarisations-  und  Absorptionshauptachsen  zusammenfallen  müssen. 
Letzterer  Fall  liegt  bei  allen  Kristallen  des  rhombischen  Systems  vor, 
sowie  natürlich  auch  bei  allen  des  hexagonalen,  rhomboedrischen  und 
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tetragonalen  Systems ;  wo  überdies  sowohl  das  Polarisationsovaloid, 
als  das  aus  demselben  mittels  Ersetzung  der  a^^  durch  die  b/^^  hervor- 
gehende Absarptionsovaloid  Rotationsflächen  werden.  Bei  monoMinen 
Kristallen  fällt  stets  eine  Polarisations-  und  eine  Absorptionshauptachse 
in  die  Richtung  der  kristallographischen  Symmetrieachse  bezw.  der 
Normalen  zur  Symmetrieebene;  die  beiden  anderen  Absorptions- 
hauptachsen sind  aber  von  den  in  der  gleichen  Ebene  liegenden 
Polarisationshauptachsen  verschieden. 

Man  kann  indessen  auch  im  allgemeinen  Falle  —  also  für  trikline 
Kjristalle  —  die  Gleichungen  (1)  und  (3)  auf  die  Normalform  bringen, 
welche  sie  bei  durchsichtigen  Kristallen  in  bezug  auf  das  Polarisations- 
hauptachsensystem annehmen  y  nur  ist  dies  nicht  durch  eine  reelle 
Koordinatentransformation  möglich;  denn  die  Gl.  (31)  in  I,  Kap.  11 
ergeben,  mit  den  a^^j^  gebildet,  komplexe  Werte  der  a^  ,  . .  y^.  Man 
kann  aber  mit  diesen  „komplexen  Richtangskosinus^'  gerade  so  rechnen, 
wie  früher  mit  den  reellen^),  und  erhält,  wenn  man  die  durch  die 
Formeln  : 

^i  =  ^1^*  +  ö^a«*  +  ajgag*  +  20,30:2««  +  Sttai«,«!  +  2ai^a^a^f 

(4)  '  0^  =  0,1  A«  +  ...  +  ...  +  2o,3/3,ft  +  ••.  +  ••., 
i  Os  -  ^nYi^  +  ...  +  ...           +  2a,^y,y^  +  ...  +  ... 

definierten  Größen  o^^,  sowie  die  auf  das  „komplexe  Koordinatensystem^' 
bezogenen  Richtungskosinus  der  Wellennormale: 

(5)  n,  =  Oji//  +  OjV,'  +  «gV,         Tt,  =  ft  v/  +  /Sgl//  +  /Jj  va'; 

einführt^  an  Stelle  von  (1)  für  q  die  Gleichung 

(6)  _3l_-  +  .  V_    _,_«,'_    _o 
^  ^                                 q*— tti  ^  q'  —  Or  ^  q*-Q,  ' 

welche  nun  zu  Gl.  (5)  in  1,  Kap.  II  ganz  analog  ist.    Zugleich  nimmt 

die   Gl.  (3)   die  Form   der   auf  die  Hauptachsen  bezogenen  Ovaloid- 

gleichong  an: 

(7)  a,  j»  +  0,^«  +  o,i»  =  if  +  9»  +  a«)», 

WO  l,  t),  i  die  auf  das  komplexe  Hauptachsensystem  bezogenen  „Ko- 
ordinaten'^ sind. 

2.  Differentialgleichungen  für  den  Liohtvektor  in  absor- 
bierenden Medien.  Ehe  wir  aus  dem  im  vorhergehenden  angegebenen 
Übertragungsprinzip     weitere     Schlüsse     ziehen,     wird     eine     kurze 

1)  P.  Drude,  Wied.  Ann.  32  (1887),  p.  599. 

24* 
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Darlegung  seiner  Begründung  durch  Erweiterung  der  Differential- 
gleichungen für  den  Lichtvektor  am  Platze  sein.  Jedenfalls  muß  man 
in  diesen^  wenn  sie  die  Lichtbewegung  in  absorbierenden  Medien  dar- 
stellen sollen,  Glieder  hinzufügen,  welche  die  Energie  der  lAcMu-ellen 
stets  ver7nindem.  In  den  mechanischen  Lichttheorien  ergeben  sich 
solche  Glieder  durch  die  Annahme  von  BeibungsJcräflen,  welche  der 
Bewegung  der  Ätherteilchen  oder  der  mitschwingenden  ponderabeln 
Moleküle  entgegenwirken.  Die  einfachste  Annahme  über  diese  Kräfte 
ist  die,  daß  sie  lineare  Funktionen  der  Geschwindigkeiten  bezw. 
ihrer  Differentialquotienten  nach  den  Koordinaten  seien.  Voigt*)  hat 
gezeigt,  daß  die  hiernach  (unter  Berücksichtigung  der  Inkompressibili- 
tätsbedingung)  für  absorbierende  Körper  auf  den  rechten  Seiten  der 
Differentialgleichungen  (1),  I,  Kap.  III  hinzukommenden  Glieder  die- 
selben Diff'erentialquotienten  nach  den  Koordinaten  enthalten,  wie  die 

rechten  Seiten  der  ursprünglichen  Gleichungen,  nur  von  ^-  ^  "^  ?  "^ 
statt  von  u,  v,  w  gebildet;  allgemeiner  können,  wie  in  den  Gleichungen 
für  durchsichtige  Körper  statt  u,  v^  w  Reihen  nach  den  geraden,  so 
hier  als  Zusatzglieder  solche  nach  den  ungeraden  Differentialquotienten 
der  w,  V,  w  in  bezug  auf  t  eingeführt  werden.*) 

Da  nun  für  periodische  Bewegungen  u,VjW  die  reellen  Teile  von 

Funktionen  sind,  die  t  nur  in  der  Form  e  ^  enthalten,  so  kann 
l't^+i  ^  ^'r  ~^t2ii^  gesetzt  und  hierdurch  die  ursprüngliche  Form 
der  Differentialgleichungen  wiederhergestellt  werden,  wobei  nun  aber 
in  dem  Ausdruck  (4),  S.  75,  statt  der  reellen  Koeffizienten  a^^  A'owi- 
plexe  a^t  auftreten.  Da  nun  jene  Koeffizienten  eben  die  Polarisations- 
konstanten waren,  so  haben  wir  das  im  vorigen  Paragraphen  aus- 
gesprochene Übertragungsprinzip  wiedergewonnen. 

Nach  der  elektromagnetischen  Theorie  sind  zweierlei  Erklärungen 
der  Absorption  möglich.  Erstens  muß  in  Leitern  eine  Verminderung 
elektromagnetischer  Energie  infolge  der  Jouleschen  Wärmeentwicklung 
auftreten,  und  es  ist  somit  bei  ihnen  auch  eine  Lichtabsorption  zu 
erwarten,  die  um  so  stärker  sein  muß,  je  besser  das  elektrische 
Leitungsvermögen  ist.  Qualitativ  wird  diese  Folgerung  durch  die  Tat- 
sache bestätigt,  daß  die  besten  Leiter  —  die  Metalle  —  auch  die  un- 
durchsichtigsten Körper  sind. 

Wird  die   elektrische  Leitfähigkeit  eines   isotropen  Körpers    (in 

1)  W.  Voigt,  Wied.  Ann.  43  (1891),  p.  410. 

2)  P.  Drude,  Göttinger  Nachr.  1892,  p.  884. 
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elektrostatischem  Maß)  mit  6  bezeiclmet^  so  kommen  zu  den  linken 
Seiten  des  zweiten  Tripels  der  Maxwellschen  Gleichungen  ((6\  I,  Eap.  IH ) 

die   Ausdi-ücke    yixöXj   yiycöY,    yAneZ  hinzu,  welche  die  4a:- 

fachen    Komponenten    des    Leitungsstroms    bedeuten.      Bei    periodi- 
schen Schwingungen  yon   der  Periode   T  kann   man   statt   X  setzen 

T    P  Y  i  T  ^  TT 

.  -öy  oder  —  o"  "^  ^^^  demgemäß  die  linken  Seiten  der  in  Bede 
stehenden  Grundgleichuhgen  schreiben: 


(S)  ;f^-2T4f)    oder     'yi.^2T6x)\ 


dt 


Die  Hauptgleichungen  behalten  also  für  Lichtschwingungen  in 
Leitern  die  frühere  Form,  aber  an  Stelle  der  Didektrizitätskonstanfe 
steht  die  komplexe  Größe 

(9)  e-f-2T<yi. 

Bei  Kristallen  sind  die  Komponenten  des  Leitungsstroms  in  bezug 
auf  ein  beliebiges  Achsensystem  gegeben  durch 

(10)  ff„X  +  tf„r+<y„Z, 

wobei  (soviel  bis  jetzt  bekannt)  6^^.  =■  6j^^  ist*);  die  Komponenten  des 
Verschiebungsstroras  sind  nach  (10),  S.  79, 

1  /      rX   ,         cY  .        dZ\      , 

Demnach  wird  för  Schwingungen  von  der  Periode  T  die  linke  Seite 
der  ersten  Gleichung  des  zweiten  Hauptgleichungstripels: 

analog  die  der  zweiten  und  dritten.  Es  treten  also  atwh  hier  einfach 
an  die  Stelle  der  reellen  Parameter  e^j^  die  komplexen  ^kk"=^hk~^^^hkh 
und  folglich  werden  auch  die  Koeffizienten  s^j^  des  Gleichungssystems 
(10'),  S.  81,  und  die  von  ihnen  nur  durch  den  Faktor  V^  verschiedenen 
sechs  Polarisationskonstanten  a^^^  komplex.  Das  ist  wieder  das  frühere 
Resultat.  Das  System  der  0j^j^  in  (10)  läßt  sich  durch  Einführung 
eines  bestimmten  rechtwinkligen  Koordinatensystemfi  auf  die  drei  in 
der  Diagonale  stehenden  Koeffizienten  ö^^,  (Jjj,  6^^  reduzieren;  da  aber 
diese   Hauptleitfähigkeitsachsen    im  allgemeinen   (d.  h.    wenn   es  nicht 

1)  Vergl.  z.  B.  W,  Voigt,  Kristallphysik,  S.  70. 
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die  speziellen  SymmetrieeigeDschaften  des  Kristalls  erfordern)  nicht 
mit  den  Hauptdidektrizitätsachsen  (siehe  S.  80)  zasammenfallen,  so 
kann  man  nicht  allgemein  durch  eine  redle  Koordinatentransformation 
die  Sj^j^  und  öf^j^  und  folglich  auch  nicht  die  a^^^  mit  ungleichen  Indizes 
zum  Verschwinden  bringen;  die  Normalform  (11),  S.  80,  der  Haupt- 
gleichungen ist  daher  nur  durch  eine  komplexe  Koordinatentransfor- 
mation herzustellen,  wie  dies  schon  S.  371  für  die  Gleichung  der 
Normalenfläche  gezeigt  wurde. 

Wenn  also  aus  dem  Vorhandensein  von  elektrischer  Leitfähigkeit 
nach  dem  Vorstehenden  das  optische  Verhalten  absorbierender  Körper 
qualitativ  richtig  ableitbar  ist^  so  kann  doch  diese  Erklärungsart 
schon  deshalb  nicht  allgemein  genügen,  weil  die  Lichtabsorption 
keineswegs  auf  leitende  Körper  beschiänkt  ist;  übrigens  sind  auch  bei 
metallischen  Leitern  die  quantitativen  Beziehungen,  die  sich  aus  den 
obigen  Gleichungen  zwischen  Brechungs-  und  Absorptionsindex  einer- 
seits, Dielektrizitätskonstante  und  Leitfähigkeit  andererseits  ergeben, 
sicher  nicht  erfüllt.^) 

Eine  zweite  Erklärung  der  Absorption  ist  nun  nach  der  elektro- 
magnetischen Theorie  durch  die  Annahme  gegeben,  daß  die  Licht- 
wellen in  den  ponderabelen  Molekülen  gedämjift^  elektrische  Schwin- 
gungen erregen.  Die  Annahme  eines  Mitschwingens  der  in  den 
Molekülen  enthaltenen  „Elektronen*^  erwies  sich  ja  schon  zur  Erklärung 
der  Dispersion  als  notwendig,  wie  in  I,  Kap.  111,  §  5  des  näheren 
ausgeführt  wurde.  Dort  haben  wir  jene  intramolekularen  Schwingungen 
als  ungedämpft  eingeführt.  Es  muß  jedoch  eine  gewisse,  wenn  auch 
schwache  Dämpfung  derselben  schon  aus  dem  Grunde  vorhanden  sein, 
weU  jedes  schwingende  Elektron  selbst  nach  allen  Seiten  Energie 
ausstrahlt;  es  ist  also  ein  völlig  durchsichtiges  Medium  nach  dieser 
Theorie  überhaupt  streng  genommen  unmöglich.')    Diese  Strahlungs- 


1)  Vergl.  z.  B.  Drude,  Optik,  S.  839.  Daß  auch  bei  den  stark  absor- 
bierenden  Metall- Sulfiden  und  -Oxyden  die  von  der  ursprünglichen  Maxwellschen 
Theorie  geforderten  Beziehungen  nicht  erfüllt  sind,  haben  Beobachtungen  von 
J.  Eöni gab  erger  (Phys.  Ztschr.  4,  p.  496)  gezeigt.  Diese  Widersprüche  lassen 
sich  lösen,  wenn  man  die  metallische  Leitung  ähnlich  der  elektrolytischen  als 
eine  Konvektion  elektrischer  Teilchen  (Elektronen),  die  Trägheit  besitzen,  auffaßt; 
dann  wird  nämlich  die  Leitfähigkeit  selbst  eine  Funktion  der  Schwingungsdaner. 
Vergl.  P.  Drude,  Optik,  S.  366;  Phys.  Zeitschr.  1  (1900),  p.  161;  Drudes  Ann.  14 
(1904),  p.  986. 

2)  Vergl.  M.  Planck,  Berliner  Sitzungsber.  1904,  S.  740.  Die  Strahlungs- 
dämpfung  würde  allerdings  nicht  Absorption  des  Lichts  im  eigentlichen  Sinne 
(d.  h.  Überführung  der  Lichtenergie  in  Wärme),  sondern  Zerstretitotg  desselben, 
wie  in  einem  „trüben  Medium",  zur  Folge  haben. 
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däinpfung  der  Elektronenschwingungen  ist  aber  durchaus  nicht  aus- 
reichend^ um  die  Absorption  in  einigermaßen  stark  absorbierenden 
Medien  —  an  denen  die  Absorption  in  Schichten  von  einigen  mm 
oder  selbst  cm  merklich  ist  —  zu  erklären.  Hier  muß  man  vielmehr 
noch  eine  andere  Ursache  der  Dämpfung  —  etwa  einen  reibungs- 
ähnlichen Widerstand  gegen  die  Elektronen&chwingungen  —  annehmen. 
In  jedem  Fall  —  welches  auch  die  Ursache  der  Dämpfung  sei  —  kann 
dieselbe  analytisch  näherungsweise  dadurch  ausgedrückt  werden,  daß 
in  den  Gleichungen  (26),  S.  90,  für  die  molekularen  Polarisationen 
^hi  ?)a;3*  *^f  ^®r  rechten  Seite  Ausdrücke  hinzukommen  von  der  Form: 

^^Hot        ^^Hdt        ^^hct 


Bei  Schwingungen  von  der  Periode  T  =>  ;^  können  ^,  ^*,   ^^* 

durch  i^dlf^,  i^?)*,  ^^Qh  ersetzt  werden,  und  man  erhält  wieder  die 
Gleichungen  (27)  und  (27'j,  nur  mit  komplexen  Koeffizienten  k^J^ 
und  e-j^j  deren  reelle  und  imaginäre  Teile  Funktionen  der  Schwin- 
gungsdauer sind. 

Dasselbe  folgt  daher  schließlich  auch  für  die  früher  (S.  90,  91) 
mit  fJ"P  bezeichneten,  von  der  Schwingungsdauer  abhängigen  Para- 
meter, und  wir  haben  der  Form  nach  dasselbe  Resultat,  welches 
S.  373  für  leitende  Kristalle  gefunden  wurde,  nur  mit  dem  Unterschied, 
daß  die  beiden  Teile  der  e^^^^  jetzt  nicht  aus  den  elektrischen  Kon- 
stanten des  Kristalls  ableitbar  sind. 

Im  Fall  rhombischer  (oder  höherer)  Symmetrie  reduzieren  sich 
bei  Beziehung  auf  das  Hauptachsensystem,  wie  die  i,  so  auch  die 
Koeffizienten  q  auf  drei:  q^^,  pg*?  Qzhy  ^^^  ^^®  durch  Einfährung  der 
Dämpfung  erweiterten  Gleichungen  (27),  S.  90,  werden: 

(12)  (A-i»-»»*»'  +  i*ft*)X,  =  c,X, 

woraus  folgt,  daß  an  Stelle  der  Ausdrücke  (29),  S.  91,  für  die  Quadrate 
der  Hauptbrechungsindizes  die  komplexen  Größen  treten: 

i  i-  =.  e<'^)  =  1  +  "5^ -"  -   -  - 

(13)  |i  =  e<-=l+2,.--J|-+^,;,, 


Ersetzt  man  gemäß  dem  in  §  1  Gesagten  die  komplexen  Größen 
Ol,  0,,  0,  durch   (j-n^i^)  ,  ^  _  ^^)  ,   {{lizri;^)  ;  entwickelt  die  Sum- 
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menglieder  auf  der  rechten  Seite  von  (13)  nach  Potenzen  von  d^ 
und  trennt  das  Reelle  vom  Imaginären^  so  erhält  man  schließlich 
die  Hauptlichtgeschwindigkeiten  a^  b,  c  und   Hauptabsorptionsindizes 

^i;^2;^8  ^  d^r  Form  von  Reihen  nach  Potenzen  von   ^• 

3.  SchwiHgungaform.  Nachdem  gezeigt  ist,  daß  die  Differential- 
gleichungen für  den  Lichtvektor  in  absorbierenden  Medien  sich  von 
denen  in  durchsichtigen  nur  durch  komplexe 'Werte  der  Koeffizienten 
üj^j^  unterscheiden,  können  wir  auch  auf  die  Bestimm  img  der  Schwin- 
gungsart  das  tJbertragungsprinzip  des  §  1  ohne  li^eiteres  anwenden. 
In  durchsichtigen  Kristallen  bestimmen  sich  die  Schwingungsrichtungen 
als  die  Hauptachsen  des  durch  die  Wellenebene  erzeugten  Diametral- 
durchschnitts des  Polarisationsovaloids.  Der  analytische  Ausdruck 
hierfür  waren  die  Gleichungen  (6)  in  I,  Kap.  II,  §  3.  Ihre  Über- 
tragung auf  absorbierende  Kristalle  ergibt  für  die  Verhältnisse  der 
Schwingimgskomponenten  die  komplexen  Werte: 

(14)  «..»..S.-,/,.^:^.!;^:^,      (A-1,2). 

WO  qi,  qg  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  (G)  oder  (1)  bedeuten. 
Dabei  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  (6)  genau  in  derselben  Weise, 
wie  in  I,  Kap.  II,  §  3  für  die  reellen  Richtungskosinus  äa*  dargetan 
worden  ist,  die'  Gültigkeit  der  Relationen 

(15)  S(,n,  +  S8,n,  +  e,n,  =  0 
und 

(16)  ai2l,  +  S9ia3,  +  6i6,  =  0. 

Komplexe  Verhältnisse  der  Schwingungskomponenten  haben  nun,  wie 
in  §  6  der  Einleitung  (S.  11)  gezeigt,  die  Bedeutung,  daß  die  resultie- 
rende Schwingung  elliptisch  ist. 

Die  Relationen  (15)  sagen  aus,  daß  die  Schwingungsellipsen  in 
der  zur  Wellennormale  senkrechten  Ebene  liegen,  also  auch  hier  die 
Schwingungen  transversal  sind. 

Die  Gleichung  (16)  können  wir,  wenn  wir  die  komplexen  Ampli- 
tuden der  Schwingungskomponenten  mit  A^+Aj^'x,  jB^'-f-B/'i, 
C/-f  C^"!  bezeichnen,  auch  schreiben: 

(^/+^/'i)(^,'+^"i)+(S/+5i"i)(ß/+B,"i)+(C/+<7i"i)(C/+C,"i)=0, 
was  bei  Trennung  des  Reellen  und  Imaginären  ergibt: 

a;a^+  B,'B,'+  c-c,'-  {ä,"ä,"+  B,'B,"+  C,'C,")  =  0 , 

•^  ''    I ä;ä,"+b,'b,"+  c,'c\"+  a,"jl'+b,"b,'+  c,"c,'=  o. 
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Nun  sind  nach  §  6  der  Einleitung  die  Af'-  -  -  Ä,,"-  -  -  die  Projektionen 
der  Hauptachsen  der  Schwingungsellipse   der  Welle  (h),  also,  wenn 
wir  diese  Achsen  selbst  mit  r^',  r^"  bezeichnen, 
Ä,'  =  r; cos  «,  X), .    B;  =  r;  cos  (r;,  Y),      C-  =  r; cos  (r/,  Z), 
A"=r;'cos(r;',X),     JB,"  -  r,"  cos  (r/',  ^     C'*"  =  r/' cos  (r/',  Z). 
Hierdurch  gehen  vorstehende  beide  Gleichungen  über  in 
n7"l  i*'''*^  cos  (r, ,  r, )  -  r,  r^   cos  (r^  ,  r,  )  =  0, 

^      ^  I  r/r/'  coB  (r/,  r,")  +  r,"r,'  cos  (r/',  r,')  =  0 . 

Da  aber  beide  Ellipsen  in  derselben  Ebene  liegen,  so  ist 
cos  (r/;  r/')  =  cos  (r/,  r/),    cos  (r/,  rg")  =  -  cos  (r/',  r^')  =-  ±  sin  (r/,  r/), 
also 

(17")  (r/<-r/'Oco8(r/,r,')  =  0,  (riV,"-r;V,')8in(r,',O  =  0. 
Hieraus  folgt 

entweder  r/ :  r/'  =  r^" :  r^'     und     r^'  II  r,', 

oder  r^' :  r^'  «=  r,' :  r^"     und     r^'J.  rg'. 

Beides  sagt  aus,  daß  die  beiden  Schwingungsellipsen  gleiches  Achsen- 
verhältnis besitzen,  aber  ihre  großen  Achsen  gekreuzt  liegen;  und  das 
gleiche  Vorzeichen  der  Verhältnisse  *  j  und  - ,  bedeutet  bei  der  obigen 
Festsetzung,  daß  der  TJmlaufssinn  der  Ellipsen  der  gleiche  ist.  Zu- 
sammengefaßt haben  wir  also  das  Resultat: 

Die  beiden  sich  in  gleicher  Richtung  in  einem  absorbierenden  Kristall 
fortpflanzenden  Wellen  schwingen  transversal  in  gleichsinnig  durcMaufenen, 
ähnlichen  Ellipsen  mit  gekreuzt  zimnander  liegenden  großen  Achsen. 

Dieser  Satz  zeigt  eine  große  Analogie  zu  dem  in  H,  Kap.  H,  §  2  und 
§  8  für  Kristalle  mit  Drehungsvermögen  gefundenep;  ein  wesentlicher 
Unterschied  besteht  aber  darin,  daß  bei  letzteren  der  Drehungssinn 
für  die  beiden  Wellen  entgegengesetzt  ist.  Bei  schwacher  Absorption 
besteht,  wie  wir  alsbald  sehen  werden,  auch  darin  Übereinstimmung 
mit  den  optisch  drehenden  Kristallen,  daß  dann  die  Ellipsenhaupt- 
achsen in  diejenigen  Richtungen  fallen,  welche  bei  fehlender  Ab- 
sorption die  Schwingungsrichtungen  sein  würden.  Übrigens  ist  dann 
eine  merkliche  Elliptizität  nur  für  Fortpflanzungsrichtungen  in  der 
Nachbarschaft  der  Binormalen  vorhanden. 

Die  Elliptizität  verschwindet  streng  bei  rhombischen  Kristallen  für 
alle  in  einer  der  drei  Symmetrieebenen  liegenden  Wdlennormalenj  da  bei 
ihnen  die-n^,  n^,  Hg  reell  sind,  und  somit  die  Gleichung  (15)  z.  B.  für 
nj  =  0  ein  reelles  Verhältnis  ^  liefert.    Dasselbe  gilt  bei  optisch  ein- 
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achsigen  Kristallen  natürlich  für  aUe  WeUennormalenricfatungen;  in 
einachsigen  Kristallen  sind  also  auch  hei  beliebig  starker  Absorption 
die  Schivingungen  homogener  ebener  Wellen  linear  und  paralld  bezw, 
senkrecht  eum  Hauptschnitt,  wie  bei  fehlender  Absorption. 

4.  Qesetze  für  schwach  absorbierende  Kristalle.  Eine  bedeu- 
tende Vereinfachung  erfahren  die  in  den  Formeln  von  §§  2  und  3 
enthaltenen  Gesetze,  wenn  die  Absorption  in  allen  Richtungen  so 
schwach  ist,  daß  man  x'  neben  1  vernachlässigen  kann  —  was  zufolge 
der  in  (2),  Kap.  I,  enthaltenen  Definition  von  x  immer  zulässig  ist  bei 
Körpern,  welche  noch  in  Schichten,  deren  Dicke  groß  ist  gegen  die 
Wellenlänge,  die  Beobachtung  des  durchgehenden  Lichtes  gestatten. 
Man  kann  dann  q^  =  ?'(1  +  2ix)  setzen  und  findet  aus  (1)  bei  Tren- 
nung des  reellen  und  imaginären  Teils,  daß  x  von  der  Größenordnung 
der  bkk  ist;  die  obige  Bedingung  besagt  also  für  die  Polarisations-  und 
Absorptionskonstanten,  daß  die  6J^,  neben  1  (oder  neben  den  aj^.,  die 
von  der  Größenordnung  1  sind)  zu  vernachlässigen  sein  sollen.  Man 
erkennt  leicht,  daß  in  dieser  Annäherung  der  reelle  Teil  der  linken 
Seite  von  (1)  die  6a*  nnd  x  überhaupt  nicht  enthält,  daß  also  für  q 
die  aus  (1)  durch  Ersetzung  der  a**  durch  die  at,k  hervorgehende 
Gleichung  gilt,  und  somit  die  Gleichung  der  Normalenfläche  durch  die 
Absorption  nicht  merklich  beeinflußt  wirdJ)  Es  ist  aber  zu  beachten, 
daß  diese  Annäherung  bei  der  Untersuchung  von  Erscheinungen,  die 
von  der  Differenz  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  abhängen,  auf- 
hört zulässig  zu  sein,  sobald  diese  Differenz  eine  Größe  von  derselben 
Ordnung  wie  die  Differenzen  der  bhk  wird,  was  in  der  Nähe  der  Bi- 
norraalen  eintritt.  Wir  schließen  vorläufig  solche  Richtungen  aus  und 
gehen  später  (in  §§  8  bis  12)  auf  die  für  sie  geltenden  Verhältnisse 
ausführlich  ein. 

In  der  gleichen  Annäherung  und  mit  der  gleichen  Einschrän- 
kung folgt  dann  aus  den  Gleichungen  (14),  daß  die  imaginären  Teile 
der  Amplitudenkomponenten  von  der  Größenordnung  des  x  sind,  und 
die  Verhältnisse  der  reellen  Teile  nur  sehr  wenig  von  den  für  einen 
vollkommen  durchsichtigen  Kristall  mit  gleichen  a/,k  gültigen  Werten 
abweichen.  Dies  besagt,  daß  die  Schuingungsellipsen  sehr  gestreckt 
sind,  und  ihre  Hauptachsen  nahezu  diejenigen  Lagen  haben,  welche  die 
linearen  Schtvingungen  bei  fehlender  Absorption  besitzen  würden.  In 
der  Tat  ist  bei  absorbierenden  Kristallen,  die  in  nicht  sehr  dünnen 


1)  Vergl.  P.  Drude,  Wied.  Ann.  40  (1890),  p.  672. 
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Schichten  überhaupt  noch  durchsichtig  sind,  eine  Abweichung  von 
den  Fresnelschen  Gesetzen  auch  hinsichtlich  der  Polarisation  nicht 
zu  bemerken,  außer  in  nächster  Umgebung  der  Binormalen. 

Es  ist  nun  noch  das  Gesetz  der  Absorption  zu  untersuchen. 
Dieses  erhalten  wir  durch  Nullsetzen  des  imaginären  Teils  der  linken 
Seite  von  (1).  Unter  der  obigen  Einschränkung  (Ausschließung  der 
Umgebung  der  Binormalen)  können  wir  dabei  die  Glieder,  die  von 
höherer  als  1.  Ordnung  in  bezug  auf  x  und  die  &aa*  siud,  vernach- 
lässigen und  erhalten  nach  einfacher  Umformung: 

(18)    Xg«  -  a,,)  (i//«b33  +  <«6,,  -  2v,'v,'b,,)  +  ...  +  ... 

I  +  2aj8(vi'*628  +  V^^i  ~  V^i'^is  -  V^ä'^si)  +  ••+•••, 
wo  die  durch  Punkte  angedeuteten  Glieder  je  aus  dem  vorhergehen- 
den durch  zyklische  Permutation  der  Indizes  zu  bilden  sind.  Hierin 
ist  für  q^  die  eine  oder  die  andere  der  beiden  Wurzeln  (q^*,  q/)  der 
Gleichung  der  Normalenfläche  einzusetzen^  um  die  Absorptionsindizes 
Xj,  Xj  der  beiden  Wellen  von  der  gemeinsamen  Normalenrichtung 
(vi',  Vj',  1/3')  zu  finden. 

Man  kann  die  Gleichung  (18)  dadurch  vereinfachen^  daß  man 
entweder  die  Polarisations-  oder  die  Absorptionshauptachsen  als  Ko- 
ordinatenachsen einführt.  Für  ersteres  Achsensystem  erhält  man,  wenn 
man  die  dann  allein  übrig  bleibenden  Eonstanten  a^^^  —  die  Quadrate 
der  Hauptlichtgeschwindigkeiten  —  mit  nur  einem  Index  schreibt: 

(ly;        Jxq  ^^.^a,){v,^  +  v,^)  +  -^-+-:-~    '     > 

woraus  man  den  für  die  Durchsichtigkeit  maßgebenden  Absorptions- 
koeffizienten Ä:  =  wx  mittels  Division  durch  2q^  findet. 

Man  kann  den  vorstehenden  Ausdruck,  indem  man  Zähler  und 
Nenner  durch  (g*  —  aj  {q^  —  a^  (q^  —  a^)  dividiert  und  nach  den  &ä* 
ordnet,  in  die. Form  setzen: 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  der  Normalenfläche  (5),  I,  Kap.  II, 
(worin  statt  a*,  6*,  c*  in  der  jetzigen  Bezeichnung  «i,  %>  ^s  ^^  setzen  ist): 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 
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(9^  -  a,){q'  -  a.)  "^  (ff*  -  a,)(g«  -  a,)  "^  (3^  -  a,)(2«  -  a,) 

Nun  sind  aber  (nach  Gl.  (6),  I,  Kap.  II) 

Vi r,  , Vg 

{q'-a,)V-N'     (g«_a,)}/-^^'     (^q^'^a,)V^^N 
die  Richtungskosinus  der  Schwingungsrichtung  gegen  die  Polarisations- 
hauptachsen:  ^u^r^^^  (bei  deren  Bezeichnung  der  zweite,  die  beiden 
Wellen  unterscheidende  Index  hier  fortgelassen  ist).    Mit  Einführung 
derselben  schreibt  sich  (19'): 
(20)     2xq^  =  611 TT^^  +  6^2^28  +  feasJTg^  +  2&23;rg3r8  +  2h^^%^7t^  +  2h,^n^x^, 

Somit  ist  das  Prodtdi  xq^  eine  quadratische  Funliion  der  Eich- 
tungskosimis  der  Schtvingungsriditung,  deren  Koeffizienten  die  Äbsorptions- 
konstanten  sind. 

Benutzen  wir  den   aus  der  Ovaloidkonstruktion   folgenden  Aus- 
druck für  q^  durch  die  3t^,  so   können  wir  schließlich  auch   den  Ab-. 
Sorptionsindex  oder  Absorptionskoeffizienten  als  Funktion  der  Schwin- 
.  gungsrichtung  allein   darstellen',    wir  erhalten  z.  B.  für  den  ersteren 
die  Formel: 

Wie  der  Nenner  dieses  Ausdrucks,  das  Quadrat  des  in  die  Schwin- 
gungsrichtung fallenden  Radiusvektors  des  Polarisationsovaloids  ist, 
so  kann  der  Zähler  als  das  Quadrat  des  gleichgerichteten  Radius- 
vektors des  Absarptionsovaloids  (siehe  S.  371)  gedeutet  werden,  dessen 
halbe  Hauptachsen  den  Quadratwurzeln  aus  den  Hauptabsorptionskon- 
stanten &!,  62?  ^8  gleich  sind  und  die  Richtungen  der  Absorptionshaupt- 
achsen besitzen.  Es  ist  also  y2x  gleich  dem  Verhältnis  der  in  die 
Schwingxmgsrichtung  fallenden  Radien  des  Ahsorptions-  und  Polarisations- 
ovaloids. 

Legt  man  die  Ahsorptionshauptachsen  X",  Y'\  Z"  als  Koordi- 
natenachsen zugrunde,  so  wird  2x  von  der  Form: 

r21^)  2x  =  -       -  -^  '^i"  *  +  ^«  '^?"  *  +  ^» ''«" '  _ 

^  '  n       ir  "  ^  ~X-  .  .  .  -i-   "1  n.  .  tr  "  ir  /'  -X-  .  . 


«11  <' '  H 1-  2a,3  »/'<'  + 1 ' 

während  man,  wenn  die  Konstanten  6^*  und  a/a  sowie  die  Richtungs- 
kosinus auf  ein  beliebiges  Koordinatensystem  bezogen  sind,  den  sym- 
metrisch gebauten  Ausdruck  erhält: 

/2Jc"\  2x  =  ^^^  ^^'  «-| 1-  2g/g3  3r/:r/  +  •_•  \ 
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Die  Formeln  für  den  Absorptionskoeffizienten  unterscheiden  sich  von 
vorstehenden  nur  dadurch,  daß  jedesmal  vom  Nenner  die  f**  Potenz 
zu  nehmen  ist.^)  Bei  der  Diskussion  dieser  Ausdrücke  ist  zu  be- 
achten, daß  für  zwei  Fortpflanzungsrichtungen,  die  in  bezug  auf  die 
Folarisationshauptachsen  oder  die  dieselben  verbindenden  Ebenen  sym- 
metrisch liegen,  gleiches  von  den  Schwingungsrichtungen  gilt,  so  daß 
die  entsprechenden  Wertsysteme  %f^  sich  nur  durch  die  Vorzeichen 
unterscheiden.  In  (21*)  hat  also  der  Nenner  für  zwei  solche  Rich- 
tungen gleiche  Werte,  der  Zähler  jedoch,  wenn  die  hkk  von  Null  ver- 
schieden sind,  nicht;  folglich  ist  die  Absorption  im  allgemeinen  (d.  Jl 
hei  triklinen  und  monoUinen  Kristallen)  nicht  symmetrisch  verteilt  in 
heeug  auf  die  Sgmmetrieeben'en  der  Normalenfläche,  Diese  Unsymmetrie 
muß  sich  insbesondere  darin  äußern,  daß  die  RicMungen,  für  welche 
der  Absorptionskoeffizient  Maxima  and  Minima  erreicht,  schief  gegen 
die  Polarisationshauptachsen  liegen. 

5.  Näherungsgesetze  für  sehwaoh  doppeltbrechende  S^istalle. 
Wenn,  wie  es  wenigstens  bei  schwach  doppeltbrechenden  Kristallen 
in  der  Regel  der  Fall  ist,  die  relativen  Unterschiede  der  Polarisations- 
konstanten klein  sind  gegenüber  denen  der  Absorptionskonstanten,  so 
kann  man  in  den  Ausdrücken  (21)  den  Nenner  als  merklich  konstant 
für  alle  Schwingungsrichtungen  ansehen,  und  es  ist  auch  einerlei,  ob 
man  den  Absorptionsindex  oder  den  Absorptionskoeffizienten  diskutiert. 
Dann  folgt  aus  (21^),  daß  die  Absorption  übereinstimmt  für  .Schwin- 
gungsrichtungen, die  in  bezug  auf  das  Absorptionshauptachsensystem 
symmetrisch  liegen;  solche  Schwingungsrichtungen  werden  aber  nach 
dem  oben  Gesagten  im  allgemeinen  zu  Wellennormalen  gehören,  welche 
weder  in  bezug  auf  das  Absorptionshauptachsensystem,  noch  auf  das 
Polarisationshauptachsensystem  symmetrisch  liegen.  Insbesondere  fallen 
bei  einem  triklinen  Kristall  in  obiger  Annäherung  zwa/r  (zufolge  2V') 
die  SchwingungsricJitungen,  nicht  aber  die  WeUennor malen,  für  wdcJie 
die  Maxima  und  Minima  der  Absorption  einer  Wdle  eintreten,  mit  den 
Absorptionshauptadiscfi  zusammen.  Auch  stehen  diese  Wellennormalen 
nicht  zueinander  senkrecht.  Die  Richtungen,  für  welche  man  im  natür- 
lichen Lichte  Maxima  und  Minima  der  Absorption  beobaddet,  fallen 
ebenfalls  im  allgemeinen  nicht  mit  den  Absorptionshauptach^en  zu- 
sammen. 


1)  Ein  etwas  abweichendes  Gesetz,  welches  aber  bei  schwacher  Doppel- 
brechung auf  dasselbe  hinanskommt,  ergibt  sich  aus  der  mechanischen  Licht- 
theorie von  Boussinesq  [vergl.  C.  R.  140  (1905),  p.  401,  622]. 
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Für  den  Absorptionskoeffizienten  folgt  aus  (2P)  in  derjenigen 
Annäherung^  mit  welcher  der  Nenner  des  Ausdruckes  als  konstant 
angenommen  werden  kann^  das  einfache  Gesetz: 

(22)  Ä;  ^  hn,''^  +  Än^,"«  +  Aiii<'^ 

wo  Ä'j,  Ä*8,  ^8  die  Werte  des  Absorptionskoeffizienten  für  Koinzidenz 
der  Schwingungsrichtung  mit  den  Absorptionshauptachsen,  7C^\  it^",  7t^' 
die  Richtungskosinus  der  gegebenen  Schwingungsrichtung  gegen  letz- 
tere bezeichnen. 

Somit  wird  in  dieser  Annäherung  die  Quadratwurzel  aus  dem 
AhsarptionsJcoeffizient  als  Funliion  der  Schtvingungsricfitung  durch  ein 
Ovaloid,  oder  ihr  reziproJcer  WeH  durch  ein  Ellipsoid  dargestdlt;  das- 
selbe gilt  auch  für  den  Ähsorptionsmodul  m,  der  ja  nach  (3),  S.  364,  für 
eine  bestimmte  Farbe  dem  Absorptionskoeffizienten  proportional  ist. 

Daß  sich  die  Absorption  in  Kristallen  durch  ein  Ellipsoid  würde 
darstellen  lassen,  hat  zuerst  Grailich^)  vermutet,  und  Mallard  hat 
obiges  Gesetz  für  den  Extinktionskoeffizienten  aufgestellt*);  die  theo- 
retische Betrachtung,  durch  welche  er  es  zu  begründen  suchte,  ist 
jedoch  unzureichend,  wie  auch  die  Ableitung,  welche  später  Mascart 
in  seinem  Traite  d^Optique,  II,  p.  208,  dafür  gegeben  hat.  In  der 
Tat  sahen  wir,  daß  sich  das  EUipsoidgesetz  aus  der  allgemeinen 
Theorie  nur  als  Näherungsgesetz  ergibt.  Wie  weit  es  als  ein  solches 
der  Wirklichkeit  entspricht,  werden  wir  weiter  unten  bei  Diskussion 
der  quantitativen  Beobachtungen  zu  erörtern  haben. 

Für  das  Schwächungsverhältnis  der  Intensität  des  von  einer 
Platte  konstanter  Dicke  l  durchgelassenen  Lichtes  (den  „Transmissions- 
koeffizienten'Q  folgt  aus  w  =  mi:r/'*  +  mii7r2"*+ wniÄg'^  die  Formel: 

(23)  A=A^^A^^A£ 

wo  Ai  =  e~"*i',  Aii  =  e~"*ii',  Aiu  =  e~^in^  die  Transmissionskoeffizienten 
für  die  Fälle  sind,  daß  die  Schwingungsrichtung  einer  der  Absorptions- 
hauptachsen parallel  ist. 

Ist  die  Absorption  so  schwach  (oder  die  betrachtete  Plattendicke 
so  gering),  daß  man  die  Exponentialfunktionen  durch  1  —  mj  ersetzen 
kann,  so  kann  man  auch  schreiben: 

A  =  l-m?  =  l-(wi.T/'«+...  +  ...)?  =  V*(l-w«i?) +  •••  +  •••, 

(24)  A  =  Ai;r/'3  +  A,i;r/'*  +  Am<^ 

1)  Grailich,  Kristallogr.-opt.  Untersuchungen,  1858,  p.  52. 

2)  E.  Mallard,  Traite  de  Cristallograpbie  U  (1884),  p.  353.  Absorptions- 
ellipsoid  nennt  M.  dasjenige  Ellipsoid,  dessen  Halbachsen  die  Quadratwurzeln 
aus  den  Hauptabsorptionsmoduln  sind. 


6.  Yerhalten  des  Absorptionskoeffizienten  in  monoklinen  Kristallen.  383 
oder  auch  in  derselben  Annäherung 

(24')  -[/Ä  =  T/Ar .  %r  +  V^  '^2"'  +  ]/Äm  •  <\ 

Letztere  Formel  hat  BecquereP)  auf  Grund  theoretisch  unhalt- 
barer Schlüsse  aufgestellt  und  glaubte  sie  durch  eigene  Beobachtungen 
an  Pennin  und  Epidot  bestätigt  zu  finden.  In  anderen  Fällen  hat 
sie  sich  aber  als  unrichtig  erwiesen,  wie  es  nach  dem  Vorstehenden 
immer  dann  zu  erwarten  ist,  wenn  die  Absorptionsmoduln  einiger- 
maßen beträchtlich  und  voneinander  stark  verschieden  sind.  Daß  sie 
allgemein  nicht  zutreffen  kann,  folgt  übrigens  auch  schon  daraus,  daß 
sie  mit  dem  stets  bestätigten  Exponentialgesetz  der  Intensitätsabnahme 
in  Widerspruch  steht. 

6,  Yerhalten  des  AbsorptionskoefQzienten  in  monoklinen  Kri- 
stallen. In  Kristallen  des  monoklinen  Systems  vereinfachen  sich 
die  in  Rede  stehenden  Verhältnisse  dadurch,  daß  eine  Absorptions- 
hauptachse mit  einer  Polarisationshauptachse  zusammenfällt,  mithin 
eine  Syrametrieebene  für  das  gesamte  optische  Verhalten  existiert.  Es 
liegen  daher  auch  zwei  der  Richtungen  maximaler  und  minimaler 
Absorption  in  dieser  Ebene.  Wir  wollen  den  Absorptionskoeffizienten 
für  Fortpflanzungsrichtungen,  die  in  der  Symmetrieebene  liegen,  näher 
untersuchen,  wobei  wir  letztere  zur  ^X- Ebene  wählen.  Hier  ist  eine 
Schwingungsrichtung   stets   senkrecht   zur   Symmetrieebene,  also   der 

Absorptionskoeffizient   der   einen   Welle   konstant^      "-   •      Für    die 


2|/fl, 


8 


zweite  Welle  liegt  die  Schwingungsrichtung  in  der  Symmetrieebene 
senkrecht  zur  Wellennormale,  es  ist  also,  wenn  letztere  den  Winkel  q) 
mit  der  Z- Achse  (gegen  +  X  hin)  bildet,  «j  =  v^  =  sin  g?,  »1=  — Vj 
=  — cosg).     Es  folgt  daher  aus  (20) 

2x2^3^  =  &11  cos*  (p  +  &33  sin*  g)  —  63^  sin  2g), 

wobei  gg*  =  a^  cos'  (p  +  a^  sin*  9?  ist.  (Dasselbe  hätte  man  natürlich 
auch  aus  (19)  entnehmen  können.)  Der  entsprechende  Absorptions- 
koeffizient ist  also  gegeben  durch 

('25')  /.'    =  *•  =  -»»  CO8*  qp  +  &ga  sin'  y  —  6,^  sin  2 y 

^*  2  (öj  COB*  qp  +  flj,  ein*  (py 

Die  Richtungen,  in  denen  derselbe  Maxima  und  Minima  erreicht,  be- 
stimmen sich  durch  die  Gleichung 

1)  H.  Becquerel,  Ann.  chim.  phys.  (6)  14  (1888),  p.  170;  C.  R.  108  (1889), 
p.  891. 
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(26)  (6j3  —  fcjj)  sin  9  cos  9  —  63^  cos  2g> 

8    ,  V    .  5,,  C08*qp  +  &,,8in*(p  —  &-,  8in2Qp 

=  —    o    (^1  —  «s)  SIB  9>  cos  W     *-        V  ,       ,  .    •    s  • 

2   "^  1          5»^         ^  ^            (aiC0B'(p  +  a3flin*y) 

Eann  man  ^— ^  gegen  &S3  —  &11  und  631  yernachlässigen,  so 
geht  dieselbe  über  in 

(26-)                             tg2,,=  -i''i'^-=>tg2<D 

und  ergibt  für  das  Maximum  und  Minimum  von  Ä,  zwei  zueinander 
senkrechte  Richtungen,  nämlich  die  Richtungen  der  Hauptabsorptions- 
achsen  fe^,  fe^.  Den  Wellen,  die  sich  in  diesen  Richtungen  fortpflanzen, 
kommen  also  die  Absorptionskoeffizienten  zu,  die  bis  auf  einen  nahezu 
übereinstimmenden  Faktor  bezw.  durch  \,  h^  und  h^  gegeben  sind, 
und  unter  denen  also  jedenfalls  der  absolut  größte  und  kleinste  Wert 
vorkommt.  Somit  gilt  der  Satz:  In  monoMinen  Kristallen  von  schwadier 
Doppelbrechung  fallen  die  FortpflanzungsricMungen,  für  welche  das 
absolute  Maximum  und  Minimum  des  Absorptionslcoeffüsienten  eintriä, 
nahezu  init  den  in  der  Symmetrieebene  liegenden  Absorptionshauptachsen 
zusammen;  sie  weichen  von  deren  Hichtungen  nur  um  Winkd  ab,  die 
von  der  Größenordnung  der  Differenz  der  Hauptbrechungsindizes  sind. 
(Ist  &s  der  größte  oder  der  kleinste  der  drei  Werte  bj^^  so  kommt  das 
absolute  Maximum  oder  Minimum  der  Absorption  gleichmäßig  allen 
sich  in  der  Symmetrieebene  fortpflanzenden  und  parallel  zu  ihr 
polarisierten  Wellen  zu.) 

Trägt  man  auf  allen  in  der  Symmetrieebene  liegenden  Richtungen 
die  beiden  zugehörigen  Werte  von  A*  auf,  so  erhält  man  einen  Kreis 
und  eine  ovalähnliche  Kurve  (— r  die  Kurve  für  Ylc^  wäre  annähernd 
der  Hauptschnitt  des  Absorptionsovaloids  — );  ist  b^^b^^b^,  so 
schneidet  letztere  den  Kreis;  es  gibt  dann  also  in  der  Symmetrieebene 
zwei  Richtungen,  ftlr  welche  die  Absorptionskoeffizienten  beider  Wellen 
einander  gleich  werden  (siehe  Fig.  153,  S.  414).  Solche  Richtungen 
gleicher  Absorption  sind  daran  zu  erkennen,  daß  eine  senkrecht  zu 
ihnen  geschnittene  Platte  bei  Drehung  eines  vorgeschalteten  Polari- 
sators keinen  Wechsel  der  Helligkeit  bezw.  Farbe  zeigt. 

7.    Biohtungen   gleicher   Absorption;    AbsorptioxiBfläohe.     Das 

vorstehend  für  die  Symmetrieebene  eines  monoklinen  Kristalls  dis- 
kutierte Verhalten  befolgen  die  Absorptionskoeffizienten  auch  bei  einem 
triklinen  Kristall  in  jeder  Symmetrieebene  des  Polarisationsovaloids; 
dabei  sind,  wenn  jene  Ebenen  zu  Koordinatenebenen  genommen 
werden,   die  in  der  ZX-,  XY-,  FZ- Ebene  konstanten  Absorptions- 
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koeffizienten   bezw.  durch  -—,^,  -  "    ,  — "      «reffeben,  wo  nun  aber 

2>/a,'     2|/a,»'  2}/a/  ^  *  ' 

&22;  ^38;  ^11  ^icht  die  Hauptabsorptionskonstanten  bedeuten.  Ebenso 
sind  die  Maxima  und  Minima  der  in  den  Koordinatenebenen  variabelen 
Absorptionskoeffizienten  nicht  durch  die  Hauptabsorptionskonstanten 
bestimmt.  Man  erkennt  aus  der  Formel  (25)  für  l\^  daß  es  in  der 
ZX-Ebene  zwei  Richtungen  gleicher  Absorption  beider  Wellen  jeden- 
falls dann  gibt,  wenn  ^ii^fesÄ^^s«  ^^^f  ebenso  in  der  YZ- Ebene, 
wenn  \t^\\^^wj  ö^®^  i^  ^^^  XF-Ebene,  wenn  6ii^&88^*2«-  ^* 
nun  notwendig  immer  eine  dieser  drei  Ungleichungen  erfüllt  ist,  so 
gibt  es  also  jedenfalls  in  einet'  der  drei  Symtnetrieebenen  des  Pola/pisations- 
ovaloids  zwei  Eichtungen  gleicher  Absorption.  Läßt  man  die  Wellen- 
normale, von  einer  solchen  Richtung  ausgehend,  aus  der  betreffenden 
Koordinatenebene  heraustreten,  so  ändern  sich  dabei  die  Schwingungs- 
richtungen und  damit  die  Absorptionskoeffizienten  nur  unendlich  wenig, 
und  es  läßt  sich  daher  durch  Entwicklung  des  allgemeinen  Ausdrucks 
für  xg*  nachweisen,  daß  bei  einer  Drehung  der  Wellennormale  in 
einer  gewissen  Richtung  die  beiden  Absorptionskoeffizienten  einander 
gleich  bleiben,  daß  es  also  unendlich  viele,  sich  stetig  aneinander- 
schließende  liichtungen  gleicher  Absorption  gibt^)  Die  von  diesen 
Richtungen  erfüllten  Kegel  gleicher  Absorption  werden  bei  schwacher 
Doppelbrechung  stets  sehr  nahe  an  den  Kreisschnittsnormalen  -B^,  J?, 
des  Absorptionsovaloids  vorbeigehen  und  ferner  (wie  wir  unten  in 
§  10  zeigen  werden)  auch  immer  den  Binormalen  nahe  kommen,  ohne 
aber  durch  die  letzteren  selbst  hindurchzugehen.  Bei  rhombischen 
Kristallen  liegen  sie  natürlich  symmetrisch  zu  den  drei  optischen 
Symmetrieebenen,  werden  aber  noch  sehr  verschiedene  Gestalt  haben 
können,  je  nachdem  die  Richtungen  B^y  B^  in  der  Binormalenebene 
oder  einer  der  anderen  Symmetrieebenen  liegen. 

Wenn  man  auf  allen  möglichen  Fortpflanzungsrichtungen  von 
einem  Punkte  aus  die  ihnen  zugehörigen  Werte  von  k^  und  k^  als 
Strecken  aufträgt,  so  erhält  man  eine  zweischalige  Fläche,  die  man 
Absorptionsfläche  nennen  kann,  und  deren  beide  Schalen  nach  Vor- 
stehendem nicht  nur  in  vier  Punkten,  sondern  in  vier  Linien  zusam- 
menhängen. Sie  ist  bei  rhombischen  Kristallen  streng,  bei  mono- 
klinen  angenähert  symmetrisch  in  bezug  auf  die  drei  Absorptionshaupt- 
achsen, während  sie  bei  triklinen  Kristallen,  wie  aus  dem  in  §  4 
Gesagten    hervorgeht,    außer    einem    Zentrum   gar    Jceine   Symmetrie- 

1)  P.  Drude,  Wied.  Ann.  40  (1890),  p.  675. 
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demente  besitzt.  Bei  optisch  einachsigen  Kristallen  besteht  sie  aus 
einer  Kugel  und  einer  dieselbe  in  den  Polen  berührenden  ovaloid- 
ähnlichen  Rotationsfläche. 

8.  Allgemeine  Qleiohungen  für  die  Umgebung  der  Bi- 
normalenJ)  Bei  der  Untersuchung  der  Lichtfortpflanzung  in  Rieh- 
tungen^  die  einer  Binormale  nahe  liegen  —  und  die  wir  bei  der  bis- 
herigen annähei*nden  Behandlung  ausschließen  mußten  — ,  ist  es 
vorteilhaft,  statt  eines  im  Kristall  festen  rechtwinkligen  Koordinaten- 
systems ein  solches  einzuführen^  dessen  Z'- Achse  in  die  Richtung  der 
Wellennormale  fällt.  Dann  ist  in  (1)  v/  =«  v^  ==  0,  v^'  =  1  zu  setzen, 
und  die  Gleichung  für  q  reduziert  sich  auf 

oder 

(27)  (q*-an)(q»-a«)=.a?„ 
woraus  folgt 

(27-)  q«  -  °»4^ ±  l  V{a,,-a„y+Ul, • 

» 

gl 

Um  die  Amplitudenverhältnisse  -^  der  beiden  Wellen  zu  bestimmen, 

haben  wir,  gemäß  den  Ausführungen  in  §  1  und  3,  nach  Analogie 
des  für  durchsichtige  Kristalle  gültigen  Verfahrens  die  Maxima  und 
Minima  des  Ausdruckes  (3)  in  der  Wellenebene  aufzusuchen.  Hier 
ist  für  letztere  y  =  0,  und  wenn  wir  a  =*  cos  O'j  ^  =  sin  O'  setzen, 
r*  =  aji  cos*  O'  +  0^  sin*  O'  +  Oj,  sin  20'. 
Die  Bedingung  für  das  Maximum  und  Minimum  von  r  wird  dann 

^  Oll— 0«.' 

m 

und  das  komplexe  Amplitudenverhältnis  ^  =  tg  O'  muß  folglich  der 
Gleichung  genügen 

(28)  (|)'  +  -.^3.|.i, 

deren  beide,  den  zwei  Wellen  entsprechende  Wurzeln  sind: 

Auch  bei  dieser  Untersuchung  soll  die  Absorption  als  so  schwach 
vorausgesetzt  werden,  daß  x*  neben  1   zu  vernachlässigen  ist.     Dann 

1)  W.  Voigt,  Göttinger  Nachr.  1902,  p.  1.  Dieser  Abhandlung  sind  auch 
die  Entwicklungen  der  §§  9 — 12  entnommen. 
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ist  q^  =  g^(l  +  2ix)   zu  setzen,   und  die  Gleichung  (27)  zerfallt  in 
die  beiden 

(29-)    ^**  ~  "" '  ^^'  ~  "^'^  ~  ""  °  ^^**''  ~  ^"^  ^^^'"^  ~  ^"^  "  *^* ' 
^    («*  -  «ii)  (22'x  -  6„)  +  («»  -  a„)  {2q'x  -  b^,)  =  2a,,b,, . 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  noch  dadurch  vereinfachen  ^  daß 
man  durch  Verfugung  über  die  X'-  und  F'- Achse  ( —  von  denen  ja 
bisher  nur  vorausgesetzt  war,  daß  sie  in  der  Wellenebene  liegen  — ) 
entweder  a^^  oder  ft^g  zum  Verschwinden  bringt.  Diejenigen  Koordinaten- 
achsen X',  y,  für  welche  a^g  —  0  ist,  sind  offenbar  dadurch  aus- 
gezeichnet, daß  für  sie  bei  fehlender  Absorption  tg20'  =  O  würde; 
sie  sind  also  die  Schwingungsrichtungen,  welche  bei  fehlender  Absorption 
zur  gegebenen  WeUennormalenricktung  Z'  gehören  toürden,  und  liegen 
folglich  (nach  dem  in  I,  Kap.  II,  §  6  bewiesenen  Satze)  m  den  HcUbierungs- 
ebenen  der  Winkel  zwischen  den  durch  die  Wellennormale  und  die  Bi- 
normalen  A^,  A^  gelegten  Ebenen.  Dies  läßt  sich  auch  aus  der  Be- 
dingung a^g  ^  0,  welche  nach  (30),  S.  66,  für  die  Richtungskosinus 
a^,  ßj^,  Yf^  der  Koordinatenachsen  X'  Y'  gegen  die  Polarisationshaupt- 
achsen in  unserer  jetzigen  Schreibweise  lautet: 

a,a^a^  +  a^ß.ß^  +  a^y^y^  =  0, 
direkt  ableiten,  wenn  man  darin  die  a^,  /J^,  y^  durch  die  Winkel  aus- 
drückt, welche  die  Richtungen  X',  Y^  in  bezug  auf  die  Binormalen 
festlegen.  Ebenso  lassen  sich  durch  eine  einfache  Umrechnung  die 
durch  die  Formeln  (30),  S.  66,  gegebenen  Ausdrücke  für  a^^,  a^^, 
welche  ja  unter  Voraussetzung  jenes  Achsensystems  X,  Y^  (wobei 
sie  mit  a^^,  a^g  bezeichnet  werden  sollen)  die  Quadrate  der  zur  Z'- 
Achse  parallelen  Normalengeschwindigkeiten  bei  fehlender  Absorption 
bedeuten,  in  die  in  I,  Kap.  II,  §  5  aufgestellten  Ausdrücke  (8) 
überführen*);  und  zwar  wird,  wenn  wir  festsetzen,  daß  die  X'- 
Achse  den  inneren  Winkel  zwischen  den  oben  bezeichneten  Ebenen 
halbieren  soll, 

<'^¥(«l  +  ^8)+i(»l~»3)COS(<)Pi+<)P2), 

»M  -H^+  «s)  +  i  K  -  ««)  COS  (g?i  -  92) . 
Aus  der  vollständigen  Analogie  der  Transformationsformeln  der 
Gh-ößen  6^^  mit  denen  der  a^^  folgt  ohne  weiteres,  daß  das  andere 
ausgezeichnete  Achsensystem,  welches  durch  das  Verschwinden  von  b^^ 
definiert  ist  und  mit  X",  y  bezeichnet  werden  möge,  sich  geradeso, 
wie  das  System   X\  Y'  durch  seine  Lage  gegen  die  Binormalen  oder 


(30) 


1)  W.  Voigt,  1.  c.  p.  7. 
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^2 Kreisschnittsnormalen   des   Polarisa- 

tionsovaloids  (JLj,  A^)^  durch  die- 
jenige gegen  die  Kreisschnittsnorma- 
len des  Absorptionsoyaloids  B^,  B^ 
(welche  Voigt  die  „Absorptions- 
achsen^  nennt)  festlegen  läßt  (siehe 
Fig.  143).  Wenn  festgesetzt  wird, 
daß  tg  der  mittlere  der  drei  Werte 
&i,  6g;  63  sein  soll,  so  liegen  die 
Richtungen  jB^,  JSg  in  der  Ebene  von 
6^  und  63.  Werden  die  Winkel, 
welche  Z'  mit  B^  und  B^  bildet, 
mit  tifti,  und  die  auf  das  Achsensystem  X",  y  bezogenen  Größen 
mit  Indizes  "  bezeichnet,  so  gelten  nach  Analogie  von  (30)  die  Formeln: 

«^11  =  1  (^  +  h)  +  i  (Pi  -  h)  cos  (^',  +  ^g)  , 

^'^-i.  (Pl  +  h)  +  i  (&1  -  h)  C08(!^,  -  ^g)  . 

Zwischen  den  auf  die  beiden  Achsensysteme  X\  Y'  und  X",  Y^ 
bezogenen  Parametern  gelten  zufolge  den  allgemeinen  Transformations- 
formeln für  die  Of^^  und  \^f  wenn  der  Y 
mit  X  bezeichnet  wird,  die  Beziehungen: 


Fig.  14». 


(31) 


formein  för  die  «^^  und  b^^,  wenn  der  Winkel  zwischen  X'  und  X" 


I 


I  a;\  =  a'j,  cos"  X  +  a^  sin*  X ,        Ki  =  *u  c»»'  X  +  K  «n*  x , 
Ogg  =  «;,  sin»  X  +  «U  cos'  X,        Ki  =  K  s'n*  X  +  ^u  cos*  X , 
(32)     <,  -  (a;,  -  a;,)  sin  a;  cos  ^ ,        t',,  =  (i^  -  6'ü)  sin  x  cos  ^ , 
<i  -  o«  =  («n  -  o'm)  cos  2x, 

Fällt  die  Wellennormale  in  eine  Binormale,  so  ist  für  jede  Lage 
der  X-  und  F- Achse  flu  «=  öfgg  (=  flfg)  und  0^2  =  0;  ebenso  ist,  wenn  sie 
in  eine  der  Richtungen  B^,  B^  fällt,  stets  h^^  ==  fc^g  (==  ftg)  und  fe^  =«=  0. 

Die  weitere  Untersuchung  soll  sich  nun  auf  Wellennormalen- 
richtungen  beschränken,  die  mit  einer  Binormale  A^  so  kleine  Winkel 
9i  einschließen,  daß  dieselben  als  kleine  Größen  erster  Ordnung 
gegen  die  Winkel  2Q^{A,A^),  tlj^  =  {Z'Bj,)  und  ^g  =  (Z'-B,)  an- 
gesehen werden  können.  Setzen  wir  qpg  =  2Q  +  ca,  wo  dann  o)  eben- 
falls klein  erster  Ordnung  gegen  2Q  ist,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf 
die  (in  den  Gl.  (7),  S.  36,  enthaltene)  Beziehung 

^1  =  i  («1  +  «a)  +  s  (^1  —  ^s)  cos  2Q 
aus  (30)  bis  auf  Größen  zweiter  Ordnung  exklusive: 


9.  Gesetz  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  in  der  Nähe  der  Binormalen.     389 

m)     ^^^  =  ^«  +  2  (^i  *-  ^3)  (^1  -  c)  sin  2Q  =  »3  -  aoj  +  a^i , 
a^i  =  «2  —  l  («1  —  »3)  (9i  +  (d)  sin  2Q  =»  «j  —  acj  —  a^^ , 

wo  die  Abkürzung 

a  ^  \  («1  —  «3)  sin  2ß 

nach  unserer  Festsetzung  eine  positive  Größe  bezeichnet,  die  bei  nicht 
ungewöhnlich  starker  Doppelbrechung  sehr  klein  ist  gegen  a^.  Femer 
sind  in  der  gleichen  Annäherung  die  Größen  V^^  und  V^^  zufolge 
(31)  als  konstant  anzusehen,  es  sei  denn,  daß  eine  der  Richtungen 
B^,  B^  der  Binormale  A^  zufällig  sehr  nahe  liegt,  welcher  Fall 
hier  ausgeschlossen  werden  soll.  —  Wie  weit  sich  der  Winkel- 
bereich um  J.1,  für  den  diese  Annäherungen  zulässig  sind,  in  Wirk- 
lichkeit erstreckt,  hängt  von  der  gegenseitigen  Lage  der  Richtungen 
A^,  A^,  B^,  B2  ab;  die  folgende  Diskussion  wird  aber  auch  für  etwas 
weitere  Umgebung  von  A^  qualitativ  zutreffende  Resultate  geben,  die 
nur  insofern  nicht  exakt  sind,  als  die  hier  konstant  gesetzten  Größen 
ö,  6j\,  6g2  in  Wirklichkeit  in  dem  betrachteten  Bereiche  langsam  ver- 
änderlich sind. 

9.  Gesetz  der  Fortpflanzuagsgesohwindigkeiten  in  der  Nähe 
der  Binormalen.  Für  Richtungen,  die  so  weit  von  A^  entfernt  sind, 
daß  «'11—022  °^^^  8^'^ß  g^g^n  fcu,  ^22;  &12  ^^^  2q^x  ist,  folgt  aus 
der  auf  die  Achsen  X',  P  bezogenen  ersten  Gleichung  (29),  daß  sich 
die  beiden  Wurzeln  q^  nur  um  Größen  zweiter  Ordnung  von  a[^ 
bezw.  «22,  d.h.  von  den  für  fehlende  Absorption  gültigen  Werten, 
unterscheiden  —  in  Übereinstimmung  mit  dem  allgemeinen  Satz,  den 
wir  schon  S.  378  mit  Ausschluß  der  nächsten  Umgebung  der  Binormalen 
bewiesen  hatten.  Setzen  wir,  um  in  der  Annäherung  weiter  zu  gehen, 
in  (29)  die  Ausdrücke  (33)  ein,  so  ergibt  sich 

(a,  -  acD  -  q^  -  a\,'  =  {h\,  -  2q^-K)  {V^_  -  2q'x)  -  h\,\ 

oder  auch,  da  zufolge  (32)  h\^h'„-h\^*'-Vl^Vl^  und  6'„+6m=6;',+6;',  ist: 

(34)  (o,  -  a«  -  qy  =  {VI,  -  2q*x)  {V^,  -  2q*x)  +  aV.»  =  r\ 

(35)  q*  =  a^  —  aa  ±  r . 

Die  hierdurch  eingeführte  Größe  r  enthält  noch  die  Unbekannte 

(36)  f  =  2q*x  =  2g»Ä-, 

zu  deren  Bestimmung  die  zweite  Gleichung  (29)  herangezogen  werden 
muß.     Diese  schreibt  sich  mit  Benutzung  ron  (35)  und  (32): 

(„y,±r)(f-t;',sin^X-''«cos>z)+(-a<P.±'-)(f-«'nCO8»x-«';>iii*z)-=0, 
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oder  nach  Einsetzen  von  r  aus  (34)  und  Quadrieren: 

(37)  [(f-2>;;)(i.-y^)  +  aVi'][2f-fe;',-6^?-aVi*(«';;-?''A)*coB»2z. 
Führt  man  eine  neue  Unbekannte  p  durch  die  Substitution 

(38)  i-H^'^,  +  K)+p 

ein  und  setzt  zur  Abkürzung 

(39)  a9Pi  =  i«-<)  =  (>,       UK-K)-^, 
80  folgt  für  p  die  biquadratische  Grleichung: 

(40)  (p»  _  (j*  +  p2)^a  _  ^2^2  cos*  2x , 
deren  Auflösung  ergibt: 

(41)  i>»  =  i  {(^2-.  pS)  +y(^rir^2  +  4^2  c^s^}, 

wo  die  ]/~  mit  dem  absoluten  Wert  zu  nehmen  ist,  damit  ^)  reell  wird. 
Der  durch  (34)   gegebene  Ausdruck  für  r*   geht  durch  Einfüh- 
rung der  Größen  p,  q  und  ö  nach  (38)  und  (39)  über  in 

(42)  r^^p^  +  p«  -  c«  ^  Hq*-^')  +  |/(V^"^p^)^T4p*<y«'cos«2x. 

Zufolge  (35)  bestimmt  nun  die  Größe  r  den  Unterschied  der 
beiden  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten,  welcher  sich  sehr  annähernd 

=  -prr  ergibt,  und  ist  folglich  besonders  wichtig  für  den  Verlauf  der 

Normalenfläche  in  der  Umgebung   der  Binormalen').     Ist  cos  2j|r  =  0 

und  zugleich  6^  ^  q^,  so  wird 
die  y  in  (42)  =  ^»  ~  p^ 
und  folglich  r  =  0.  Es  ist 
nun  <y  im  betrachteten  Ge- 
biete eine  (kleine)  Konstante, 
Q  proportional  dem  Winkel- 
abstand der  Wellennormale 
von  der  Binormale  A^,  und 
X  der  Winkel,  den  die  Hal- 
bierungslinie X'  des  Winkels 
derEbenen  {Z'Ä^)  und  {Z'Ä^) 
oder  (Z'Aj)  und  {A^A^)  mit  der  innerhalb  des  Gebietes  merklich 
konstanten  Richtung  X"  bildet  (siehe  Fig.  144).  Aus  dieser  Bedeu- 
tung der  Größen  g,  6,  %  erhellt,  daß  die  durch  die  Bedingvngm 

1)  Die  Großen  g  und  a  und  damit  auch  7;  und  r  Terschwinden  zugleich 
mit  dem  Binoimalenwinkel  Q,  aho  beim  Clergaug  zu  einachsigen  Kristalkn; 
somit  fehlen  bei  letzteren  in  der  ]Sühe  der  optischen  Achse  die  hier  und  in  den 
folgenden  §§  erörterten  Besonderheiten  der  Noimalenfläche  und  Absoiptionsfl&che, 
sowie  des  Schwingungszustandes. 
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(43)  co8  2;c  =  0,         Q"'^<f' 

bestimmten  WeUennormalenj  für  wdche  q^  =  q^  ist,  einen  schmalen  Fächer 
erfüllen,  der  die  Binormale  zur  MitteUinie  hat,  und  dessen  Ebene  unter 
45®  gegen  die  Halbierungsebene  des  Winkels  zwischen  (Z'B^)  und 
{Z'B^  geneigt  ist.  Die  beiden  Schalen  der  Normalenfläche  hängen 
also  nicht  nur  in  vier  Punkten,  sondern  in  vier  kurzen,  die  Binormalen 
schneidenden  Linienstücken  zusammen.  Um  die  Gestalt  der  Normalen- 
fläche in  der  Nähe  einer  solchen  singulären  Linie  näher  zu  bestimmen^ 
betrachten  wir  den  Verlauf  von  r  als  Funktion  von 

g  =  ()Cos2x,         V 9sin23r, 

welche  Größen  als  rechtwinklige  Koordinaten  der  Spur  der  Wellen- 
normale Z'  in  der  die  Kugel  vom  Radius  a  im  Schnittpunkt  mit  A^^ 
berührenden  Ebene  gedeutet  werden  können,  wobei  die  5 -Achse  da- 
durch definiert  ist,  daß  ihre  negative  Richtung  mit  der  Ebene  (Äj^Ä^) 
einen  doppelt  so  großen  Winkel  (2K)  einschließt,  wie  diese  mit  Ä^X^' 
(siehe  Fig.  144). 

Die  Gleichung  (42)  nimmt,  rational  gemacht,  durch  Einftihruug 
von  I  und  tj  die  Form  an: 

(44)  r*_(g2+^2_^2)^«_^2|2 

oder 


Für  die  Fläche,  welche  man  durch  Auftragen  von  r  als  dritte  Raum- 
koordinate g  senkrecht  zur  EH -Ebene  erhält,  folgt  aus  (44),  daß 
ihre  Schnittkurve  mit  der  ZZ -Ebene  aus  den  beiden,  die  Winkel 
zwischen  der  E-  und  Z- 
Achse  halbierenden  Gna- 
den S  =  ±  &  besteht,  und 
diejenige  mit  der  HZ- 
Ebene  aus  dem  Stück  der 
H- Achse  von  iy  «  —  <y  bis 
iy  =  -f  <y  und  der  gleichsei- 
tigen Hyperbel  if—t^^^c^- 
femer  folgt  aus  (44'),  daß 
alle  Schnitte  mit  Ebenen 
g  =  r  =  Const.  Ellipsen 
mit  der  gleichen  linea- 
ren Exzentrizität  a  sind. 
(Siehe   Fig.  145,    wo    der  pig.  145. 
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Schnitt  der  Fläche  mit  der  £Z-  und  HZ-Ebene  oherhiCb  der  EH- 
Ebene  stark  ausgezogeD,  unterhalb  der  letzteren  gestrichelt^  und  außer- 
dem eine  der  erwähnten  Ellipsen:  ABA'B'  punktiert  gezeichnet  ist.") 
Die  Punkte  i?  =  ±  (y,  d.  h.  die  Endpunkte  der  Linie  C^  C/,  in  der  die 
beiden,  positivem  und  negativem  r  entsprechenden  Hüllen  der  Fläche 
zusammenhängen ;  werden  von  Voigt  als  Windung^pwnMe,  und  die 
vom  Kugelmittelpunkt  nach  ihnen  gezogenen  Geraden  als  Windungs- 
achsen bezeichnet;  wir  werden  weiterhin  sehen,  daß  letztere  für  die 
Lichtfortpflanzung  eine  ausgezeichnete  Rolle  spielen. 

Aus  der  r- Fläche  erhält  mau,  da  nach  (36)  näherungsweise 

(45)  g  =,  -j/aj  -  ocö  ±    ^ 

ist,  die  Normalenfläche  im  betrachteten  Gebiete  dadurch,  daß  man  die 
im  konstanten  Verhältnis  l:2|/aj  verkleinerten  g- Koordinaten  der 
ersteren  zu  der  in  diesem  Gebiete  (zumal  bei  schwacher  Doppel- 
brechung) nur  wenig  variierenden  Länge  ]/aj  —  aa  additiv  und  sub- 
traktiv  hinzufügt.  Das  Verhalten  der  Normalenfläche  in  der  Nähe 
der  Binormalen  ist  also  demjenigen  der  r- Fläche  sehr  ähnlich. 

10.    Gesetz  der  Absorption  in  der  Nähe  der  Binormalen.    Bei 

der  Beschränkung  auf  den  S.  389  definierten  Bereich  ist  die  Abweichimg 
des  Wertes  q^  von  der  Konstanten  a^  so  klein,  daß  statt  des  Absorptions- 
koeffizienten h=-    auch  die  in  (36)  eingeführte  Größe  f  =»  2g*x  als 

Maß  für  die  Absorption  betrachtet  werden  kann.  Dieselbe  unterscheidet 
sich  gemäß  (38)  von  der  Konstanten  ~  (6j\  +  V^^  um  die  ftir  die  eine 
Welle  positiv,  für  die  andere  negativ  zu  nehmende  Größe  p,  deren 
Quadrat  in  (41)  durch  q  und  ö  ausgedrückt  ist.  Der  Unterschied  der 
Äbsorptionskoeffizienten  beider  Wellen  als  Funktion  der  WeUennor^nalen- 
richtung  kann  also  durch  die  Flädie  veranschatdicht  werden,  die  man 
durch  Auftragen  von  p  senkrecht  zur  =.H- Ebene  erhält.  Zur  Diskussion 
dieser  Fläche  eignet  sich  am  besten  die  Gleichung  (40),  welche 
durch  Einführung  von  |  und  ^  die  Gestalt  annimmt: 

(46)  p*+i?»(|»  +  7?>-tf*)  =  |«ö> 
oder 

(460.  -j;+,/^.=i- 

Die  Oberfläche  S  =  i?  ist  symmetrisch  in  bezug  auf  die  drei  Ko- 
ordinatenebenen des  Z HZ- Systems;  sie  liegt  ganz  zwischen  den  beiden 
Ebenen  5  =  —  <?  und  J  =  +  tf ,  welche  Asymptotenebenen  sind.     Der 
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Fig.  14<5. 


Durchschnitt  der  Fläche  mit  der  ZZ-Ebene  besteht  aus  den  beiden 
in  den  Asjmptotenebenen  Megenden  pa/rallelen  Geraden  rj^O,  ^  =  ±ef] 
derjenige  mit  der  HZ- Ebene  (wie  am  besten  aus  Gl.  (41)  zu  ersehen) 
aus  dem  Kreis  iy*  +  5*  =  6^  und  den  beiden,  sich  von  den  „Windungs- 
punkten" rj  =  —  ö  und  r]  =  +  6  aus  nach  —  <x>  und  +  cx>  erstrecken- 
den Stücken  der  H -Achse,  in  welchen  sich  die  Fläche  selbst  durch- 
schneidet. (Siehe  Fig.  146,  worin  die  erwähnten  Schnittlinien,  soweit 
sie  oberhalb  oder  in  der 
£H -Ebene  liegen,  stark 
ausgezogen,  soweit  sie 
unterhalb  derselben  lie- 
gen, gestrichelt  darge- 
stellt sind.)  Irgend  eine, 
zwischen  den  Ebenen 
£ = ±  (J  gelegene,  zur  ZH  - 
Ebene  parallele  Ebene 
(in  der  Fig.  146  punk- 
tiert angedeutet)  liefert 
als  Schnittkurve  eine 
Hyperbel  mit  dem  kon- 
stanten Brennpünktabstand  26,  wie  die  Form  (46')  der  Flächengleichung 
unmittelbar  erkennen  läßt.  (Eine  solche  Hyperbel  ist  in  Fig.  14(5 
punktiert  eingezeichnet.) 

Die  dem  Absorptionskoeffizienten  proportionale  Größe  f  wird,  ge- 
mäß Gl.  (38),  S.  399,  durch  Hinzufügung  von  +  jo  zu  der  innerhalb  des 
betrachteten  Bereiches  merklich  konstanten  Größe  -K'^"i+  ^22)  erhalten, 
Dabei  ist  nun  zu  beachten,  daß  die  extremen  Werte  +  ö,  welche  p 
erreicht,  zufolge  der  Definition  (39)  von  0  gleich  \  (fegg  —  fc^^)  sind, 
und,  da  V^^  und  V^^  im  allgemeinen  sehr  verschieden  sein  werden,  so- 
mit von  derselben  Größenordnung  wie  |(?^22  +  KD-  Demnach  sind 
die  Unterschiede  der  Ahsorptionskoeffizient^n  k  im  betrachteten  Bereiche 
von  derselben  Größeno7'dnung  ivie  diese  selbst.  Der  Unterschied  der 
Absorptionskoeffizienten  der  beiden  Wellen  gemeinsamer  Fortpflan- 
zungsrichtung ist  am  größten  für  die  Binormale  selbst  und  für 
die  in  der  Ebene  r/  =  0  ihr  benachbarten  Richtungen;  hier  sind  näm- 
lich die  beiden  Werte  von  k:  \V^^a^  *  und  ^V^^a^~^.  Dagegen  ver- 
schwindet ihr  Unterschied  für  die  Richtungen,  die  in  der  Ebene  6  =  0 
außerhalb  des  kleinen  Winkels  zwischen  den  Windungsachsen  liegen; 
diese  Richtungen  gehören  also  den  S.  385  erwähnten  Kegdn  gleicher 
Absorption  an,  und  diese  letzteren  gehen  somit  nicht  durch  die  Binor- 
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malen  selbst  hindurch^  sondern  sind  durch  den  zwischen  den  Windungs- 
achsen liegenden  schmalen  Sektor  unterbrochen. 

Bezüglich  der  Zuordnung  der  beiden  Werte  von  h  zu  denjenigen 
der  Geschwindigkeiten  ist  noch  zu  bemerken;  daß  der  oberen  Hülle 
der  r- Fläche  (also  der  schnelleren  Welle)  die  Hälfte  5  >  0  der  oberen 
und  die  Hälfte  |  <  0  der  unteren  Hülle  der  j>- Fläche  entspricht,  und 
umgekehrt. 

In  größerer  Entfernung  von  der  Binormalen,  wo  an~"^22  nciind^stens 
von  gleicher  Größenordnung  wie  die  ft^^^  ist,  folgt  aus  der  auf  das 
Achsensystem  X^Y^  bezogenen  ersten  Gl.  (29)  bis  auf  kleine  Größen 
erster  Ordnung:  ^i'^^ig,  ft^^^^n?  ^^^  durch  Einsetzen  dieser 
Werte  in  die  zweite  Gl.  (29): 


oder  nach  (32) 


^.  =  v„,      f,-6; 


11 ; 


uucr   iiuuii   \y^J' 

I  f,=6'Aco8»z+fe;',8m«x=i(fe;',+fe;',)+i(6'A- 

Wenn  man  in  Betracht  zieht,  daß  2ir  das  Azimi 


-6;-,)  cos  2a;, 
-fe;\)co8  2x. 

Wenn  man  in  Betracht  zieht,  daß  2x  das  Azimut  der  Ebene  Z'Aj^ 
gegen  die  (auch  innerhalb  des  weiteren  Bereiches  um  Ä^  noch  merk- 
lich konstante)  Richtung  der  E-Achse  ist,  so  sieht  man,  daß  die  vor- 
stehenden .  Formeln  dem  Verhalten  von  f  entsprechen,  welches  aus 
dem  Verlaufe  der  p  darstellenden  Fläche  in  großer  Entfernung  von 
Ä^  folgt.  Zugleich  erkennt  man  aber,  daß  die  Formeln  (47)  keines- 
wegs, wie  es  vor  der  hier  besprochenen  Untersuchung  Voigts  zu  ge- 
schehen pflegte,  bis  an  die  Binormale  selbst  heran  angewendet  werden 
dürfen,  sondern  nur  bis  zu  einem  Umkreis,  der  die  Windungsachsen 
einschließt.  Allerdings  wird  bei  Kristallen,  die  noch  bequem  die  Be- 
obachtung im  durchgehenden  Licht  gestatten,  der  Winkelabstand  der 
Windungsachsen  von  der  zwischenliegenden  Binormale  in  der  Regel 
äußerst  klein  sein.     (Siehe  §  12.) 

Auf  die  Erscheinungen  im  konvergenten  polarisierten  Licht,  welche 
durch  die  starke  Veränderung  der  Absorption  mit  der  Fortpflanzungs- 
richtung in  der  Nähe  der  Binormalen  bedingt  sind,  werden  wir  weiter 
unten  eingehen.  Hier  sei  nur  gleich  erwähnt,  daß  sich  diese  Ände- 
rung auch  schon  im  natürlichen  Licht  in  auffallender  Weise  zu  er- 
kennen gibt.  Die  Intensität  des  von  einer  Schicht  von  der  Dicke  l 
durchgelassenen   natürlichen   (homogenen)  Lichts  ist  proportional  mit 
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oder  bei  Einführung   der  Werte  von   h  =  jfö^s      ^  \^ß^  ^'^^  {^'^)' 

Der  Elammerausdnick  variiert  mit  2;|r;  er  ist  ein  Mioimam  (=  2) 
für  2x  =  90<>  oder  270^  ein  Maximum  für  2^  =  0  oder  180^;  letzteres 
übertrifft  das  Minimum  um  so  mehr^  je  größer  absolut  genommen 
die  Differenz  V^^  —  &j\  ist.  Die  Intensität  wird  demgemäß  bei  Um- 
kreisung der  Binormale  variieren  und  in  der  Ebene  97 »  0  am  größten^ 
in  der  Ebene  £  =  0  am  kleinsten  sein:  man  wird  daher  beim  Hindurch- 
sehen durch  eine  zu  einer  Binormale  senkrechte  Platte  zwei  relativ 
dunkle  Felder  wahrnehmen,  welche  gegen  die  Spur  der  Binormalen 
hin  spitz  zulaufen.  Diese  sog.  Äbsorptionsbüschel  sind  zuerst  von 
Brewster^)  am  Cordierit  beobachtet  worden;  ihre  Erklärung  ist  von 
Mallard*)  und  Voigt*)  gegeben.  Sie  sind  besonders  am  Epidot  und 
Andalusit  leicht  wahrnehmbar.  Im  weißen  Licht  erscheinen  sie  im  all- 
gemeinen farbig;  z.  B.  beim  Andalusit  braunrot  in  fast  farblosem  Felde; 
bei  monoklinen  und  triklinen  EristaUen  ist  die  Färbung  unsymmetrisch 
verteilt.  In  der  Binormalenrichtung  selbst  gelten  nach  dem  S.  393 
Gesagten  dieselben  Werte  von  t^,  %,  wie  auf  der  E- Achse;  die  Binor- 
mdlenspur  erscheint  also  hell  und  trennt  die  dunklen  Büschel,  welche 
sich  nur  bis  zu  den  Windungsachsen  erstrecken.  (Siehe  Taf.  V,  Fig.  3, 
welche  die  Erscheinung  für  Epidot  darstellt.) 

Was  die  Lage  der  Mittellinie  der  dunklen  Büschel  betrifft,  welche 
nach  obigem  der  H- Achse  parallel  ist,  so  kann  man  sich  nach  der 
Definition  der  letzteren  leicht  überzeugen,  daß  sie  zur  Ebene  der  Bi- 
normalen Af^Ä^  senkrecht  steht,  wenn  die  Richtungen  B^,  B^  in  der 
Ebene  von  A^,  A^  oder  symmetrisch  in  einer  zu  ihr  senkrechten  Ebene 
liegen.  Dies  ist  stets  der  Fall  bei  rhombischen  Kristallen,  bei  mono- 
klinen dagegen  nur  dann,  wenn  (wie  z.  B.  beim  Epidot  und  den  an- 
deren monoklinen  Kristallen,  an  denen  man  zuerst  Absorptionsbüschel 
beobachtet  hat)  die  Binormalenebene  die  kristallographische  Symmetrie- 
ebene ist.  Bei  monoklinen  Kristallen  von  anderer  Orientierung  der 
Binormalen,  sowie  hei  triklinen  Kristallen,  braucht  hingegen  die  Mittel- 
linie der  Absorjytionsbüschel  nicht  senkrecht  zur  Binormalenebene  zu  stehen. 
Diese  Folgerung  der  Theorie  findet  sich  z.  B.  am  triklin  kristalli- 
sierenden Axinit  bestätigt^). 

1)  D.  Brewster,  Phil.  Transactions  1  (1819),  p.  11. 

2)  E.  Mallard,  Traite  de  Cristallographie  II  (1884),  p.  361. 

3)  W.  Voigt,  Gott.  Nachr.  1884,  p.  337;  Wied.  Ann.  23  (1884),  p.  602. 

4)  W.  Voigt,  Göttinger  Nachr.  1896,  p.  17. 


396        ni.  II.    Theorie  der  Lichtbewegang  in  absorbierenden  Kristallen. 

11.  Gesetz  der  Schwingungen.  Der  Ausdruck  (28)  ergibt  im 
allgemeinen  Tiomplexe  Werte  des  Amplituden  Verhältnisses  35  :  Ä,  was 
bedeutet,  daß  die  Schwingungen  beider  Wellen  elliptisch  sind;  dabei 
ist  das  Produkt  der  beiden,  derselben  Fortpflanzungsrichtung  ent- 
sprechenden Werte  =  —  1,  und  dies  besagt,  daß  die  Schwingungs- 
ellipsen beider  Wellen  ähnlich  sind  mit  gekreuzt  liegenden  großen 
Achsen  und  gleichem  ümlaufssinn,  wie  es  auch  schon  in  §  3  allgemein 

nachgewiesen  wurde.     (In  der  Tat  ist  die  Bedingung    ^  '  «l  "^  ~"  ^ 

mit  der  im  vorliegenden  Falle  durch  das  Verschwinden  der  E^  ver- 
einfachten Gleichung  (16j  identisch.)  Es  handelt  sich  also  nun  um 
die  Untersuchung,  wie  die  Lage  der  Hauptachsen  und  das  Achsen- 
verhältnis der  Schwingungsellipsen  in  der  Umgebung  einer  Binor- 
male A^  variieren.  Auf  die  Hauptachsen  ist  die  Schwingungsellipse 
dann  bezogen,  wenn   33:21  rein  imaginär  ist  (siehe  S.  11).     Dieser 

FaU  tritt  nach  (28')  ein,  wenn  ^"-~  ^"  =-  ^^^"  "^J^-V  7  ^"^  ^^^^ 

imaginär  und  dem  absoluten  Werte  nach  >  1  ist,  und  hierfür  sind 
die  beiden  Bedingungen  erforderlich: 

^        '  ^1  —  ^1  »!.' 

(50)  \{h,,  -  ft„)a,,  -  {a,,  -  a,,)lj  ^  4[af,  +  6f,f , 
Setzt  man 

so  läßt  sich  die  zweite  Bedingung  einfach  schreiben 
(50')  /-^^l. 

Die  Größe  /**  ist  auch  für  das  Achsenverhältnis  s^)  der  Ellipse  maß- 
gebend; denn  indem  man  sie  in  (28')  einführt,  erhält  man: 

|  =  -i(/±Vr-i) 

oder,  da  man,  wenn  die  Bedingungen  (49)  und  (50)  erfüllt  sind, 
33  *=  ^,  31  =  t-4  setzen  kann, 

(51)  ,  =  ^.=/-±y7r:rT. 


1)  Die  in  derr  Einleitung  und  im  IL  Teil  hierfür  benutzte  Bezeichnung  ie 
kann  hier  nicht  beibehalten  werden,  um  Verwechslungen  mit  dem  Absorptions- 
index zu  vermeiden.  Eine  Verwechslung  mit  den  sonst  noch  vorkommenden  Be- 
deutungen von  s  (als  außerordentlicher  Hauptbrechungsindex,  und  in  I,  Kap.  vn 
als  Polaiisationsazimut)  ist  hingegen  nicht  zu  befürchten,  da  diese  Größen  nicht 
gleichzeitig  vorkommen. 
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Positives  oder  negatives  f  bedeutet  dann  eine  positive  oder  negative 
Umlaufsrichtnng  der  Schwingungsellipse,  da  ihm  gleiches  Vorzeichen 
des  e  entspricht. 

Um  nun  die  Hauptachsenrich- 
tungen der  Schwingungsellipsen  zu 
bestimmen ;  haben  wir  ein  Koordi- 
natensystem X"'  Y"'  aufzusuchen, 
für  welches  die  a**  "nd  h^k  die 
Bedingung  (49)  erfüUen.  Es  sei  8 
der  Winkel,  den  die  X^'^- Achse 
mit  der  im  betrachteten  Bereiche 
festen  X"- Richtung  einschließt  (siehe 
Fig.  147).  Dann  ist  der  Winkel  (X'",  X')^x-Ö,  und  folgUch  erhält 
man  statt  der  Gleichungen  (32): 

;  a\7  =  all  cos»  {i  ~  6}  +  aU  sin*  {%  -  d),    VH  -  6?i  cos«  8  +  Vi^  sin»  *, 


Fig.  147. 


(52) 


flS  =  «1 1  sin»  {%  —  d)  +  «22  cos  {%  —  d),    Vü  «=  in  sin»  d  +  Vi^  cos»  6, 


■an  = 


{a'n  -  flu)  sin  {x — S)  cos  (x  -  8\  h\i  =  {V^  -  fe'A)  sin  *  cos  *, 
'  (a\^  -  a'n)  cos  2(x  -  d),  Vil-bTi  =  {Vi,-b\\)Q0826^ 

Führt  man  wieder  die  durch  (39)  definierten  Abkürzungen  q  und  ö 
ein,  so  geht  die  Bedingung  (49)  durch  Einsetzen  vorstehender  Werte 
über  in: 

^»  sin  4:(x  —  ^)  =  <y*  sin  40 


oder 
(53) 

In  den  in 


tff4ü=-i-^— ; f    -s- 


9  und  10  benutzten  Koordinaten 

I  =  ()  cos  2;i; ,      ?;  =  —  ^  sin  2;t 
ausgedrückt,  lautet  diese  Gleichung: 

(53-) 

und   zeigt,   daß    die  Hauptachsen   der  Schwingungsellipsen   konstante 
Richtung  haben  auf  den  Zweigen  der  gleichseitigen  Hyperbeln: 

(6»  -  r/»)  tg  U  +  2|7?  +  tf»  tg  4(J  =  0, 
deren  Asymptoten  mit  der  Z-  bezw.  H- Achse  den  Winkel  ~  2*  bilden, 
und  welche  sämtlich  durch  die  Punkte  |  ==  0,  rj  =  ±6  hindurchgehen. 
Für  tg  4d  =*  0  (also  5  =  0  oder  45®  usw.)  werden  die  Hyperbeln  zur 
H-  und  H-Achse  selbst,  für  tg  4*  =  oo  (*  «  22|«,  67|<>  usw.)  fallen 
ihre  Hauptachsen  in  die  E-  und  H-Achse.  Die  Richtung  der  großen 
Achse  der  Schwingungsellipse  ist  übrigens  nicht  längs  jedes  ganzen 
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Hyperbelastes  dieselbe,  sondern  nur  längs  eines  jeden  der  beiden  durch 
den  Windungspunkt  getrennten  Teile  eines  solchen,  und  erleidet  beim 
Durchgang  durch  den  Windungspunkt  einen  Sprung  von  45®.  (Siehe 
Fig.  148,  wo  eine  Anzahl  der  Hyperbeln  und  an  jedem  Ast  derselben 
die  Lage  der  großen  Ellipsenachse  für  die  Welle  (2)  durch  einen 
Pfeil  dargestellt  ist.)     Ihre  konstante  Richtung  muß  offenbar  mit  der 


Fig.  148. 

Richtung  einer  der  linearen  Schwingungen  übereinstimmen,  welche 
sehr  entfernten  Punkten  des  betreffenden  Hyperbelzweiges  (oder  seiner 
Asymptote)  entsprechen.  Diese  Schwingungsrichtung  ist  die  längs 
jeder  durch  Ä^  gehenden  Geraden  konstante  Richtung  X',  welche 
mit  X"  den  Winkel  x  bildet,  der  die  Hälfte  des  Azimuts  der  Ebene 
{Ä^Z')  gegen  die  E -Achse  ist;  andererseits  ist  dieses  Azimut  für 
einen  der  Asymptote  angehörigen  Punkt  nach  dem  Resultat  von 
S.  397  unten  «  2d,  also  der  zugehörige  Winkel  (X'X'')  in  der  Tat 
=«  d,  wie  verlangt. 

Die  beiden,  durch  die  Windungspunkte  Cj,  C/  gehenden  Hyperbel- 
systeme treten  bei  einem  absorbierenden  Kristall  an  die  Stelle  der 
durch  die  Spur  der  Binormalen  gehenden  geradlinigen  Isogyren  eines 
durchsichtigen  Kristalls.  Um  den  Übergang  zu  letzteren  zu  machen, 
braucht  man  sich -nur  die  Windungspunkte  nach  Ay  zusammenrücken 
zu  denken. 


12.  Windnngsachsen. 

In  den  Windungspnnkten  selbst  wird  die  Lage  der  Ellipsenachsen 
unbestimmt,  es  muß  also  die  Schwingungsellipse  zu  einem  Kreise 
werden.  Dies  läßt  sich  auch  aus  dem  Werte  von  f  folgendermaßen 
a.bleiten.     Wir  können  nach  (49')  und  (52)  schreiben: 

(54)  r=-  ^"" -  J^„(| --^^  -  cotg  2d  cotg  2(z  -  d), 

woraus  man  mit  Benutzung  von  (53)  erhält: 

(54')  p  «  ^'+-^-  +  /(?"*  +T^  +  äj^'^QJlz 


oder  nach  (41): 

Wir  sehen  zunächst  aus  (54'),  daß  f^  stets  ^  1 ,  also  die  Bedingung 
(50')  erfüllt  ist.  Für  die  Punkte  Cj,  (7/  ist  p  -  <y,  2^  =  ±  90«  also 
die  y     in  (54')  gleich  Null,  und  somit  in  der  Tat  /**  =  1. 

Die  Kurven  in  der  EH -Ebene,  längs  deren  f  und  damit  das 
Achsewverhältnis  der  Schwingungsellipsen  Tconstant  ist,  sind,  wie  aus 
(54')  leicht  ableitbar,  gegeben  durch 

Q^  +  ö*  ±  Q(f  sin  2x- y-  =  0 
oder 
(55)  |«  +  ,»  +  st±tf,L-tL*=,0; 

sie  sind   daher  Kreise,  mit  den  Mittelpunkten  6  =  0,  ij  «  ±  <?   ^J 

*/ 

und  den  Radien  a     ^z.- .  welche  sämtlich  den  mit  dem  Radius  6  um 
2/- 

Ä^  beschriebenen  Kreis  senkrecht  schneiden.  (Einige  dieser  Kreise 
konstanter  Achsenverhältnisse  sind  in  Fig.  148  eingetragen.)  Zu  ihnen 
gehört  als  Grenzfall  auch  die  E- Achse;  auf  dieser  wird  /"^  =  oo  und 
folglich  nach  (51)  «  «  oo  oder  «=  0,  d.  h.  die  Schwingungen  linear. 
Sie  trennt  Gebiete  mit  rechts-  und  links -rotierenden  elliptischen 
Schwingungen  voneinander.^)  Dabei  sei  noch  einmal  daran  erinnert, 
daß  der  Rotationssinn  der  beiden  Wellen  von  gemeinsamer  Fortpflan- 
zungsrichtung stets  der  gleiche  ist. 

12.  Windungsachsen.  Nach  dem  Vorhergehenden  spielen  in 
schwach  absorbierenden  Kristallen  die  Windungsachsenf  d.  h.  diejenigen 
Richtungen,  welche  durch  die  „Windungspunkte"  (7,  C"  hindurchgehen, 

1)  Daß  z.  B.  für  Cj  und  C,'  das  Vorzeichen  von  f  und  somit  dasjenige 
von  s  entgegengesetzt  ist,  läßt  sich  aus  (49')  in  Verbindung  mit  (52)  erkennen. 
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eine  ausgezeichnete  Bolle;  es  werden  nämlich  für  die  Wellen,  deren 
Normalen  zu  einer  Ton  ihnen  parallel  sind,  sowohl  die  Geschwindig- 
keiten, als  die  Absorptionskoeffizienten  einander  gleich  und  die  Schwin- 
gungen zirkulär'),  d.  h.  es  pflanzt  sich  pa/rallel  einer  Windungsaclise 
Oberhaupt  nur  eine,  zirliularpdlarisierte,  ebene  Welle  fort 

Jeder  Binormale  (A^  bezw.  A^)  sind  zwei  Windungsachsen  {C\,  C^ 

bezw.  Cg,  C^)  benachbart;  die  Winkel  ^j^  =  Cj^Af^^  ^h^hj  welche  sie 
mit  der  Binormale  bilden,  bestimmen  sich  zufolge  §  9  aus  Gl.  (39)  mit 
Rücksicht  auf  die  für  die  Windungsachsen  gültige  Beziehung  q  ^  6 
und  die  S.  389  angegebene  Bedeutung  von  a  durch 

^•^        a        (ttj  —  o,)  sin  2  Q ' 
worin  man  auch  wegen  der  Kleinheit  des  rechts  stehenden  Verhält- 
nisses tg  d'  durch  d  selbst  ersetzen  kann.     Der  Zähler  hat  im  allge- 
meinen für  die  beiden  Binormalen  verschiedene  Werte;  man  kann  ihn 

nach  (31)  durch  b^  —  b^  und  die  Winkel  Y^i  =  A^^,  Y,i  «  AJi^, 

Yi2  =*  ^  A;  ^^82  ^  A^B^  ausdrücken  und  erhält  so: 


(56) 


^H- 


(^-^)8inM'i,8inV2Ä 


(Oj  —  Oj)  sin  2  Q 

Wie  sich  die  Ebenen  C^C^  und  C^C^'  der  Windungsachsen  bestim- 
men, geht  aus  der  in  §  9  gegebenen  Festlegung  des  HH- Achsen- 
systems  hervor:    sie    sind   danach    senkrecht   zu   denjenigen    Ebenen, 

welche  durch  A^  bezw.  A^  hin- 
durchgehend mit  der  Binormalen- 
ebene  doppelt  so  große  Winkel 
einschließen,  wie  letztere  mit  den 
Halbierungsebenen  des  Winkels 
B^A^B^  (siehe  Fig.  149).  Da  die 
Ebenen  der  Windungsachsen  die 
Mittellinien  der  in  §  10  erwähn- 
ten dunklen  Absorptionsbüschel 
enthalten,  so  gilt  für  ihre  Lage 
zur  Binormalenebene  bei  rhom- 
bischen und  monoklinen  Kristallen  das  dort  über  jene  Mittellinien 
Gesagte.  Bei  triklinen  Kristallen  liegen  die  Windungsaehsen  voll- 
ständig asymmetrisch  gegen  die  beiden  Binormalen. 

1)  Die  nähere  Untersuchung  (siehe  Voigt  1.  c.  p.  26)  zeigt,  dafi  die  Diffe- 
renz der  Geschwingkeiten,  diejenige  der  Größen  Ä:^,  und  die  Differenz  1  —  e  bei 
Annäherung  an  die  Windungsachsen  von  gleicher  Ordnung  unendlich  klein  werden. 


Fig.  liO. 
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13.  Indezfläohe  stark  absorbierender  Kristalle.  Wir  kehren 
noch  einmal  znrück  zu  den  allgemeinen  Formeln  für  die  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeiten homogener  ebener  Wellen,  um  an  einem  spe- 
ziellen Falle  zu  zeigen^  wie  die  letzteren  durch  die  Absorption  beein- 
flußt werden,  wenn  dieselbe  nicht  so  schwach  ist,  daß  man  x* 
neben  1  yemachlässigen  kann. 

Es    sei    q^    in    der    Form    a  +  ib    gegeben;    dann    findet    man 

n=—   und   k^nx   durch   folgende  Kon-  \     B 

struktion^)    (siehe   Fig.  150).     Man    trage  ^r'^x    v 

im  Endpunkt  einer  Strecke  OA  ==  a  senk- 
recht zu  ihr  AC  ^by  sodann  auf  der  von 
0  durch  C  gezogenen  Geraden  OD  gleich      ^  ^       A         J 

y-  —  Flg.      150. 

dem  reziproken  Werte  von  yOC  auf,  ziehe 

die  Halbierungslinie  des  Winkels  AOC  und  fälle  auf  dieselbe  von  D 
ein  Lot  DL]  dann  ist  OL  =  »,  DL  =  »x.  Wird  nämlich  q*  =  ge^^ 
gesetzt,  so  ist 

1  -'4 

-  =  n  —  xnx  =  -7^  e   ^, 

(57)  "=   y,-  '    ""=  yf'' 

die  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichungen  stehenden  Werte  werden 
aber  zufolge  obiger  Konstruktion  in  der  Tat  durch  die  Strecken  OL 
und  DL  repräsentiert,  da  OC  =  q  ist. 

Diese  Konstruktion  ist  nun  anwendbar,  um  den  VerUmf  des 
Brechungsindex  und  Absorptionsitoeffizienten  in  einer  Symmetrieebene 
eines  rhombischen  Kristalls  zu  veranschaulichen.  Denn  für  Fortpflan- 
zungsrichtungen in  einer  solchen  Ebene  zerfällt  die  linke  Seite  der 
Gleichung  (1)  für  q'  in  zwei  Faktoren,  so  daß  man  den  reellen  und 
imaginären  Teil  von  q*  als  Funktion  der  Normalenrichtung  leicht  an- 
geben kann.  Wir  wollen  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Koordinaten- 
achsen die  Symmetrieachsen  si^d,  z.  B.  die  ZX-Ebene  betrachten; 
dann  haben  wir  zu  setzen 

und  die  Gleichung  (1)  läßt  sich  schreiben: 
(q*  -  «»,*)  (q*-  (a„i';»  +  a„0)  =  0. 

* 

1)  P.  Drude,  Wied.  Ann.  40  (1890),  p.  667. 

Po  ekel 8,  KriBtalloptik.  26 
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Für  die  eine  (die  „ordentliche")   Welle  ist   also  q,   folglich   auch  n 
und  Tt  hmstcmty  und  zwar  findet  man  für  diese  Größen  die  Werte: 

(58)      n,^^±m±^,  K 


yV"+6«'-a, 


Für  die  zweite  (außerordentliche,  mit  Index  ^  zu  bezeichnende)  Welle 
gilt,  wenn  wir  den  Winkel  der  Wellennormale  gegen  die  Z- Achse 
<p  nennen: 

q/  =  Oji  cos^  <p  +  ttgg  sin»  9 , 

(59)  a^  =  a^  cos*  9?  +  öt,  sin*  q) , 

b^  =  \  cos*  9?  +  63   sin*  9 . 

Wir  denken  uns  nun,  um  die  Schnittkurve  der  Indexfläche  mit  der 
ZX- Ebene  zu  konstruieren,  zunächst  die  beiden  Kurven  gezeichnet, 
deren  Radien  die  vorstehenden  Ausdrücke  a^  und  b^  sind  (die  inneren, 
gestrichelten  Kurven  in  Fig.  151).  Dann  kann  man  den  einer  ge- 
gebenen Wellennormalen- 
richtung  zugehörigen  außer- 
ordentlichen Brechungsindex 
n,  aus  den  in  diese  Rich- 
tung fallenden  Radien  OA 
und  OB  jener  Hilfskurven 
nach  dem  oben  (S.  401)  aus- 
einandergesetzten Verfahren 
konstruieren:  man  mache 
ÄC  ±  OA  und  =  OB, 
1 


''^^^-^- 


^x 


Fig.  151. 


ferner  OD  =  -~-  ,  halbiere 

den  Winkel  AOC^d  durch 
OL,  ziehe  I)L  _L  OL,  und 
übertrage  schließlich  die  Strecke  0L=  ON  auf  die  Richtung  von  0A\ 
dann  ist  ON  ^  w,  der  veränderliche  Radiusvektor  der  Index  fläche  in 
der  ZX- Ebene.  Man  sieht  leicht,  daß  derselbe  kleiner  ist,  als  er  bei 
fehlender  Absorption  sein  würde,  un^daß  die  (in  Fig.  151  ausgezogen 
gezeichnete)  Kurve,  welche  N  bei  Drehung  von  OA  beschreibt,  von 
der  Ellipse  a^x^  -{-  a^e^  ^\  (welche  nebst  dem  Kreise  a^Crr*  +  j?*;  « 1 
die  Schnittkurve  der  Indexfläche  des  durchsichtigen  Kristalls  mit  den 
Parametern  a^,  o,,  Og  bildet)  um  so  stärker  abweicht,  je  größer  die 
Absorptionskonstanten  b^,  b^  gegen  a^,  a^  und  je  mehr  sie  voneinander 
verschieden  sind.^)    Man  erkennt  auch  unmittelbar  aus  der  Konstmk- 

1)  In  Fig.  151  tritt  diese  Abweichung  von  der  (gtrichpanktierten)  Ellipse 
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tioiiy  daß  die  durch  die  Absorption  bedingte  Abweichung  vom  Fresnd* 
sehen  Gesetz  der  Normalengeschwindigkeiten  eine  kleine  Gröfie  2.  Ord- 
nung wird,  sobald  die  Verhältnisse  der  if^  zu  den  üj^  kleine  Größen 
1.  Ordnung  sind;  denn  hierdurch  wird  der  Winkel  d  ebenfalls  klein 
1.  Ordnung.  —  Obige  Konstruktion  liefert  zugleich,  wenn  man  noch  die 
Strecke  DL  auf  ON  aufträgt,  die  Kurve,  welche  nebst  dem  Kreise  Vom 
Radius  \  den  Schnitt  der  Absorptionsfläche  mit  der  ZX- Ebene  bildet. 
Natürlich  gilt  das  Vorstehende  auch  für  jede,  durch  die  Haupt- 
achse Z  gehende  Schnittebene  eines  optisch  einachsigen  Kristaüs.  Hier 
wird  dann  a^^a^j  ^i^^a?  ^^^  9  bedeutet  den  Neigungswinkel  der 
Wellennormale  gegen  die  optische  Achse. 


Drittes  Kapitel. 

Messungen  der  Absorption  im  durchgehenden  Licht. 

1*  Methoden  zur  Messtuig  der  Absorption.  Zur  Bestimmung 
der  Absorptionskoeffizienten  und  Prüfung  der  Gesetze  ihrer  Abhängig- 
keit von  der  Fortpflanzungs-  bezw.  Schwingungsrichtung  sind  photo- 
metrische  Messungen  erforderlich,  die  wegen  der  meist  sehr  starken 
Änderung  der  Absorption  mit  der  Wellenlänge  stets  mit  homogenem 
Licht  ausgeführt  werden  müssen.  Die  hierzu  dienenden  Apparate 
werden  als  Spektrophotometer  bezeichnet,  da  sie  aus  der  Kombination 
einer  Vorrichtung  zur  spektralen  Zerlegung  des  einfallenden  Lichts 
mit  einer  solchen  zur  Vergleichung  von  Lichtstärken  bestehen.  Die 
letztere  beruht  meistens  auf  dem  Prinzip,  daß  die  zu  vergleichen- 
den Strahlenbündel  durch  Doppelbrechung  senkrecht  zueinander  po- 
larisiert, und  ihre,  durch  die  eingeschalteten  absorbierenden  Platten 
veränderten  Intensitäten  mittels  eines  drehbaren  Polarisators  oder 
Analysators  wieder  gleich  gemacht  werden.^)  Dabei  verfährt  man 
entweder  so,   daß  man  mit  den  beiden,   durch  Doppelbrechung  aus 

a^x*-\-  a^z*  ==  1,  deren  Radiusvektor  ON^  ist,  deutlich  hervor,  und  zwar  ist  sie 
viel  größer  auf  der  X-Achse,  als  auf  der  i^- Achse,  entsprechend  dem  Über- 
wiegen des  Wertes  6,  über  b^ .  Auch  läßt  der  Vergleich  der  Kurve  N  mit  dem 
gestrichelten  Einheitskreis  erkennen,  daß  sie  weder  eine  Ellipse  noch  ein  Kreis 
ist,  also  das  Fresnelsche  Gesetz  nicht  gilt/ 

1)  Andere  Methoden,  um  die  Vergleichs -Lichtstärke  in  meßbarer  Weise 
abzuschwächen,  bestehen  in  der  Einschaltung  eines  Keiles  von  Bauchglas 
(Koenigsberger,  siehe  S.  406)  oder  einer  rotierenden  Scheibe  mit  durch- 
sichtigen Ausschnitten  von  variierbarer  Winkelgröße  (Camichel,  C.  R.  137  [1903], 
p.  788). 

26* 
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einfallendem  natürlichen  Licht  erzeugten  Strahlen  bündeln  zwei  neben- 
einander liegende  Felder  beleuchtet  und  deren  Helligkeit  mittels  eines 
drehbaren  Analysators  gleich  macht,  oder  so,  daß  man  die  beiden 
Strahlenbündel  nach  Durchgang  durch  einen  drehbaren  Polarisator 
wieder  vereinigt  und  die  durch  Drehung  des  Polarisators  herstellbare 
gleiche  Intensität  beider  Komponenten  daran  erkennt,  daß  man  bei 
ihrem  Durchgang  durch  eine  geeignete  Eristallplatte  und  einen  Ana- 
lysator keine  Interferenzerschöinung  wahrnimmt.  Erstere  Methode 
liegt  den  Spektrophotometem  von  Glan^)  und  A.  König*),  letztere 
dem  Photometer  von  Wild  zugrunde;  beide  sind  von  J.  Königs- 
berger ^)  bei  seinem  Mikrophotometer  benutzt.  Ohne  ausführlicher 
auf  die  Konstruktion  dieser  Apparate  einzugehen,  sei  hier  nur  die 
Anordnung  der  wesentlichen  Teile  bei  den  Photometern  von  König 
und  J.  Königsberger  angegeben,  da  das  erstere  (welches  übrigens  dem 
von  Glan  sehr  ähnlich  ist)  mit  gewissen  Verbesserungen  bei  den 
weiterhin  zu  besprechenden  Untersuchungen  von  Ehlers*),  das  letz- 
tere bei  denjenigen  von  Ites*)  zur  Anwendung  gelangte. 

Beim  A.  Königschen  Spektrophotometer  fällt  weißes  natürliches 
Licht  auf  einen  vertikalen  Spalt,  der  durch  einen  horizontalen  Metall- 
streifen in  eine  obere  und  eine  untere  Hälfte  getrennt  ist,  geht  dann 
der  Reihe  nach  durch  eine  Kollimatorlinse,  ein  doppeltbrechendes 
Rochonsches  Prisma,  welches  aus  den  zwei  Lichtbündeln  vier  in  einer 
vertikalen  Ebene  liegende  macht,  dann  durch  das  dispergierende  Flint- 
glasprisraa,  und  tritt  nun  durch  ein  sehr  stumpfwinkliges  Doppel- 
prisraa  mit  horizontaler  Kante  in  das  Beobachtungsfernrohr,  welches 
an  Stelle  des  Okulars  einen  verschiebbaren  Spalt  und  vor  demselben 
einen  Analysator  mit  Teilkreis  besitzt.  Man  erblickt  dann  zwei  über- 
einander liegende,  einander  gerade  berührende  Spektra,  von  denen  das 
eine  von  der  oberen,  das  andere  von  der  unteren  Hälfte  des  KoUi- 
matorspaltes  herrührt,  und  aus  denen  man  mittels  des  Okularspaltes 

1)  P.  Glan,  Wied.  Ann.  1  (1877),  p.  3Ö1.  E.  Ketteier  und  C.  Pnlfrich, 
Wied.  Ann.  15  (1882),  p.  337.  Siehe  auch  Liebisch,  Physikal.  Kristallographie, 
p.  520  und  Grundriß  d.  phys.  Krist.,  p.  312. 

2)  A.  König,  Wied.  Aon.  53  (1894),  p.  785. 

3)  J.  Königsberger,  Absorption  d.  Lichts  in  festen  Körpern,  Habilitations- 
schrift. Freiburg  1900. 

4)  J.  Ehlers,  Dissertation  Göttingen  N.  Jahrb.  f.  Miner.  BeiL-Bd.  11  (1897), 
p.  259.  Hier  findet  sich  auch  eine  genaue  Beschreibung  des  Königschen  Spektro- 
photometers  und  des  Beobachtungsverfahrens,  sowie  eine  Untersuchung  der  in 
Betracht  kommenden  Fehlerquellen. 

5)  P.  Ites,  Abhängigkeit  der  Absorption  des  Lichts  von  der  Farbe  in  krist. 
Körpern.     Preisschrift,  Göttingen  1903. 
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ein  beliebiges  Wellenlängenbereich  herausschneiden  kann.  Sind  die 
beiden  Kollimatorspalte  unbedeckt  und  gleich  stark  beleuchtet^  so  er- 
scheinen die  beiden  Spektra  gleich  hell,  wenn  der  Hauptschnitt  des 
Analysators  einen  Winkel  ß^  von  nahe  45®  mit  der  Vertikalebene 
(dem  Hauptschnitt  des  Rochonschen  Prismas)  bildet;  ß^  ist  nicht 
genau  45®  wegen  verschieden  starker  Schwächung  der  beiden  Strahlen- 
bundel  durch  Reflexion  an  den  Bestandteilen  des  Apparats.  Wird 
aber  die  absorbierende  Platte,  die  zunächst  isotrop  vorausgesetzt  werde, 
vor  den  oberen  oder  unteren  Spalt  gebracht,  so  erhält  man  gleiche 
Helligkeit  erst  wieder  nach  Drehung  des  Analysators  in  eine  andere 
Stellung  ßi  oder  ß^,  und  es  ergibt  sich  der  von  der  Platte  durch- 
gelassene Bruchteil  des  einfallenden  Lichts  aus 

/n  A-/  -^«'^^  ^^-'Po 

da  die  Amplitudeli  der  vertikal  bezw.  horizontal  schwingenden  Strahlen 
durch  den  Analysator  im  Verhältnis  cos  ß  bezw.  sin  ß  durchgelassen 
werden.  Ist  die  Platte  doppeltbrechend,  so  muß  sie  so  orientiert 
werden,  daß  eine  ihrer  Schwingungsrichtungen  dem  Hauptschnitt  des 
Rochonschen  Prismas  parallel  ist.  Dann  ergeben  die  beiden  erwähnten 
Versuche  die  Durchlässigkeiten  für  die  beiden,  sich  in  der  Platte  fort- 
pflanzenden Wellen  einzeln: 

^^)  ^1        tg»^o'      ^        tg^<^,' 

und  eine  dritte  Beobachtung,  wobei   die  Platte  beide  Spalte  bedeckt, 

würde  als  Kontrolle  das  Verhältnis  -r^  liefern. 

Das  Mikrophotometer  von  Königsberger  ist  ein  Polarisations- 
mikroskop, unter  dessen  Tischchen  als  drehbarer  Polarisator  ein  Glan- 
Thompsonsches  Prisma,  und  an  dessen  Stativ  über  dem  Tischchen  ein 
Kalkspatspaltungsstück  und  dicht  unter  letzterem  ein  Schirm  mit  zwei 
durch  einen  undurchsichtigen  Streifen  getrennten  Öfihungeh  angebracht 
ist.  Die  Dicke  des  Kalkspats  ist  bei  der  ersten  Anordnung  so  ge- 
wählt, daß  die  beiden  mittleren  der  vier,  durch  das  schwach  ver- 
größernde Mikroskop  gesehenen  Bilder  der  zwei  Offnungen  sich  gerade 
berühren,  und  es  wird  durch  Drehen  des  Polarisators  auf  gleiche 
Helligkeit  dieser  zwei  Bilder  eingestellt.  Bei  der  zweiten  Anordnung 
ist  die  Dicke  des  Kalkspats  geringer  gewählt,  so  daß  die  beiden  mitt- 
leren Bilder  teilweise  übereinander  fallen,  und  es  wird  die  (wieder 
durch  Drehen  des  Polarisators  herzustellende)  Intensitätsgleichheit  der 
übereinander  fallenden  Komponenten  an  dem  Verschwinden  der  Inter- 
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fereBZstreifen  in  einer  Savartschen  Platte  (siehe  S.  275)  erkannt,  die 
über  dem  schwach  vergrößernden  Mikrcskopobjektiy  eingeschaltet  ist; 
um  diese  Streifen  zn  beobachten,  ist  im  Okularrohr  ein  Analysator  an- 
gebracht nnd  das  Okular  selbst  durch  ein  auf  unendlich  eingestelltes 
Fernrohr  ersetzt.  Die  Durchlässigkeit  einer  vor  die  eine  Ö£Fnung  des 
Diaphragmas  gestellten  Platte  wird  aus  den  Einstellungen  des  Polari- 
sators in  derselben  Weise  berechnet,  wie  oben  für  das  Königsche  Spektro- 
photometer  angegeben  ist.  Es  kann  übrigens  statt  des  drehbaren 
Polarisators  auch  ein  vor  einör  der  Öffnungen  verschiebbarer  Bauch- 
glaskeil,  der  hinsichtlich  seiner  Durchlässigkeit  zuvor  geeicht  ist,  zur 
Herstellung  gleicher  Intensitäten  verwendet  werden.  Natürlich  muß 
das  Mikrophotometer  mit  homogenem  Licht  beleuchtet  werden,  welches 
entweder  von  einer  homogenen  Lichtquelle,  oder  durch  eine  Beleuch- 
tungsvorrichtung mit  spektraler  Zerlegung,  z.  B.  den  Wulf  ingschen 
,,Spektralapparat  zur  Herstellung  intensiven  monochromatischen 
Lichts"  *)  geliefert  werden  kann;  oder  es  muß  das  austretende  Licht 
mittels  einer  Art  von  Okularspektroskop  zerlegt  werden.  *)  Vor  den 
anderen  Spektrophotometern  besitzt  das  Königsbergersche  Mikrophoto- 
meter für  die  Untersuchung  von  Kristallen  den  Vorzug,  daß  sehr  kleine 
Präparate  untersucht  werden  können,  die  viel  leichter  in  der  not- 
wendigen Homogenität  zu  erhalten  sind,  als  die  relativ  großen,  für  die 
anderen  Photometer  erforderlichen  Platten.  Bei  der  Untersuchung 
doppeltbrechender  Platten  müssen  dieselben  natürlich  genau  in  bezug 
auf  den  Hauptschnitt  des  Kalkspats  orientiert  werden;  im  übrigen 
gilt  dann  betreffs  der  Ermittelung  der  Durchlässigkeiten  für  die  beiden 
sich  senkrecht  zur  Plattenebene  fortpflanzenden  Wellen  das  auf 
voriger  Seite  Gesagte.  — 

Um  aus  der  durch  die  photometrischen  Messungen  gefundenen 
Durchlässigkeit  A  den  Extinktions-  oder  Absorptionskoeffizienten  zu 
berechnen,  hat  man  zu  berücksichtigen,  daß  die  beobachtete  Schwä- 
chung des  Lichts  beim  Durchgang  durch  die  Platte  nicht  nur  von 
der  Absorption  in  der  Platte,  sondern  zum  Teil  auch  von  den  Re- 
flexionen an  deren  Begrenzungsflächen  gegen  das  äußere  Medium  her- 
rührt. Ist  das  letztere  Luft,  so  ist  das  Schwächungsverhältnis  der 
Intensität  bei  einer  Reflexion 


-m'- 


Es  muß  aber  in  Betracht  gezogen  werden,  daß  nicht  nur  je  eine  Re- 


it E.  A.  Wülfing,  N.  Jahrb.  f.  Miner.  Beil.-Bd.  12  (1898),  p.  343. 
2)  J.  Koni  gab  erger,  Zeitachr.  f.  Instrumentenknnde  22  (1902),  p.  87. 
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flexion  an  der  Vorder-  und  Rückfläche  der  Platte  stattfindet,  sondern 
daß  auch  Strahlen  austreten,  welche  beliebig  yielemale  im  Innern  der 
Platte  hin  und  her  reflektiert  sind.  Für  den  gesamten  austretenden 
Bruchteil  der  einfallenden  Intensität,  also  das  beobachtete  A,  ergibt 
sich  daher  die  Formel 

(2)  A  =  «(1  -  p)«(l  +  «V'  +  «V*  +  •■•)=  Y^-^, 

WO  a  die  Schwächung  durch  die  Absorption  allein  beim  direkten 
Durchgang  durch  die  Platte  bedeutet,  a  würde  also  eigentlich  als 
Wurzel  einer  quadratisch  eil  Gleichung  zu  berechnen  sein;  da  aber 
«*()*  meist  eine  kleine  Größe  sein  wird,  so  kann  man  unter  Vernach- 
lässigung derselben  neben  1  näherungsweise  schreiben 

(^  ■     «-^ni;^'- 

und  erhält,  wenn  man  berücksichtigt,  daß  nach  (1)  und  (2),  Kap.  I, 

Ank 

«  =  e-"»'  =  e    ^'^      ist,  für  den  ÄbsorptionsJcoeffizienten  schließlich*): 

(3)  k^nx  =  /',  log  (— i^!---^ . 

Statt  in  dieser  Weise  die  Reflexion  rechnerisch  zu  berücksichtigen, 
kann  man  sie  durch  Eintauchen  der  Kristallplatte  in  eine  Flüssigkeit 
von  nahe  gleichem  Brechungsindex  eliminieren.  So  verfuhren  z.  B. 
Camichel^  und  Carvallo*)  bei  ihren  unten  zu  besprechenden  Be^ 
obachtungen  an  Turmalin  und  Epidot,  wobei  SchwefelkohlenstofiF  als 
Eintauchungsflüssigkeit  benutzt  werden  konnte,  da  sein  Brechungs- 
index von  den  Hauptbrechungsindizes  jener  Kristalle  wenig  verschieden 
ist.  Diese  Anordnung  ermöglichte  auch  die  Bestimmung  der  Ab- 
sorptionskoeffizienten für  verschiedene  Fortpflanzuugsrichtungen  an 
einer  Platte  durch  Neigen  derselben  gegen  die  Beobachtungsrichtung. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  daß  die  Absorptionsmessungen  auch 
über  das  sichtbare  Spektrum  hinaus  auf  die  dunklen  Wärmestrahlen 
ausgedehnt  worden  sind.  In  diesem  Falle  wurde  die  durchgelassene 
Intensität  mittels  eines  Thermoelementes  oder  Bolometers  direkt  ge- 
messen, und  durch  nacheinander  ausgeführte  Messungen  mit  der  ein- 
fallenden verglichen.     Im   übrigen   kann   auf  die  Anordnung  der  bei 

1)  J.  Ehlers,  1.  c/p.  279. 

2)  C.  Camichel,  Ann.  chim.  phys.  (7)  6  (1895),  p.  438.  Derselbe  benutzte 
ein  von  Gony  angegebenes  Spektrophotometer  mit  zwei  getrennten  Spaltrohren, 
welches  die  Anbringung  des  Kristalls  in  einer  Drehvorrichtung  gestattet  und 
nur  sehr  kleine  Platten  erfordert. 

3)  E.  Carvallo,  Ann.  chim.  phys.  (7)  7  (1896),  p.  68. 
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jenen  Untersuchungen  (von  Carvallo  und  Stewart)  benutzten  Apparate 
hier  nicht  näher  eingegangen  werden. 

2.  Messungen  an  optisch  einachsigen  Kristallen.  Es  inter- 
essieren uns  hier  in  erster  Linie  diejenigen  Beobachtungen,  welche 
sich  auf  die  Abhängigkeit  der  Absorption  der  außerordentlichen  Welle 
von  der  Fortpflanzungsrichtung  beziehen  und  eine  Prüfung  des  hierfür 
aus  der  Theorie  abgeleiteten  Gesetzes  gestatten.  Wie  sich  durch 
Spezialisierung  der  Formel  (20)  oder  (25),  Kap.  II,  für  einachsige  Kri- 
stalle leicht  ergibt,  lautet  dasselbe,  wenn  man  mit  Ä^,  Jc^  die  Absorp- 
tionskoefflzienten,  mit  o,  e  die  Geschwindigkeiten  der  sich  normal  zur 
Hauptachse  fortpflanzenden  Wellen  und  mit  (p  die  Neigung  der  Wellen- 
normale gegen  die  Hauptachse  bezeichnet: 

(4)  Ic^q^^  =  k^o^  cos^  9  +  Ä^c'  sin*  (p , 

oder  bei  schwacher  Doppelbrechung  näherungsweise  . 

(4')  kg  ==  k^  cos*  V  +  K  s^^*  9; 

welche  letztere  Formel  Mallard  als  streng  gültig  annimmt  (vergl.S.  382). 
Außer  einer  vereinzelten  Beobachtung  von  Becquerel  am  Pennin, 
die  derselbe  als  Bestätigung  seiner  S.  383  erwähnten  unrichtigen  Formel 
ansah,  die  aber  mindestens  ebensogut  mit  der  vorstehenden  Formel 
vereinbar  ist'),  kommen  für  das  sichtbare  Spektrum  hier  nur  Mes- 
sungen am  Turmalin  und  Bauchquare  in  Betracht.  Solche  am  Tur- 
malin  wurden  zuerst  von  Camichel  (1.  c.  p.  468  flF.)  ausgeführt  nach 
der  schon  oben  erwähnten  Methode,  wobei  eine  zur  Hauptachse  paral- 
lele oder  senkrechte  Platte  unter  verschiedenen  Winkeln   gegen  das 

einfallende  Licht  geneigt  wurde,  und  die  Beobachtung  demnach  -.- — 

k 
oder      -      lieferte.    Es  wurden  drei  Platten  aus  braunem  und  irrünem 
cos  9?  ® 

Turmalin  untersucht  (stets  mit  Na-Licht),  und  es  ergab  sich  durchweg 
gute  ÜbereinstimmuDg  (bis  auf  1  bis  27o)  zwischen  den  beobachteten 
und  den  nach  der  Mallardschen  Formel  berechneten  Werten.  Dieses 
Resultat  kann  aber  ebensogut  als  Bestätigung  der  Formel  (4)  gelten; 
denn  da  der  Unterschied  der  Hauptbrechungsindizes  des  Turmalins 
nur  etwa  zwei  Einheiten  der  2.  Dezimale  beträgt,  so  ergibt  sich  der- 
jenige der  aus   (4)  und  (4')  berechneten  Werte  von  k^  (welcher  für 

9?  =  45^,  wo   er  am   größten  ist,    annähernd  durch  -  -  {k^  —  k^) 


1)  Vergl.  hierüber  E.  Carvallo,  1.  c.  p.  93. 
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=  0,0091  (k^  —  kg)  gegeben  ist)  so  klein, 
der  Grenzen  der  Beobaclitungsfehler  liegt. 

J.  Ehlers  hat  Messungen  an  zwei 
malins,  deren  Normalen  unter  90^  bezw. 
neigt  waren,  im  senkrecht  durch- 
gehenden Lichte  für  verschiedene 
Wellenlängen  ausgeführt.  Sie  bestä 
tigten  für  9  =  46,5<>  die  Formel  (4) 
in  durchaus  befriedigender  Weise. 
Den  Meridianschnitt  der  Absorptions- 
fläche für  iL»  =  0,574 /i  (berechnet 
nach  (4))  stellt  Fig.  152  dar.  Wird 
der  reziproke  Wert  der  Quadrat- 
wurzel des  Radiusvektors  der  in- 
neren Kurve  als  Radiusvektor  auf- 
getragen, so  erhält  man  eine  von 
einer  Ellipse  nicht  merklich  ver- 
schiedene Kurve,  was  wiederum 
zeigt,  daß  die  Formel  (4)  hier  durch  (4') 

Um  auch  eine  Vorstellung  von  den 
Sorptionsindizes  x,  Absorptionsmoduln  m 
6„,  \  des  Turmalins  zu  geben,  seien  deren 


daß  er  jedenfalls  innerhalb 

Platten   eines  grünen   Tur- 
46,5»  gegen  die  Achse  ge- 


Fig.  162. 

ersetzt  werden  kann, 
absoluten  Werten  der  Ab- 
und  Absorptionskonstanten 


Werte  nach  den  Messungen 
von  Ehlers  hier  für  einige  Wellenlängen  zusammengestellt: 
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11 
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97 
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0,527  11   1 

141 

*? 

17,4 

11 

1'  5,55 

0,675 

104 

'  13,1   „ 

0,506  ^ 

159 

»» 

18,9 

11 

6,4 

0,766  , 

117 

1  14,2   „ 

Es  ist  jedoch  zu  bemerken,  daß  beim  Turmalin,  wie  bei  allen  Kri- 
staUen,  deren  Färbung  auf  Beimischungen  beruht,  die  Konstanten  der 
Absorption  keineswegs  so  feststehende  Größen  sind,  wie  etwa  die 
Brechungsindizes,  sondern  bei  verschiedenen  Kristallen  desselben  Fund- 
orts und  selbst  an  verschiedenen  Stellen  eines  und  desselben  Kristall- 
individuums beträchtlich  differieren  können.  —  Die  obigen  Werte 
zeigen  im  übrigen,  daß  selbst  bei  so  starker  Absorption,  wie  sie  der 
grüne  Turmalin  für  den  ordentlichen  Strahl  besitzt,  der  Absorptions- 
index so  klein  ist,  daß  die  bei  der  Ableitung  obiger  Formeln  voraus- 
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gesetzte  YercachlässiguDg  seines   Quadrats   gegen   1   vollkommen  ge- 
rechtfertigt isf. 

Für  infrarote  Strahlen  von  der  Wellenlänge  1,84  fi  hat  Carvallo^) 
die  Absorption  an  verschiedenen  Platten  ans  grünem  Turmalin  ge- 
messen und  die  Formel  (4)  oder  (4')  gut  bestätigt  gefunden.  Das 
Verhältnis  fn^im^,  welches  für  gelbes  Licht  etwa  ^  beträgt  und  von 
da  an  mit  wachsender  Wellenlänge  stark  zunimmt,  hat  fQr  jene 
Strahlen  schon  den  Wert  0,657  erreicht. 

Für  Bauchquarz,  welcher  deutlichen  Dichroismus  zeigte  (das 
ordentliche  Bild  erschien  im  Dichroskop  blaßrot,  das  außerordentliche 
schmutziggelb),  fand  Ehlers  Absorptionsindizes,  die  im  Spektralbereich 
von  X^  =  0,656  ft  bis  0,486  fi  für  den  ordentlichen  Strahl  zwischen 
4,2- 10- •  und  6,2  10-«,  für  den  außerordentlichen  zwischen  6,3- 10" • 
und  8 -10-«  variieren;  doch  erwies  sich  der  Wert  x^  bei  verschiedenen 
Platten  ziemlich  schwankend  infolge  ungleichmäßiger  Verteilung  der 
Färbung  des  Kristalls,  und  dementsprechend  waren  auch  die  Ab- 
weichungen der  für  qp  =  30®  und  60®  gemessenen  Werte  von  x,  von 
den  theoretischen  größer  als  beim  Turmalin.  Immerhin  kann  aus  \ 
diesen  Messungen  geschlossen  werden,  daß  auch  für  solche  pleochro- 
itische  Kristalle,  deren  Färbung  (wie  die  des  Rauchquarzes)  von  einer 
zufälligen  fremden  (nicht  isomorphen)  Beimischung  herrührt,  das 
Gesetz  (4)  oder  (4')  Gültigkeit  besitzt. 

Zur  Entscheidung  zwischen  dem  aus  der  strengen  Theorie  fol- 
genden Gesetz  (4)  und  dem  Mallardschen  (4')  können  nach  dem  oben 
beim  Turmalin  Gesagten  nur  Messungen  an  solchen  Kristallen  führen, 
die  bedeutend  stärkere  Doppelbrechung,  als  der  Turmalin  oder  gar 
der  Quarz,  und  zugleich  stark  verschiedene  Werte  von  \  und  A*^  be- 
sitzen. Diesen  Bedingungen  genügt  der  Kalkspat  für  infrarote  Strah- 
len; denn  nach  Merritt^)  absorbiert  derselbe  im  Wellenlängengebiet 
von  2  ft  bis  2,8  yL  den  ordentlichen  Strahl  sehr  viel  stärker  als  den 
außerordentlichen,  so  daß  eine  20  mm  dicke  Platte  sogar  direkt  als 
Polarisator  (wie  eine  Turmalinplatte  für  mittlere  Lichtstrahlen)  be- 
nutzt werden  kann.  Daher  hat  Stewart*)  mittels  eines  aus  Fluß- 
spatprismen und  Silberspiegeln  konstruierten  Spektro-Bolometers  Ab- 
sorptionsmessungen für  die  Wellenlängen  2,28  ^,  2,38  f*  und  2,49  {l 
an  Kalkspatplatten  von  verschiedener  Neigung  gegen  die  Hauptachse 
ausgeführt.     Er  fand,  daß  sich  der  Absorptionskoeffizient  des  außer- 

1)  E.  Carvallo,  Ann.  chim.  phys.  (7)  7  (1896),  p.  83. 

2)  Merritt,  Wied.  Ann.  55  (1895),  p.  49. 

'A)  0.  M.  Stewart,  Physical  Review  4  (1897),  p.  433. 
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ordentliclien  Strahls  besser  durch  die  Mallardsche  Formel^  als  durch 
(4)  darstellen  läßt.  Indessen  bedürfte  dieses  Resultat  wohl  noch 
anderweitiger  Bestätigung,  zumal  einige  der  Stewartschen  Messungen 
umgekehrt  besser  mit  der  Formel  (4)  stimmen,  und  auch  die  Kor- 
rektion  wegen  der  Reflexion  ohne  Rücksicht  auf  die  Absorption  be- 
rechnet worden  ist. 

Eine  eingehende  Untersuchung  der  AbhängigJceü  der  Hauptabsorp- 
tionsindizes von  der  Weüenlänge  hat  P.  Ites  in  der  S.  404  zitierten 
Preisschrift  u.  a.  für  eine  größere  Anzahl  einachsiger  Kristalle  ge- 
liefert. Da  einheitliche  Gesetze  hierfür  noch  fehlen,  kann  auf  die 
Resultate  hier  nicht  näher  eingegangen  werden.  Es  sei  nur  bemerkt, 
daß  die  von  Babinet^)  ausgesprochene  Regel,  wonach  der  stärker  ge- 
brochene Strahl  auch  stärker  absorbiert  werden  soll,  und  die  z.  B.  für 
Turmalin  und  Rauch  quarz  zutriflt  (siehe  oben),  sich  keineswegs  all- 
gemein gültig  erwiesen  bat;  so  widerspricht  ihr  in  auffallender  Weise 
das  Verhalten  von  Butil  für  Rot  und  Gelb,  von  Pennin  für  Grün  und 
Blau,  von  Dioptas  für  Gelb  und  Blau.*)  Nach  J.  Königsberger*) 
wäre  sie  auf  die  Gebiete  seleliiver  Absorption  einzuschränken. 

3.  Beobachtungen  an  optisch  BWBiaohsigen  Kristallen.  Quanti- 
tative Beobachtungen  liegen  bisher  nur  an  zweiachsigen  Kristallen  des 
monoJclinen  Systems  vor,  bei  denen  die  Frage  nach  der  Lage  der 
Absorptionshauptachsen  und  Richtungen  größter  und  kleinster  Ab- 
sorption in  der  optischen  Symmetrieebene  besonderes  Interesse  dar- 
bietet, insofern  letztere  Richtungen  nach  der  strengen  Theorie  (siehe 
Kap.  n,  §  6)  im  allgemeinen  schief  gegeneinander  liegen,  nach  der 
Mallardschen  Theorie  dagegen  stets  zueinander  senkrecht  stehen  müßten. 

Daß  die  Absorptionsfarben  für  die  senkrecht  zur  Syrametrieebene 
polarisierten  Wellen  nicht  symmetrisch  in  bezug  auf  die  in  der 
Symmetrieebene  liegenden  Polarisationshauptachsen  verteilt  sind,  hat 
wohl  zuerst  Laspeyres*)  an  einer  Varietät  des  Epidot  erkannt.  Die 
Absorptionsverhältnisse  des  letzteren  Minerals,  welches  ausgezeichneten 
Pleochroismus  besitzt,  sind  seitdem  mehrfach  auch  quantitativ  studiert 
worden.  Die  Abhängigkeit  des  Absorptionskoeffizienten  von  der  Fort- 
pflanzungsrichtung in  der  Symmetrieebene  hat  zunächst  Ramsay'') 
genauer  untersucht,  indem  er  an  acht  verschieden  orientierten  Platten 

1)  J.  Babinet,  Pogg.  Ann.  23  (1831),  p.  447. 

2)  P.  Ites,  1.  c.  p.  68,  60-62. 

3)  J.  Eönigsberger,  Habilitationsschrift  p.  21. 

4)  H.  Laspeyres,  Ztschr.  f.  Krist.  4  (1880),  p.  464; 

5)  W.  Ramsay,  Ztschr.  f.  Krist.  13  (1887),  p.  97. 


412  ni.  III.    Messungen  der  Absorption  im  durchgehenden  Licht. 

aus  der  Zone  der  Symmetrieachse  photometrisclie  Messungen  ausführte 
und  außerdem  an  Zylindern^  deren  Achse  der  Symmetrieachse  parallel 
war,  direkt  diejenigen  zu  letzterer  senkrechten  Richtungen  aufsuchte, 
in  welchen  der  senkrecht  zur  Symmetrieebene  polarisierte  Strahl  mit 
dem  Maximum  imd  Minimum  der  Intensität  durchgelassen  wurde. 
Hierbei  fand  er  nicht  nur,  wie  Laspeyres,  eine  bedeutende  Abweichung 
der  Maximum-  und  Minimumrichtung  von  den  Polarisationshaupt- 
achsen, sondern  auch  eine  Abweichung  des  Winkels  zwischen  der 
Maximum-  und  Minimumrichtung  von  90^,  die  am  größten  (ca.  8®) 
für  rotes  Licht  war.  Obgleich  nun,  wie  schon  oben  hervorgehoben, 
eine  derartige  Abweichung  nach  der  Theorie  zu  erwarten  ist,  so 
könnte  sie  doch  einen  so  großen  Betrag  beim  Epidot  nicht  erreichen. 
Aus  der  Gleichung  (26),  Kap.  II,  folgt  nämlich,  wenn  man  darin  einmal 
ip  =^<t>  +  x^j  dann  qp  =«  <t)  -{-  90®  +  ^2  setzt  und  in  dem  mit  a^  —  a^ 
multiplizierten  Gliede  die  Abweichungen  x  vernachlässigt,  für  die 
Differenz  dieser  letzteren,  welche  der  Abweichung  Ö  des  Winkels 
zwischen  der  Maximum-  und  Minimumrichtung  von  90®  gleich  ist, 
der  Wert 

(J  =  ^,-^,=»|sin20^--   "» 

oder,  wenn  man  die  Hauptbrechimgsindizes  y  und  cc  und  einen  mitt- 
leren Brechungsindex  n^  einführt: 

Nun  ist  beim  Epidot  für  rotes  Licht: 

y  =  1,768,         a  «  1,730,         O  -  30® 40'    (nach  Camichel), 
und  durch  Einsetzung  dieser  Werte  findet  man^): 

S 10  40'. 

Die  von  Ramsay  aus  seinen  Messungen  an  Platten  abgeleiteten 
Werte  bis  zu  8®  waren  also  jedenfalls  zu  groß  und  offenbar  teils 
durch  Inhomogenität  des  Materials,  teils  durch  ungenaue  Orientierung 
einer  Platte  verursacht.  In  der  Tat  haben  spätere  genauere  Messungen 
von  Camichel  (für  Na-Licht  und  rotes  Licht  der  Linie  B),  sowie  von 
Carvallo  (für  Wärmestrahlen  von  A®  =  1,84  /t)  keine  Anzeichen  von 
der  Abweichung  d  erkennen  lassen;  d.  h.  es  ließen  sich  die  beobach- 
teten Werte  von  Ic  völlig  befriedigend  durch  die  Formel  (25)  mit 
l'onstant  gesetztem  Nenner  darstellen,  und  es  zeigten  auch  Platten,  die 

1)  Vergl.  E.  Carvallo,  I.e.  p.  78.  Ein  abweichendes  Resultat,  zu  welchem 
P.  Drude  in  Ztschr.  f.  Krist.  13  (1887),  p.  674,  gelangte,  beruht  auf  einer  un- 
zulässigen Vernachlässigung. 
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senkrecht  zu  den  nach  (26')  berechneten  Absorptionshauptachsen  ge- 
schliffen waren^  eine  in  bezug  auf  die  Plattennormale  symmetrische 
Änderung  der  Absorption  beim  Neigen  der  Platte.  ^)  —  Die  Absorptions- 
hauptachsen  bilden  für  gelbes  Licht  Winkel  von  18^15',  für  rotes 
(siehe  oben)  solche  von  30^  40'  mit  den  Mittellinien  Z  und  X,  besitzen 
also  sehr  starke  Dispersion,  woraus  die  schon  oben  (S.  411)  erwähnte 
unsymmetrische  Verteilxmg  der  in  weißem  Licht  beobachteten  Absorp- 
tionsfarben in  der  Symmetrieebene  resultiert.^) 

Andere  monokline  Kristalle,  für  welche  photometrische  Messungen 
vorliegen,  die  zwar  nicht  eine  Prüfung  der  Theorie,  aber  die  Bestim- 
mung der  Absorptionskonstanten  für  verschiedene  Wellenlängen  ge- 
statten, sind  die  durch  starke  Eigenfärbung  ausgezeichneten  Doppel- 
sulfate von  Kobalt  mit  Kupfer,  Kalium  und  Ammonium'),  sowie  der 
Diopsid.*)  Wir  teilen  hier  nach  den  Resultaten  von  Ehlers  die  auf 
die  Polarisationshauptachsen  bezogenen  Absorptionskonstanten  hj^j^  des 
Kobalt  -  Kupfer-  und  Kobalt -Kaliumsulfats,  sowie  die  daraus  nach  der 
Formel  (26'),  Kap.  II,  berechneten  Winkel  0  zwischen  den  Absorptions- 
und Polarisationshauptachsen  für  verschiedene  Wellenlängen  mit. 

Kobalt  -  Kupfersulfat. 


X^ 
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1 

,     «». 

K 

K 

<D 

0,^66^    1 

0,606  • 

10-* 

1    0,410    10-« 
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10-* 

~^r^ 

0,623  ^ 

0,484  • 

it 
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0,325.     „ 
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11 
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0,689 /t 

0,860 . 

11 
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11 
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0,765-     „ 
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»1 

82« 

0,606 /*    1 
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11 

0,851-     „ 
Kobalt-Ei 

0,967-     „ 
diumsolfat. 
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11 

136^<> 

i^ 

^ 

1 

b. 

6« 

^1 

0 

!     _ 
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0,136  . 

10-* 

0,117  •  10-* 
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—  0,0396 

10-* 

'    65J^« 

0,628 /t    1 
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11 
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0,128  -     „ 

—  0,0407 

11 

660** 

0,689  ft    i 

0,224  . 

11 

0,182-     „ 

0,162-     „ 

—  0,0607 

11 

68i« 

0,659^    i 

0,496  . 

11 

1    0,347-     „ 

0,273  -     „ 

—  0,1416 

11 

660 

0,627^    1 

0,814  . 

11 

0,697-     „ 

0,677-     „ 

—  0,0944 

11 

70^0 

0,506  ft    ' 

0,769 

11 

0,907  -     „ 

0,852-     „ 
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11 

161« 

1)  C.  Camichel,  1.  c.  p.  490. 

2)  Dieselbe  ist  in  Fig.  6,  Taf.  III,  der  zitierten  Abhandlung  von  Ramsay 
veranschaulicht. 

3)  J.  Ehlers,  1.  c.  §  3—6.     Auch  C.  Camichel,  1.  c.  p.  484. 

4)  P.  Ites,  1.  c.  §  14. 


414 


IIL  III.    Messnngen  der  Absorption  im  durchgehenden  Licht. 


Bei  beiden  Substanzen  weichen  hiemach  die  Absorptionshaupt- 
achsen X",  Z"  weit  von  den  Polarisationshauptachsen  X,  Z  ab  und 
andern  ihre  Lage  sehr  stark  mit  der  Wellenlänge,  wenigstens  in  den- 
jenigen Teilen  des  Spektrums,  wo  die  Absorption  bedeutend  wird. 
Aus  den  Absorptionskonstanten  und  den  (von  Ehlers  ebenfalls  fQr 
obige  Wellenlängen  bestimmten)  Brechungsindizes  läßt  sich  nun  der 
Absorptionskoeffieient  h  mittels  der  Formeln  (21)  berechnen.  Sein 
Verhalten  in  der  Sjmmetrieebene  des  Eobalt-Kaliumsulfats  bringt 
Fig.  153  für  die  Wellenlänge  0,656  fi  zur  Anschauung.    Man  erkennt 

'  die  Existenz  zweier  (punk- 
tiert eingezeichneter)  i?ieA- 
iungen  gleicher  Absorption 
in  dieser  Ebene,  welche  einen 
Winkel  von  85^  miteinander 
bilden.  Eine  merkliche  Ab- 
weichung der  Richtungen 
größter  und  kleinster  Ab- 
sorption von  den  Absorp- 
tionshauptachsen gibt  sich 
auch  hier  nicht  zu  erken- 
nen; ebensowenig  ist  dies 
beim  Eobalt-Kupfersulfat  oder  Diopsid  der  Fall.  Auch  bei  letzterem 
liegen  aber  die  Absorptionshauptachsen  in  der  Symmetrieebene  von 
den  Polarisationshauptachsen  weit  entfernt.  Dagegen  scheinen  bei  den 
mittels  Gampecheholzlösung  künstlich  gefärbten  Kristallen  von  Stron^ 
tiumnitrat  (SrNjO^  +  2H,0)  nach  Beobachtungen  von  Camichel^) 
beide  Achsensysteme  zusammenzufallen,  was  vermuten  läßt,  daß  bei 
dem  durch  eine  fremde,  an  sich  nicht  kristallisationsfähige  Bei- 
mischung verursachten  Pleochroismus  die  Orientierung  der  Polari- 
sationshauptachsen für  die  Absorption  maßgebend  sei.  — 

An  triklinen  pleochroitischen  Kristallen  sind  noch  keine  quanti- 
tativen Bestimmungen  ausgeführt  worden.  Daß  hier  aber  die  Ab- 
sorption ganz  unsymmetrisch  in  bezug  auf  alle  drei  Polarisations- 
hauptachsen  ist,  geht  z.  B.  für  den  stark  pleochroitischen  Axinit  aus 
einigen  Beobachtungen  von  Camichel  (1.  c.  p.  484),  sowie  aus  den 
schon  erwähnten  Beobachtimgen  von  Voigt  über  die  Lage  der  Ab- 
sorptionsbüschel zur  Ebene  der  Binormalen  hervor. 


Fig.  l.'»3. 


1)  Camichel,  1.  c.  p.  486. 
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Viertes  Kapitel. 
Erscheinmigen  im  konvergenten  polarisierten  Licht. 

1.  Allgemeine  Bemerkungen.  Die  Interferenzerscheinungeri; 
welche  Kristallplatten  im  polarisierten  Lichte  zeigen,  werden  durch 
die  Absorption  im  allgemeinen  nur  insofern  beeinflußt^  als  bei  starker 
Ungleichheit  der  Absorption  der  beiden  sich  in  der  Platte  fortpflanzen- 
den Wellen  die  Intensitäten  der  zur  Interferenz  gelangenden  Schwin- 
gungskomponenten sehr  verschieden  sein  und  daher  die  Maxima  und 
Minima  des  Interferenzhüdes  abgeschwächt  erscheinen  werden,  was  unter 
Umständen  bis  zum  vollständigen  Verschwinden  des  Interferenzbildes 
führen  kann.  Besondere,  neue  Erscheinungen  werden  nur  dann  auf- 
treten, wenn  im  Beobachtungsbereiche  die  Schwingungsrichtung  und 
damit  der  Absorptionskoeffizient  stark  wechselt  —  also  hauptsächlich 
an  Platten  einachsiger  Kristalle,  die  senkrecht  zur  optischen  Achse, 
und  an  solchen  zweiachsiger  Kristalle,  die  senkrecht  zu  einer  Binor- 
male sind.  Auf  die  Betrachtung  dieser  Fälle  werden  wir  uns  daher 
im  folgenden  beschränken. 

2.  Platten  einaohsiger  Kristalle  senkreclit  zur  Achse.  In  optisch 
einachsigen  Kristallen  sind  die  Schwingungen,  wie  wir  in  Kap.  II,  §  3 
sahen,  stets  linear,  und  es  können  daher  die  in  §  8  der  Einleitung 
entwickelten  Formeln  für  die  beim  Durchgang  durch  den  Analysator 
resultierende  Intensität  Anwendung  finden,  wenn  man  nur  die  ver- 
schiedene Schwächung  der  Amplituden  der  beiden  Schwingungen  be- 
rücksichtigt. Wenn  wir,  wie  wir  es  auch  bei  der  Untersuchung  der 
Interferenzerscheinungen  an  durchsichtigen  Kristallen  taten,  den  Ein- 
fluß der  Beflexionen  vernachlässigen  —  der  übrigens  für  Fortpflanzungs- 
richtungen in  der  Nähe  der  optischen  Achse  nur  in  einer  gleichen 
Schwächung  beider  Wellen  besteht  — ,  so  sind  die  Schwächungs- 
verhältnisse der  Amplituden  e"^''"»  für  die  ordentliche,  e"^^"'*  für  die 

außerordentliche  Welle,  wobei  nach  (3),  Kap.  I,  iw  =  -r^k ,  und  somit 

nach  (4),  Kap.  III,  worin  hier  g^  «=  ö  gesetzt  werden  kann, 

m^  =  m^  cos*  9  +  (  -  )  ^e  si°*  V 
ist.     Statt  der  Formel  (14),  S.  16,  erhält  man  dann: 
(1)  J^  J^[  cos*  «  cos*  ß  •  e-^"''  +  sin*  a  sin*  ß  •  6"'"*o 

+  1  sin  2a  sin  2ß  cos  2Är.  e~-^  '(»»o  +  me)}^ 


.f 


416  in.  rv.    Erscheinnngen  im  konvergenten  polarisierten  Licht. 

WO  a  und  ß  die  Winkel  sind,  welche  die  Schwingnngsrichtungen  des 
Polarisators  und  Analysators  mit  derjenigen  der  außerordentlichen 
Welle  —  also  mit  dem  Radiusvektor  nach  dem  betrachteten  Punkt 
des  Gesichtsfeldes  —  bilden,  während  V  den  durch  Gl.  (4),  S.  233,  ge- 
gebenen Gangunterschied  bezeichnet.  Die  in  den  Exponenten  stehende 
Weglänge  l  innerhalb  des  Kristalls  wächst  zwar  eigentlich  mit  9>, 
kann  aber,  wenn  man  sich  auf  schwach  konvergentes  Licht  beschränkt, 
hier  als  konstant  gleich  der  Plattendicke  betrachtet  werden. 

Bei  der  Diskussion  des  vorstehenden  Ausdruckes^)  sind  die  beideu 
Fälle  zu  unterscheiden,  daß  I.  kg>  k^,  11.  \  >  Jc^  ist.  In  beiden  Fällen 
ist  bei  hinreichender  Verschiedenheit  von  k^  und  k^  und  nicht  zu  ge- 
ringer Plattendicke  schon  für  geringe  Neigungswinkel  99  eines  der 
beiden  ersten  Glieder  groß  gegen  das  dritte,  von  f  abhängige,  was 
zur  Folge  hat,  daß  keine  deutlichen  Kurven  gleichen  Gangunterschiedes 
auftr^en.     Im  übrigen  besteht  folgender  Unterschied. 

I.   kg  >  \.    Es  bleibt,  außer  im  Zentrum  des  Gesichtsfeldes,  wo 
J ^  J^  cos*(a  —  ß)  '  e^^'^o  ist,  nur  das  Glied 
X     '  J^e-^'"o  sin*  a  sin*  ß 

übrig,  welches  für  «==0  oder  180®  und  /3  =  0  oder  180°  verschwindet; 
d.  h. :  es  treten  zwei  Paar  dunkle  Büschel  auf,  die  nicht  ganz  bis  zum 
Mittelpunkt  heranreichen  und  parallel  zu  den  Schwingungsebenen  des 
Pola/risators  und  Analysators  gerichtet  sind. 

IL  k^'^k^.  Hier  sind  in  der  Spur  der  optischen  Achse  und  deren 
nächster  Umgebung,  wo  k^  merklich  =  k^  ist,  alle  drei  Glieder  von  (1) 
sehr  klein,  und  erst  in  einiger  Entfernung  nimmt  zunächst  das  erste 
Glied  merkliche  Werte  an,  außer  auf  den  Geraden  a  «=  ±  90®  und 
/3  =  i:  90®,  wo  es  verschwindet.  Das  Gesichtsfeld  erscheint  also  in 
der  Mitte  stets  dunkel  und  hellt  sich  nach  außen  hin  allmählich  auf, 
ist  dort  aber  von  dunklen  Büscheln  durchzogen,  die  senkrecht  zu  den 
Schwingungsebenen   des   Polarisators  und  Analysators   gerichtet    sind. 

Bei  Portlassung  des  Analysators  oder  Polarisators  bleibt  in  beiden 
Fällen  eines  der  beiden  Büschelpaare  übrig;  denn  man  erhält  die  ent- 
sprechende Intensitätsformel,  indem  man  sin*  ß  und  cos*  ß  bezw.  sin*  a 
und  cos*  a  durch  ihren  Mittelwert  für  alle  möglichen  Werte  von  ß 
bezw.  a,  also  durch  |  ersetzt. 

Läßt  man  Polarisator  und  Analysator  weg,  beobachtet  also  in 
natürlichem  Licht,  so  bleibt  nur  ein  im  Falle  I  heller,  im  Falle  II 
dunkler  Fleck  in  der  Mitte  des  Gesichtsfeldes  übrig. 


1)  W.  Voigt,  Wied.  Ann.  23  (1884),  p.  688;  N.  Jahrb.  f.  Min.  1886,  1,  p.  119. 
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Ein  ausgezeichneter  Repräsentant  des  Typus  I  ist  MagnesiumplaHn- 
cyanür  für  blaues  Licht.  ^)  Bei  Beobachtung  in  weißem  Licht  zeigt 
eine  dünne,  zur  optischen  Achse  senkrechte  Platte  desselben  im  Pola- 
risationsapparat im  Zentrum  ein  blaues  Feld  und  in  dessen  Umgebung 
das  rot  erscheinende  Interferenzbild,  durchzogen  von  den  ebenfalls  roten 
Absorptionsbüscheln.  —  Das  bekannteste  Beispiel  des  Typus  II  ist 
der  dunkelfarbige  Ti4rmalin.  Da  die  Absorptionsbüschel  hier  erst  in 
größerer  Entfernung  von  der  optischen  Achse  sichtbar  werden,  so 
kann  man  sie  übrigens  besser  an  einer  zu  letzterer  gimeigten  Platte 
beobachten,  so  z.  B.  an  einer  zu  einer  Rhomboederfläche  parallelen 
Platte  Yon  blauem  Turmalin.')  Eine  solche  zeigt  im  natürlichen 
weißen  Licht  auf  der  >  der  Spur  der  optischen  Achse  zugewandte^; 
Seite  des  Gesichtsfeldes  >  einen  nach  dessen  Rande  zu  immer  dunkler 
werdenden  blauen  Fleck,  auf  der  gegenüberliegenden  Seite  violett- 
graue Färbung.  Schaltet  man  einen  Polarisator  ein,  dessen  Polarisa- 
tionsebene dem  Hauptschnitt  ^  parallel  ist,  so  tritt  auf  der  von  der 
optischen  Achse  abgewandten  Seite  des  Gesichtsfeldes  ein  scharf  aus- 
geprägtes dunkelblaues  Büschel  parallel  zu  ^  auf,  welches  nach  dem 
gegenüber  liegenden  dunklen  Fleck  zu  breiter  und  undeutlicher  wird.  — 
Eine  zur  optischen  Achse  parallele  Platte  aus  solchem  Turmalin  zeigt 
im  natürlichen  Licht  einen  zur  optischen  Achse  senkrechten  heU- 
violetten  Streifen  auf  dunkelblauem  Ghrunde,  weil  die  zur  optischen 
Achse  senkrechten  außerordentlichen  Strahlen  am  schwächsten  ab- 
sorbiert werden. 

3.    Srsoheinungen  an  Platten  optisch  swelaohaiger  Kristalle  in 
der   weiteren   Umgebung   einer  Binormale.^)      Wir   betrachten   zu- 
nächst die  Intensitätsverhält-  . 
nisse  in   so   großer  Entfer-              \                /       y^ 
nung  von   der    Spur   einer                  \          /  y^ 
Binormale,  daß  die  Schwin-                        \2XX 

gungen  noch  als  linear  an-  ^^jU[(>v  j  *^^^ 

gesehen      werden     können  .-'    /   ^^    X'"' 

(siehe  Kap.  II,  §  11).    Dann   p.-''        A|^*'''     \- 

gilt  wieder  die  Formel  (1),  z'^"-- >(Ag) 

worin  sich  der  Index  ^  jetzt  pig.  i64. 

1)  E.  Bertrand,  Bull.  boc.  min.  de  France  2  (1879)  p.  67;  Joum.  de  phys. 
8  (1879),  p.  227;  E.  Lommel,  Wied.  Ann.  9  (1880),  p.  108. 

2)  Th.  Liebiflch,  Göttinger  Nachr.  1888,  p.  202. 

8)  Die  voUständige  Erklärung  dieser  Erscheinungen  ist  zuerst  gegeben  von 
W.  Voigt,  Wied.  Ann.  23  (1884),  p.  696ff. 

Pookela,  Kristalloptik.  27 
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auf  diejenige  Welle  (2)  bezieht,  deren  Schwingungsrichtung  Z'X' 
(siehe  Fig.  154)  den  inneren  Winkel  zwischen  den  durch  die  Wellen- 
normale Z'  und  die  Binormalen  J.^,  A^  gelegten  Ebenen  halbiert,  und 
wo  a,  /3  die  Winkel  zwischen  dieser  Schwingungsrichtung  und  den- 
jenigen des  Polarisatora  und  Analysators  bedeuten.  Führen  wir  die 
Winkel  a®,  /3®  ein,  welche  die  Schwingungsebenen  des  Polarisators  und 
Analysators  mit  der  Binormalenebene  bilden,  und  rechnen  von  letz- 
terer an  auch  das  Azimut  g  der  Einfallsebene,  so  bildet  die  Schwin- 
gungsrichtung der  Welle  2  mit  der  Binormalenebene  den  Winkel 
|g,  und  es  ist  in  (1)  a  =  a®  — -Jg,  /J  =  /3^  — |g  zu  setzen;  die  Inten- 
sitatsformel  lautet  also,  wenn  wir  noch  die  Indizes  ^  und  ^  mit  ,  und  « 
vertauschen: 

(2)  e7=J« { ^o^\a'^-\%)^o^^{Sf^---\t)^e-'^^^m\a^^ 

+  |sin(2««~g)sin(2/3o~£)cos27rr.ß-i'^'"«+'"^^}, 

wo  l  die  wieder  als  konstant  anzusehende  Weglange  in  der  Platte, 
r  der  (durch  Gl.  (4),  S.  233  bezw.  (11),  S.  247  bestimmte)  Gangunter- 
schied ist,  und  die  Absorptionsmoduln  m^,  m<^  zufolge  den  Gleichungen 
(47),  Kap.  II,  in  Verbindung  mit  den  Definitionen  (3),  Kap.  I,  und  (36), 
Kap.  n,  gegeben  sind  durch  ^): 

m,  =5a-^{?/A.f  fci;  +  (fe;',-y/Jcos2;ch 
^.  =  5«;*{fe'A  +  6;'2-(%-6?i)co82x}. 

Dabei  ist  (siehe  Fig.  154)  2;t  =  2Ä:— g,-  wenn  unter  K  der  S.  391 
definierte,  von  der  Lage  der  Absorptionshauptachsen  gegen  die  Bi- 
normalen abhängige  Winkel  verstanden  wird. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  es  sei  die  eine  der  beiden  Absorptions- 
konstanten &^'j,  &22  ^^^  S^^^  Vfim^^  di^  andere;  dann  ist  annähernd 
entweder: 

I.    wenn  6'/^  >  V^^  ist:     m^  ==  -j^V^^a'  ^  sin^  Xf    '^^%  =  '^Ki^^^    ^^^  h 
oder 
IL   wenn  V^^  >  6"j  ist:     m^  =  -^K^^h^  cos*  ^^    tw,  «  -^Vn<h     ™*  l- 

In  beiden  Fällen  ist  die  von  %  (und  somit  vom  Azimut  g)  un- 
abhängige Summe  m^  -f  m^  größer  als  eine  der  beiden  Größen  2m^y  2mj, 
ausgenommen  für  die  Punkte  der  Geraden  g  =  2^^4:90®,  wo  x  =  ±45® 

1)  Die  in  (47)  im  Nenner  auftretende  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  q  kann 
fQr  alle  hier  in  Betracht  kommenden  Wellennormalen  konstant  gleich  der  mitt- 
leren Hauptlichtgeschwindigkeit  j/a,  gesetzt  werden. 
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ist.  Bei  hinreichender  Plattendicke  l  ist  daher  zufolge  der  Natur  der 
Exponentialfunktion  das  letzte  Glied  in  (2)  im  allgemeinen  absolut 
genommen  klein  gegen  eines  der  beiden  ersten^  und  es  sind  demnach 
Jceine  deutlichen  Kurven  gleichen  Gangunterschiedes  sichtbar.  Eine  solche 
Plattendicke  wollen  wir  jetzt  Toraussetzen  und  uns  also  bei  der  Dis- 
kussion im  allgemeinen  auf  die  beiden  ersten  Glieder  des  Ausdruckes 
(2)  beschranken. 

Bei  gekreuzten  Nicols  (ß^  ^  a^  +  90^)  wird  dann 

(4)  J^  ie/^  sin*(2a«  -  5)  («-'"»'  +  c^'^O- 

Die  Intensität  ist  also  0  für  t^^cc^  oder  2a®  +  180®;  hierdurch 
ist  die  Haupiisogyre  bestimmt,  welche  also  auch  bei  absorbierenden 
Kristallen  ganz  dnnkel  erscheint.  Außerdem  besitzt  jetzt  die  Intensität 
aber  auch  noch  Minima  wegen  des  zweiten  Faktors.  Dieser  ist  immer 
am  kleinsten  für  %  =*  45®  oder  135®,  wofür  nach  (3)  m^  =  m^  wird.  Es 
treten  also  außer  der  dunklen  Hauptisogyre  noch  weniger  scharfe  MiniTnit 
auf  in  Azimuten,  die  in  der  Nähe  von  g  =  2Ä'±90®  ( —  also  der 
H -Achse  — )  liegen.  Am  deutlichsten  sind  dieselben  bei  den  Lagen  der 
Platte,  wo  a®  =  J5r  oder  JE" +90®  ist,  weil  dann  die  dunkle  Haupt- 
isogyre senkrecht  zu  jener  Richtung  ist;  in  diesem  Falle  liegen  sie 
auch  genoM  auf  der  H -Achse.  Die  Lage  dieser  dunklen  Büschd  ist 
somit  merklich  unabhängig  von  der  Stellung  der  Nicols  gegen  die 
Binormalenebene:  sie  drehen  sich  also  mit  der  Platte,  wenn  man  diese 
in  ihrer  Ebene  dreht.  Es  sind  übrigens  dieselben  Absorptionsbüschel, 
welche  wir  schon  oben  (S.  395)  als  im  natürlichen  Lichte  auftretend 
gefunden  hatten;  denn  bei  Beobachtung  ohne  Polarisator  und  Änaiy- 
scUor  ist  die  Intensität  durch  je7®(e""*»'+  e~"^^)  gegeben,  unterscheidet 
sich  also  von  derjenigen  bei  gekreuzten  Nicols  nur  durch  das  Fehlen 
des  Faktors,  welcher  die  dunkle  Isogyre  bestimmt.  —  Innerhalb  der 
dunklen  Büschel  müssen  übrigens  bei  gekreuzten  Nicols  die  Kurven 
gleichen  Gangunterschiedes  noch  sichtbar  sein^),  weil  für  ^  =•  45® 
oder  135®  der  Exponentialfaktor  des  letzten  Gliedes  in  (2)  denjenigen 
der  beiden  ersten  Glieder  gleich  wird. 
Bei  parailelen  Nicols  (/3®  =  a®)  wird 

(5)  J  =  J®  { cos*  («^  -  i  0  •  «"''*^'  +  sin*  (a®  -  ^ ?)  '  ^'"'''' }  y 

und  sehr  ähnlich  lautet  der  Ausdruck  für  den  Fall,  daß  der  Analysator 
fehlt y  nämlich: 

(6)  J=  I  J®{cos«(«®  -  |£)  .  e-"^'  +  sin«(a®  -  |g)  •  e-^^'\, 

1)  Dies  ist  z.  B.  am  Andalusit  gut  zu   sehen  (vergl.    Liebischs  Physikal. 
Kristallogr.,-  Taf.  IX,  Fig.  4). 
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wie  eich  durch  Bildung  des  Mittels  über  alle  möglichen  Werte  Ton  (fi 
aus  (2)  ergibt  (und  zwar  streng^  d.  h.  ohne  YemachläsBigung  des  letzten 
Gliedes).  Bei  der  Diskussion  dieser  Ausdrücke^  die  wir  an  den  zweiten 
anknüpfen^  sind  nun  die  S.  418  charakterisierten  Fälle  I  und  II  zu 
unterscheiden.     Es    ist^   wenn   wir   mit   m   eine   Eonstante   (nämlich 

■30  ^u «2  "  ^^  Falle  I,  TF  ^220^2      im  Falle  II)  bezeichnen, 

im  Falle  I     m^ -=  m  sin*  {K  —  J-  g) ,      m,  =  m  cos*  {K  —  ]  S)  > 
„        „   II    m^  =  m  cos*  (K  —  ~t)j      m^^  m  sin*  {K  —  J-  g) . 

A.  Ist  aO  =  ic  im  Falle  11,  oder  a^^K ±90^  im  Falle  I,  so  gilt 
nach  (6): 

(6»)  J=  f  J«{cos*(ii:--|0«""'"'^''"^'^  +  8i'^'(^-T5)«"""''''^''"*^^}. 
und  es  erreichen  die  Faktoren  der  Exponentialfunktionen  ihre  Maxima 
oder  Minima  zugleich  mit  letzteren  selbst;  und  zwar  hat  dement- 
sprechend das  erste  Glied  in  der  Klammer  sein  Maximum  Tom  Be- 
trage 1  und  zugleich  das  zweite  sein  Minimum  =  0  für  J  =  2Ä', 
während  för  g  =  25"+  180®  das  Umgekehrte  gilt.  Diesen  Werten  von  J 
entspricht  der  Maximalwert  \J^  von  «7,  während  das  Minimum  von  J 
für  Gleichheit  der  beiden  Summenglieder,  d.  i.  für  ^^2K±  90®  ein- 
tritt und  den  Wert  ^J^e~i"'  besitzt. 

B.  Ist  a^=K ±90^  im  Falle  II,  oder  a^^K  im  Falle  I,  so  wird 
nach  (6): 

(r,»»)    /=  |/®{cos*(^---J j;)e-'"^°''<^-i^V 8m*(ir-iÖ^"'""*"'^''''^^^}. 
und  dieser  Ausdruck,  worin  jetzt  die  Faktoren  der  Exponentialgrößen 
sich  bezüglich  ihrer  Maxima  und  Minima  umgekehrt  verhalten    wie 
diese  selbst,  nimmt  Minima  an  sowohl  für  J  =  2K  oder  2K  +  180®, 
als  auch  für  S  =  2  JST  ±  90®. 

Durch  S  =  ^  ist  ^^^  die  S.  387  unten  definierte  X"- Richtung, 
durch  5  =  2K  die  S.  391  eingeführte  Z- Achse  gegeben.  Demnach 
können  die  vorstehenden  Folgerungen  in  betreff  der  ohne  Analysator 
oder  bei  parallelen  Nicols  auftretenden  Erscheinungen  folgendermaßen 
formuliert  werden: 

Ist  die  Schwingungsrichtung  des  Polarisators  parallel  zur  Y^'-Achse, 
so  zeigen  Kristalle  des  Typus  I  ein  Paar  dunkler  Büschel  parallel  der 
H 'Achse,  Kristalle  des  Typus  II  zwei  Paare  von  Büscheln  parallel  zur 
Z-  und  H 'Achse.  Bei  zur  X'^ -Achse  paralleler  Schwingungsrichtung  des 
Polarisators  gilt  gerade  das  Umgekehrte. 

Wie  schon  am  Schluß  von  §  11,  Kap.  II,  erwähnt  wurde,  fällt 
bei  allen  rhombischen  Kristallen  und  bei  denjenigen  monoklinen,  deren 
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Binormalen  in  der  Symmdrieebene  liegen,  die  E- Achse  in  die  Ebene 
der  Binormalen,  und  es  kann  der  Winkel  K^O  gesetzt  werden.  Das 
einfache^  in  der  Spur  der  Binormale  unterbrochene  Büschelpaar  ist 
hier  also  stets  senkrecht  zur  Binormalenebene  gerichtet;  je  nachdem 
aber  die  senkrecht  zur  Binormalenebene  schwingende  Welle  (beim 
Typus  I)  die  schwächer  oder  (beim  Typus  11)  die  stärker  absorbierte 
ist,  tritt  dieses  Büschelpaar  für  die  zur  Binormalenebene  senkrechte 
oder  die  zu  ihr  parallele  Lage  der  Schwingungsrichtung  des  Polari- 
sators auf,  welchen  Unterschied  zuerst  Haidinger ^)  erkannt  hat. 
Zum  ersten  Typus  gehören  von  rhombischen  Kristallen:  Anduhisit, 
von  monoklinen:  Anomit,  Vivianit,  Kobaltblüte,  basaltische  Hornblende, 
Titanit;  zum  zweiten  Typus:  Cordierit  (rhombisch),  Epidot,  Muscovit, 
Augit  (monoklin).^) 

4.  ErBOheinungen  in  der  nächsten  Umgebung  der  Binormalen, 
welche  von  der  Elliptizität  der  Schwingungen  abhängen.    Die  von 

Voigt  entwickelte  Theorie  ergibt,  wie  wir  in  Kap.  H,  §§  3  und  11  sahen, 
für  Fortpflanzungsrichtungen,  die  den  Binormalen  sehr  nahe  liegen,  ellip- 
tiscJie,  ja  für  zwei  bestimmte  Richtungen  —  die  „Windungsachsen"  — 
sogar  Zirkulare  Schwingungen.  Für  die  nächste  Umgebung  der  Binor- 
malen kann  also  die  im  vorigen  Paragraph  ausgeführte  Berechnung  der 
Intensität  nicht  mehr  Anwendung  finden,  und  in  der  Tat  treten  hier 
auch  noch  Erscheinungen  auf  —  wie  die  ohne  Anwendung  eines  Polari- 
sators oder  Analysators  sichtbaren,  sogenannten  idiophanen  Interferenz- 
ringe  — y  die  von  den  vorstehend  entwickelten  Formeln  nicht  umfaßt 
werden  und  ihre  Erklärung  erst  kürzlich  auf  Grund  der  vollständigen 
Voigtschen  Theorie  gefunden  haben.^) 

Es  soll  linear  polarisiertes  (homogenes)  Licht  einfallen,  dessen 
Schwingungsrichtung  mit  der  großen  Achse  der  Schwingungsellipse 
der  Welle  (1)  im  Kristall,  also  mit  der  S.  397  bestimmten  X"'-Achse, 
den  Winkel  d-  (im  positiven  Drehungssinn)  bildet.  Bezeichnet  Aq  die 
einfallende  Amplitude,  so  sind  also  die  Komponenten  der  einfallenden 
Schwingung  parallel  der  X"^-  und   y"-Achse: 

Uq  =  Aq  cos  d-  cos  2n  ji  j        v^  =  A^Bm%'  cos  2n  rp- 


1)  W.  Hai  ding  er,  Wiener  Sitzungsber.  13(1854),  p.  316.  Femer  A.  Bertin, 
Ann.  chim.  phys.  (5)  15  (1«78),  p.  396;  Joum.  de  phys.  8  (1879),  p.  217;  Ztschr. 
f.  Krist.  3  (1879),  p.  449. 

2)  Th.  Liebisch,  Göttinger  Nachr.  1888,  p.  202. 

3)  W.  Voigt,  Göttinger  Nachr.  1902,  p.  26flf. 


422  UI.  IV.    Erscheinungen  im  konvergenten  polarisierten  Licht. 

Dieselbe  wird  in  der  Kristallplatte  zerlegt  in  zwei  gleichsinnig  ro- 
tierende elliptische  Schwingungen  von  gleichem,  durch  61.  (51),  S.  396, 
bestimmtem  Achsenverhältnis  €,  deren  große  Achsen  parallel  zur  X'^'- 
bezw.  F^^'- Achse  liegen,  |und  welchen  die  durch  (3)  gegebenen  Ab- 
sorptionsmoduln m^y  m^  zukommen.  Die  Schwingungskomponenten 
im  Innern  der  Eristallplatte  müssen  daher  von  der  Form  sein: 

u  =  A^ e" i*"» ''  cos  T^  —  Ä^ee'i'"^ *'  sin  t^ , 

v^Ä^ee'i'"'''  sin  t^  +    A^e'i"*'^*'  cosr,, 

wo  Ti  =  ^^[-^ ""  r)  "^  *!'    ^2  "=*  ^^{y  ""  r)  +  *2  ^^^'  ^^^^  *i'  *» 

Eonstanten  verstanden. 

Vernachlässigen  wir  die  Schwächung  durch  Reflexion  an  der  Ein- 
trittsfläche, so  müssen  diese  Ausdrücke  für  /  «  Q  den  obigen  Ug,  v^ 
gleich  werden.     Dies  gibt  die  Bedingungen 

Aq  cos  -Ö"  =  J-i  cos  (Ji  —  J.jf  sin  d^ , 

Aq  sin  d'  ===  Ä^s  sin  d^  +  A^  cos  d^ , 

0  =»  A^  sin  d^  +  A^b  cos  tf,  =  A^e  cos  ä^  —  ^  sin  d^f 
oder 

J^  cos  d  =      ^4i(l— £*)  COS  d\  =  A^ sin  d^, 

AqBui  d-  =^  —  A^      —  sin  d^  =  ^^  (1  —  £*)  cos  d, , 
aus  denen  folgt: 

A  $_  A  2 COS*» 4-g* sin* fr         j  «_   j  g8in*fr  +  f*C0B»fr 

A,A,ooB{S,-^ö,)^A,^'^^_^^,\      A^.sin((J,-dO=A«^^^.. 

Für  f=l,  also  wenn  die  Wellennormale  einer  Windungsadise 
parallel  ist,  werden  hiemach  die  Amplituden  A^,A^  unendlich.  Hierin 
liegt  jedoch  deshalb  kein  Widerspruch  mit  der  endlichen  Intensität 
der  einfallenden  Welle,  weil  für  die  Windungsachsen  die  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeiten und  Absorptionsmoduln  beider  Wellen  gleich 
werden  (siehe  Kap.  II,  §  9  und  10),  diese  sich  also  tatsächlich  gar 
nicht  sondern,  und  weil  die  Intensität  der  einen,  aus  beiden  resul- 
tierenden Welle  im  Kristall  endlich  bleibt.^) 

Wir  wollen  uns  hier  aber  auf  Richtungen  in  solcher  Entfernung 
von  den  Windungsachsen  beschränken,  wo  die  Schwingungsellipsen 
noch    so  gestreckt   sind,   daß   man  e^  gegen   1  vernachlässigen  kann. 

1)  Vergl.  W.  Voigt,  Göttinger  Nachr.  1902,  Heft  5,  wo  dies  auf  Grund  der 
strengen  Formeln  und  unter  Berücksichtigung  der  Reflexion  nachgewiesen  ist. 
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Dann  sind  also  die  Nenner  in  den  Ausdrücken  (7)  sämtlich  »  1  zu 
setzen.  Die  Komponenten  u  und  v  des  austretenden  Lichtes  sind, 
wenn  die  Reflexion  an  der  Austrittsfläche  wieder  vernachlässigt  wird, 

u  =  (^1^1  cos  Ai  +  A^£e^  sin  A^)  cos  2;r  ^ 

+  (^1^1  sin  Ai  —  A^ee^  cos  A,)  sin  2x-^, 

V  ^  {—  A^e^e  sin  A^  +  J^e,  cos  A,)  cos  2:«:  ^ 

+  (^i^jf  cos  Ai  +  ^6i  sin  Aj)  sin  27tY , 
wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist 

Die  resultierende  Intensität  ist  nun  durch  die  Summe  der  Quadrate 
der  vier  Klammerausdrücke  in  (8)  gegeben;  es  ergibt  sich  daher  für 
die  Intensität  bei  Beobachtung  mit  Polarisator  allein  zunächst: 

Jp  =  (AW  +  ^2'^')(1  +'^')  +  ^A,A,e,e,s  8in(A,  -  AJ, 
oder,  wenn  man  die  Ausdrücke  (7)  einsetzt  und  a^  vernachlässigt  (in 

welcher  Annäherung  im  letzten  Gliede  A^  —  A^  =  2ä  f-r y)  gesetzt 

werden  kann): 

(9)       Jj,  =-  AM^i*  cos*  ^  +  ^2*  siD*  ^  +  2^«2«  sinr2'9'  sin  2Är}, 

WO   r  den  annähernd   durch  -:: i- =  tö  -    v   «    bestimmten   Ganc- 

unterschied  bedeutet.  ^   * 

Geht  das  aus  der  Platte  austretende  Licht  noch  durch  einen 
Analysator j  dessen  Schwingungsrichtung  den  Winkel  -Ö*'  mit  der  X"'- 
Achse  bildet,  so  ist  die  resultierende  Schwingung: 

u  cos  -9"'  +  t;  sin  ö-', 
und  ihre  Intensität 

J^ ,,  =  [(-41^1  cos  t^-\-  A^e^esm  A,)  cos  -ö*'—  {A^e^Bmi ^—A^e^  cos  Aj)  sin-d-']  _ 
H"  \.{A  h  sin  Aj  —  ^  e^  £  cosA^)  cosd' + {A^  e^  e  cos  A^  +  A^e^  sin  Aj)  sin  -ö*' J , 
oder  nach  Einsetzung  der  Werte  (7)   und  Vernachlässigung  der  in  b 
quadratischen  Glieder: 
(10)  J^^^  =  A^^ [ e^ cos*^ cos»«-'  +  e^ %\ts^% sin»'9''+  \he^ sin 2-« sin 2{^'cos2;r T 

+  Be^ 62  (sin  2d  +  sin  2%')  sin  2a T } . 
Die  Intensität  J^,  welche  man  bei  Anwendung  eines  Analysators 
allein  beobachtet,  erhält  man  hieraus   durch   Bildung   des   doppelten 
Mittelwertes  in  bezug  «uf  ^;  sie  ist  also  gegeben  durch 
(11)     J^  =  ^{^1«  cos«  «'  +  e^^  sin*  ^'  +  2e^e^B  sin  2«'  sin  2;rr}, 


424  ni.  iv.    Erscheinungen  im  konvergenten  polarisierten  Licht. 

welcher  Ausdruck  sich  von  demjenigen  (9)  für  die  Intensität  bei  An- 
wendung nur  eines  Folarisators  lediglich  durch  Vertauschung  von  ^ 
mit  -d"'  unterscheidet. 

Endlich  ergibt  sich  hieraus  oder  aus  (9)  durch  nochmalige  Bil* 
düng  des  doppelten  Mittelwertes  die  Intensität  bei  Beobachtung  in 
natmiicheyn  Licht: 

(12)  J-„  =  4,«(e,«  +  0- 

Die  letztere  ist  also  in  der  jetzt  eingehaltenen  Annäherung  von  der 
EUiptizität  unabhängig.  Dagegen  tritt  ein  mit  a  proportionales  Glied, 
welches  zugleich  den  Gangunterschied  enthält,  in  den  Ausdrücken  für 
Jaf  ^p  ^^^  ^^a  *^f-  ^^  letzterem  addiert  sich  dasselbe  aber  zu  einem 
von  E  freien,  also  weit  größeren  Gliede  mit  dem  Faktor  cos  2nVj 
woraus  folgt,  daß  die  Abhängigkeit  der  mit  Polarisator  und  Analysator 
beobachteten  Intensität  vom  Gangunterschiede  —  also  die  Lage  der  in 
konvergentem  Licht  sichtbaren  Interferenzringe  —  durch  die  EUiptizität 
der  Schwingungen  nur  unbedeutend  modifiziert  wird.  Anders  liegt 
die  Sache  bei  Anwendung  eines  Polarisators  oder  Analysators  allein. 
Denn  J^^  und  J^  enthalten  als  einziges,  vom  Gangunterschied  abhängiges 
(und  zwar  in  bezog  auf  ihn  periodisches)  Glied  ein  solches,  welches  e 
als  Faktor  besitzt,  also  mit  der  EUiptizität  verschwindet  —  wie  es  ja 
auch  sein  muß,  da  in  durchsichtigen  Kristallen,  wo  die  Schwingungen 
linear  sind,  in  diesem  Falle  keine  Kurven  gleichen  Gangunterschiedes 
sichtbar  sind.*)  Es  folgt  hieraus,  daß  in  demjenigen  Bereiche  in  der 
Umgebung  der  Binormalen,  wo  e  zwar  klein,  aber  doch  schon  merk- 
lieh von  Null  verschieden  ist,  hei  der  Beohachtung  in  konvergentem 
Licht  mit  Folarisator  allein  oder  Analysator  allein  abwechselnd  hdle 
und  dunJile  Ringe  sichtbar  sein  müssen.  Solche  ,,idiophan&^  Ringe 
kann  man  z.  B.  am  Epidot,  Andalusit,  Axinit  und  Muscovit  in  der 
Tat  leicht  beobachten^),  und  dies  ist  nach  Vorstehendem  umgekehrt 
ein  Beweis  für  die  Existenz  der  von  der  Theorie  geforderten  gleich- 
sinnig rotierenden  elliptischen  Schwingungen.    Wenn  man  diese  Ringe 

1)  Dasselbe  gilt  auch  für  optisch  drehende  Kristalle,  obgleich  in  diesen  die 
Schwingungen  elliptisch  sind;  denn  der  Faktor  des  in  Rede  stehenden  Teiles 
von  Jp  und  J^  würde  lauten  e^-j-^s  statt  2f,  wenn  wir  zunächst  die  ElliptizilAten 
*i,  e,  der  beiden  Wellen  gleicher  Fortpflanzungsrichtung  unterschieden  hätten, 
er  verschwindet  also  für  den  bei  drehenden  Kristallen  vorliegenden  Fall  entgegen- 
gesetzt durchlaufener  Schwingungsellipsen,  wo  f g  ==  —  «i  ist. 

2)  W.  Voigt,  1.  c.  p.  33.  —  Fig.  4,  Taf.  V  zeigt  die  Erscheinung  an  einer 
zur  1.  Mittellinie  senkrechten  Platte  von  Muscovit;  die  Absorption sbuschel  er- 
scheinen hier  wegen  des  relativ  zum  Binormalenwiokel  großen  Gesichtsfeldes 
nicht  senkrecht  zur  Binormalenebene,  wie  es  an  einer  zu  einer  Binormale  senk- 
rechten Platte  der  Fall  sein  würde. 
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bisweilen  auch  ganz  ohne  Polarisator  und  Analysator  wahrnimmt  ^  so 
scheint  dies  zumeist  auf  teilweiser  Polarisation  des  einfallenden  Lichtes 
zu  beruhen,  so  z.  B.  wenn  man  die  Platte  gegen  den  blauen  Himmel 
hält.  Jedenfalls  sind  sie  bei  Anwendung  einer  unpolarisierten  Licht- 
quelle sehr  schwach;  der  dann  noch  sichtbare  Rest  läßt  sich  aber  nach 
Voigt  auch  theoretisch  erklären,  wenn  man  bei  der  Berechnung  der 
Intensität  noch  die  in  s  quadratischen  Glieder  beibehält;  dann  tritt 
nämlich  tatsächlich  auch  in  J^  ein  vom  Gangunterschied  periodisch 
abhängiges  Glied  auf. 

Es  erübrigt  noch,  die  Gestalt  und  Deutlichkeit  der  idiophanen 
Ringe  zu  diskutieren.  Hierzu  müssen  wir  den  Winkel  d"  und  die 
Elliptizität  6  durch  die  Polarkoordinaten  der  Spur  Z'  der  Wellen- 
normale ausdrücken;  als  solche  benutzen  wir  die  durch  (39),  S.  390 
eingeführte  Gh-öße  q  und  das  Azimut  5  der  Einfallsebene  Ä^Z'  gegen 
die  Binormalenebene.  Wir  haben  es  jetzt  noch  immer  mit  einem  Be- 
reiche zu  tun,  wo  Q  groß  gegen  6  ist.    Daher  folgt  aus  (54'),  S.  399: 

'  (?•(!— cos  4  ;jj)        (y-8in'2;p 

und  somit  aus  (51),  S.  396,  in  gleicher  Annäherung 

(13)  *=;^8in2z=2"^8ia(2Ji:-g)- 

Die  Lage  der  X"'- Achse  ist  in  Kap.  H,  §  11  diskutiert  und  durch  die 
Pfeile  in  Fig.  148  veranschaulicht.  In  den  jetzt  in  Betracht  kom- 
menden Entfernungen  von  der  Binormale  sind  die  Hyperbeln,  auf 
denen  sie  konstant  ist,  nur  wenig  von  den  Geraden  durch  Ä^  ver- 
schieden, und  der  durch  (53),  S.  397  bestimmte  Winkel  d  diflferiert 
nur  wenig  von  x]  ßomit  fällt  die  X^"- Achse  nahe  mit  der  X'- Achse 
zusammen,  und  es  ist  daher  (siehe  Fig.  154) 

(14)  ^  =  ««-K, 

ebenso  bei  Beobachtung  mit  Analysator  allein  O*'  =  j3®  —  |g.  Hiernach 
wird  das  von  der  Elliptizität  herrührende  Glied  in  dem  Ausdrucke  (9) 
für  die  Intensität: 

(15)  A*— ^1^2  sin(2a0  —  :)  sin  (2K- 1)  sin  27tr. 

Das  Produkt  e^e^  ist  konstant,  da  dies  nach  (3)  von  %  +  %  gilt; 
ebenso  kann  ö  in   dem  betrachteten  Bereiche  als  konstant  angesehen 

werden.  Der  Faktor  von erreicht  daher  Maxima  seines  absoluten 

Wertes  (vom  Betrage  sin^  {K  —  a^)  und  cos*  (K  —  cfi))  für 
sin(2«<»  +  2^-2J)  =  0, 
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also  für  g  «=  «^  +  -K^  bezw.  a^  +  K  ±^  90®;  er  verschwindet  dagegen 
für  t  =*  2a^(+  180<>)  und  £  -  2K(+  180«).  In  den.  ersteren  Azimuten 
wird  also  die  Änderung  der  Intensität  mit  f  am  größten,  und  werden 
demnach  die  idiophanen  Ringe  am  deutlichsten  sein,  während  sie  in 
den  letzteren  Azimuten  (2  a®  und  2K)  fehlen.  Die  Maximalwerte  des 
Yon  ^  abhängigen  Faktors  werden  selbst  am  größten  (»  1),  wenn  a? 
entweder  =  K  oder  =  jBT  +  90®,  d.  h.  die  Schwingungsrichtung  des 
Polarisators  (oder  Analysators)  parallel  oder  senkrecht  zur  X"-Achse 
(der  Schwingungsrichtung  der  einen  sich  parallel  Ä^  fortpflanzenden 
Welle)  ist.  In  diesen  beiden  Fällen  werden  diese  Maximalwerte  in 
den  Azimuten  ^^  2K  ±  90®,  d.  h.  auf  der  H- Achse,  erreicht,  wo  nach 
Kap.  II,  §  10  auch  die  im  natürlichen  Lichte  sightbaren  Absorptious- 
büschel  am  dunkelsten  sind;  zugleich  fallen  die  beiden  Richtungen, 
in  denen  der  Ausdruck  (15)  verschwindet,  in  die  eine:  i^2K{+  180®) 
zusammen.  Man  kann  daher  das  Resultat  der  vorstehenden  Unter- 
suchung  dahin  zusammenfassen,  daß  die  idiophanen  Ringe  am  deut- 
lichsten sind,  Kenn  die  Schwingungsrichtung  des  Polarisators  einer  der 
beiden  in  der  Binormale  stattfindenden  Schwingungsrichhingen  paralld 
ist,  und  daß  sie  dann  in  den  ohne  Pola/risator  sichibaren  Absorjjtims- 
büschdn  auftreten,  dagegen  in  der  dazu  senkrechten  Eichtung  fehlen., 
(Vergl.  Taf  V,  Fig.  4,  welche  für  zur  Binormalenebene  parallele 
Schwingungsrichtung  des  Polarisators  gilt.) 

Die  hellsten  und  dunkelsten  Stellen  auf  irgend  einem  Radius  des 
Interferenzbildes  sind  wegen  des  Nenners  q  in  (15)  zwar  nicht  genau, 
aber  doch  annähernd  durch  die  Bedingung  T  =  Ä  +  j  bezw.  h  —  \  ( —  wo 
h  eine  ganze  Zahl  ist  — )  bestimmt.  Es  ist  aber  nach  Kap.  II,  §  9, 
qi^  —  q^^  und  folglich  der  Oangunterschied  V  konstant  auf  den. Ellipsen, 
deren  Brennpunkte  in  den  Spuren  der  Windungsachsen  liegen.  Somü 
sind  die  idiophanen  Hinge  Stücke  solcher  kon fokaler  Ellipsen,  die  sich 
indessen  von  Kreisen  für  die  Wahrnehmung  kaum  unterscheiden.  Wegen 
des  Nenners  q  muß  übrigens  der  Helligkeitsunterschied  der  Maxima 
und  Minima,  also  die  Deutlichkeit  der  Ringe,  nach  außen  schnell  ab- 
nehmen. —  Alle  Resultate  der  vorstehenden  Diskussion  werden  durch 
die  Beobachtung  vollständig  bestätigt.^) 

5.   Helligkeit  der  Binormalenspur  swisohen  gekreuzten  Nieols. 

Da  in  der  Spur  der  Binormale  Aj^  selbst  —  wie  auf  der  ganzen  durch  sie 
hindurchgehenden  Z- Achse  —  zufolge  Kap.  II,  §  11  die  EUiptizität  s 
Null  ist,  so  ist  sie  jedenfalls  in  ihrer  unmittelbaren  Umgebung  noch 

1)  W.  Voigt,  1.  c.  p.  33. 
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80  klein,  daß  die  Näherungsformel  (10)  augewendet  werden  kann.  Für 
gekreuzte  Nicola,  wo  sin  2d''  ='  —  sm2d'  ist,  fallt  darin  anch  das 
Glied  mit  €  fort,  nnd  es  wird 

/=  \Äq^  sin»  2^(^«  +  e^^-  2e^e^  cos  2^^. 

Nun  ist  nach  Kap.  U,  §  9  in  Aj^  sowie  auf  der  ganzen  Verbindungs- 
linie der  Windungspunkte  C^C^'  f  =  0,  also  in  der  nächsten  Umgebung 
der  Binormalenspur  cos  2^r  ^^  1  zu  setzen,  und  somit 

(16)  J  ^  \Ä^^  sin«  2^  (e,  -  c^)». 

Ist  der  Kristall  pleochroitisch,  so  sind  e^  und  e^  zufolge  dem  in 
Kap.  n,  §  10  erörterten  Verhalten  der  Absorptionskoeffizienten  in  Ä^ 
verschieden,  und  es  ist  folglich  J  nur  dann  gleich  Null,  wenn  -9"  =  0 
oder  90^  ist,  d.  h.  wenn  die  Schwingungsrichtungen  des  Polarisators 
und  Analysators  zu  denjenigen  parallel  und  senkrecht  sind,  welche 
in  der  Binormalenspur  (wie  auf  der  ganzen  Z- Achse,  siehe. Fig.  148) 
statthaben.  Demnach  müssen  die  Binormalensp^i/ren  pleochroitischer 
Kristalle  im  allgemeinen  auch  hei  geJcreuzten  Nicols  hdl  erscheinen.  Bei 
solchen  Kristallen,  wo  die  Ebene  der  Windungsachsen  senkrecht  zu 
derjenigen  der  Binormalen  steht  (vergl.  S.  400  und  395),  sind  die 
Schwingungsrichtungen  für  die  Binormalen  parallel  und  senkrecht  zur 
Binormalenebene;  es  werden  bei  ihnen  also  nur  in  der  NormalsteUung 
der  Platte  die  Spuren  der  Binormalen  dunkel  erscheinen,  dagegen  am 
stärksten  aufgehellt  in  der  Diagonalstellung  (&  =  ±  45®).  Die  hier- 
durch bedingte  Unterbrechung  der  dunklen  hyperbolischen  Hauptiso- 
gyre  in  den  Binormalenspuren  ist  selbst  bei  ziemlich  schwach  pleo- 
chroitischen  Kristallen  noch  deutlich  wahrnehmbar  und  kann  geradezu 
als  Erkennungsmerkmal  des  Pleochroismus  dienen.^) 

6.  Charakteristische  Eraoheinung  im  airkularpolarisierten  Licht. 
In  den  Richtungen  der  Windungsachsen  pflanzt  sich,  wie  wir  in  Kap.  II, 
§  12  sahen,  je  eine  zirlcularpolarisierte  Welle  fort,  und  zwar  ist  deren 
Rotationssinn  für  die  beiden,  einer  Binormale  benachbarten  Windungs- 
achsen entgegengesetzt.  Läßt  man  nun  zirkularpolarisiertes  Licht  ein- 
fallen, so  wird  dasselbe  also  in  der  Richtung  derjenigen  Windungs- 
achse, welcher  der  gleiche  Rotationssinn  entspricht,  abgesehen  von  der 
Schwächung  durch  die  Absorption  unverändert  durchgelassen  werden, 
in  der  Richtung  der  anderen  dagegen  gar  nicht]  denn  eine  rechts- 
zirkulare  einfallende  Schwingung  kann  im  Kristall  keine  linkszirkulare 

1)  W.  Voigt,  Wied.  Ann.  23  (1884),  p.  598. 
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Komponente  liefern.  In  konvergentem  zirkularpolarisiertem  Licht  muß 
also  bei  Beobachtung  ohne  Analysator  die  Spur  der  einen  Windungs- 
achse ganz  dunkel  erscheinen^  und  natürlich  auch  ihre  Umgebung,  soweit 
die  Schwingungsellipsen  noch  nicht  sehr  gestreckt  sind,  noch  dunkler, 
als  die  der  anderen  benachbarten  Windungsachse. 

Um  diese  Erscheinimg  zu  beobachten,  muß  man  mit  Rücksicht 
auf  den  sehr  kleinen  Winkelabstand  der  Windungsachsen  statt  der 
gewöhnlichen  Polarisationsapparate  für  konvergentes  Licht  ein  auf 
unendlich  eingestelltes  Femrohr  (von  kleiner  Brennweite)  anwenden. 
Voigt  stellte  solche  Beobachtungen  an  einer  senkrecht  zu  einer  Binor- 
male geschnittenen  Andalusitplatte  an,  auf  die  er  blaues,  mittels  ein^ 
Nicols  und  ^A-Glimmerblättchens  zirkularpolarisiertes  Licht  auffallen 
ließ.^)  Bei  Beobachtung  mit  einem  kleinen  Femrohr  ohne  Analysator 
zeigten  sich  dann  in  der  Richtung  senkrecht  zur  Binornialenebene  zwei 
Flecken,  von  denen  der  eine  dunkler  war  als  der  andere.  Bei  Um- 
kehrung des  Rotation  ssinnes  des  einfallenden  Lichtes  (durch  Drehung 
des  Glimmers  um  90®)  vertauschten  sich  die  Intensitäten  der  beiden 
Flecken.  Damit  ist  also  die  Verschiedenheit  des  Rotationssinnes  zu 
beiden  Seiten  der  Z- Achse  (hier  der  Binormalenebene)  in  der  Nähe 
einer  Binormale  direkt  nachgewiesen.  —  Dieselbe  Erscheinung  kann 
man  an  Epidot  und  Axinit  mit  Na -Licht  beobachten,  doch  sind  hier 
die  betreflfenden  Winkelbereiche  noch  kleiner. 


Fünftes  Kapitel. 

Reflexion  an  absorbierenden  Kristalleu. 

1.  Allgemeine  Gleiohungen  des  Problems.  Die  Grenzhedinffungefi, 
welchen  der  Lichtvektor  an  der  Trennungsfläche  zweier  absorbierender 
Medien,  oder  eines  durchsichtigen  und  eines  absorbierenden  Mediums 
genügen  muß,  sind  dieselben^  wie  für  die  Grenzfläche  zweier  durch- 
sichtiger Medien,  sie  besagen  also  in  der  Sprache  der  elektromagneti- 
schen Lichttheorie,  daß  die  zur  Grenzfläche  parallelen  Komponenten  der 
elektrischen  sowie  der  magnetischen  Feldstärke  beiderseits  der  Grenz- 
fläche gleich  sein  müssen.  In  der  Tat  führt  die  in  I,  Kap.  VTI,  S.  175 
gegebene  Ableitung  der  Grenzbedingungen  aus  den  Hauptgleichungen 
hier  zu  denselben  Resultaten  wie  dort.  Da  sieh  nun  die  Difi^erential- 
gleichungen   für   absorbierende  Medien    von   denen   für  durchsichtige 

1)  W.  Voigt,  Göttinger  Nachr.  1902,  p.  41. 
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nur  durch  komplexe  Werte  der  Konstanten  a^i-  unterscheiden,  so 
können  auch  die  in  I,  Kap.  VII  zur  Lösung  des  Reflexionsproblems 
ausgeführten  Rechnungen  hier  formell  bestehen  bleiben,  aber  die 
darin  auftretenden  Qrößen  werden  ebenfalls  komplex.  Wir  wollen  uns 
weiterhin  auf  den  Fall  beschränken,  daß  das  erste  Medium,  in  welchem 
das  Licht  einfällt,  Luß  ist,  da  nur  für  diesen  Fall  Beobachtungen 
vorliegen.  Fällt  das  Licht  in  einem  anderen  durchsichtigen  und  iso- 
tropen Medium  ein,  so  würde  man  die  fQr  den  Einfall  in  Luft  gel- 
tenden Lösungen  übrigens  nur  dadurch  abzuändern  haben,  daß  man 
die  Konstanten  a^k  des  absorbierenden  Mediums  mit  dem  Quadrat  des 
Brechungsindex  des  äußeren  Mediums  multiplizierte. 

Es  soll  nun  eine  ebene  homogene  Welle  unter  dem  Winkel  i 
gegen  das  Einfallslot  einfallen;  letzteres  werde  als  Z'- Achse  (in  das 
absorbierende  Medium  hinein  gerichtet),  die  Einfallsebene  als  Z'X'- 
Ebene  gewählt.  Dann  bestimmen  sich  zunächst  die  Fortpflanzungs- 
richtung  und  der  Polarisationszustiind  der  beiden  gebrochenen  Wellen 
durch  die  Gleichungen  (7)  und  (8),  I,  Kap.  ^^I,  worin  h  die  frühere 

reelle  Bedeutung  -r  -.  oder  hier  speziell    . — :  behält,    die   Polarisations- 
°  Bin  i  ^  sm  t  ' 

konstanten  af^k  aber  durch  die  komplexen  Parameter  ahk  zu  ersetzen 
sind,  und  folglich  auch  an  Stelle  von  r  und  ^  (oder  ö)  Komplexe 
Größen  treten,  welche  mit  r  bezw.  S'  bezeichnet  werden  mögen. 

Die  komplexen  Lösungen  u,  ü,  lu,  deren  reelle  Teile  die   Kom- 
ponenten des  Polarisationsvektors  sind,  haben  für  jede  der  entstehen- 
den Wellen  die  Form: 
(1)    u  =  —  A cos <r cos r •  e-»^,    ü  =  A sin d'- e-^*,    n?  =  A cos ö' sin r •  e~*', 

2  TT  / .       x'  sin  x4-  z  cos  t\  ,     sin  r  .      .  q  .  , 

WO     r  =='  -^{t -        und  =  sm  i,     Q  =  :r     •       ist. 

Wie  hieraus  ersichtlich  ist,  bedeutet  ein  komplexer  Wert  von  r,  daß 
die  Amplituden  in  der  Wellenebene  nicht  "konstant,  also  die  gebrochenen 
Wellen  nicht  homogen  sind,  —  und  ein  komplexer  Wert  von  ö\  daß 
das  Amplitudenverhältnis  der  zur  Einfallsebene  senkrechten  und  zu 
ihr  parallelen  Komponente  komplex,  folglich  (nach  dem  in  der  Ein- 
leitung, S.  11,  Gesagten)  die  Schwingungsform  elliptisch  ist. 

Ebenso  ergeben  sich  nun  weiter  für  die  Amplituden  \^  und  A^^ 
der  sich  in  den  beiden  Medien  fortpflanzenden  Wellen  wieder  die  in 
I,  Kap.  Vn,  §  3  abgeleiteten  Gleichungen  (9)  und  (9'),  welche  nun  aber 
ebenfalls  kofnplexe  Verhältnisse  derselben  liefern.  Für  den  vorliegenden 
Fall  eines  isotropen  äußeren  Mediums  reduzieren  sich  diese  Gleichungen 
auf  diejenigen  (10*)    bis    (10*^)   S.  183,    und    diese    können   wie    in 
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I,  Kap.  VII,  §  5  durch  Einführung  der  ,,uniradialen  Azimute"  weiter  he- 
handelt  werden,  bo  daß  man  schließlich  für  die  Komponenten  P,  und  P^ 
der  reflektierten  Amplituden  senkrecht  und  parallel  zur  Einfalisebene 
wieder  die  Gleichungen  (14),  S.  186,  erhält.  Darin  sind,  wenn  die 
einfallende  Welle  linear  polarisiert  ist,  E^  und  E,  reell ,  die  übrigen 
auf  der  rechten  Seite  vorkommenden  Größen  E  und  P,  sowie  D,  aber 
komplex,  so  daß  auch  P,  und  P^  komplexe  Werte  erhalten. 

2.  Elliptisohe  Polarisation  des  reflektierten  Lichtes.  Wir  be- 
schränken uns  weiterhin  auf  die  Untersuchung  der  reflektierten  Welle, 
da  diese  gerade  für  Medien  von  so  starker  („metallischer'*)  Absorption, 
daß  man  die  eindringenden  Wellen  nicht  mehr  beobachten  kann,  von 
besonderer  Wichtigkeit  als  Hilfsmittel  zur  Bestimmung  der  optischen 

P     P  P, 

Konstanten  wird.    Komplexe  Werte  von  _-  ,  J'  und  p*   bedeuten,  daß 

*      p  p 

die  beiden  Komponenten  der  reflektierten  Welle  sowohl  gegen  die 
entsprechenden  der  einfallenden  Welle  in  der  Grenzfläche,  als  auch 
gegeneinander  Phasendifferenzen  besitzen,  die  von  0  imd  n  verschieden 
sind.  Die  relative  Phasendifferenz  von  P,  und  P^  hat  zur  Folge,  daß 
die  aus  einer  linear  polarisierten  einfaUenden  Welle  entstehende  refleh- 
tierte  im  dllgemeinen  elliptisch  polarisiert  ist.     Setzt  man 

(2)  p'«.tg()'=tg^e'% 

p 

wo  tg  ^  reell  ist,  so  bedeutet  A  die  relative  Phasendifferenz  der  Kom- 
ponenten senkrecht  und  parallel  zur  Einfalisebene^)  und  ^  das  Azimut 
der  Polarisationsebene,  welche  man  für  die  reflektierte  Welle  erhält, 
wenn  man  durch  Aufhebung  der  Phasendifferenz  A  die  lineare  Polari- 
sation wiederherstellt.  Die  Größen  A  imd  ^  bestimmen  sich  aus  der 
Gleichung 

(3)  tg  t  (cos  A  +  t  s.n  A)  =  ^,^ ^^^^  _  (p,.EU,_pa)E(>.)tg. 

und  hängen  daher  außer  vom  Einfallswinkel,  der  die  E,  ,  E^  und 
P,  ,  P_  bestimmt,  noch  vom  Polarisationsazimut  s  der  einfallenden 
Welle  ab.  Einen  Einfallswinkel  analog  dem  in  I,  Kap.  VII,  §  6  defi- 
nierten Pokmsationswinlcd  durchsichtiger  Kristalle,  für  den  P, :  P^  von  s 
unabhängig  und  daher  das  aus  natürlichem  Licht  hervorgehende  re- 
flektierte vollständig  (wenn  auch  elliptisch)  polarisiert  wäre,  gibt  es 

1)  Eine  Verwechslung  mit  der  in  I,  Kap.  vn,  §  4  mit  A  bezeichneten 
(flöße  wird  nicht  zu  befürchten  sein,  da  letztere  hier  nicht  mehr  yorkommt. 
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hier  nicht;  denn  die  aus  (3)  hierfür  folgende  Bedingung  zerfällt  als 
Gleichung  zwischen  komplexen  Größen  in  zwei  reelle  Gleichungen  für 
den  Einfallswinkel,  die  nicht  gleichzeitig  erfüllt  werden  können. 

Dagegen  gibt  es  einen  anderen  ausgezeichneten  Einfallswinkel, 
nämlich  denjenigen,  für  welchen  die  Phasenverzögerung  A,  die'  für 
streifende  Reflexion  0,  für  senkrechte  %  ist,  gleich  |ä  wird,  und  für 
den  folglich  die  Schwingungsellipse  der  aus  einer  linear  polarisierten 
Welle  hervorgegangenen  reflektierten  Welle  ihre  Hauptachsen  parallel 
und  senkrecht  zui-  Einfallsebene  hat.  Dieser  Winkel  ist  dadurch  be- 
stimmt, daß  der  Quotient  auf  der  rechten  Seite  von  (3)  rein  imaginär 
wird,  und  hängt  bei  einem  Ki'istall  daher  bei  gegebener  Einfallsebene 
im  allgemeinen^)  noch  von  a  ab.  Denjenigen  speziellen  Wert  i,  welchen 
er  für  £  =  45^  (also  E^  ~  E^)  annimmt,  nennt  man  den  HaifjpteinfdUs- 
Winkel  und  das  entsprechsnde  Azimut  ^  der  wiederhergestellten  Po- 
larisationsebene das  HauptazimuL  Es  sind  dies  zwei  Größen,  welche 
sich  besonders  für  die  Messung  mittels  Kompensators  und  drehbaren 
Analysators  eignen  und  zur  Bestimmung  der  optischen  Eonstanten 
verwertet  werden  können. 

Es  sei  noch  bemerkt,  daß  auch  für  senkrechte  Inzidenz  sich  tg  q 
im  allgemeinen  komplex  ergibt,  also  (von  speziellen  Fällen  abgesehen) 
auch  das  senkrecht  an  einem  absorbierenden  Kristall  reflektierte  Licht 
elliptisch  polarisiert  ist,  wenn  das  einfallende  linear  polarisiert  war. 

Weiterhin  wollen  wir  die  im  allgemeinen  äußerst  komplizierten 
Formeln  nur  auf  diejenigen  Fälle  anwenden,  für  welche  zuverlässige 
Beobachtungen  vorliegen.  Soweit  es  sich  um  „metallisch"  absorbie- 
rende Körper  handelt,  existieren  solche  bisher  nur  für  die  Spaltungs- 
fläcbe  des  Antimonglanzes,  welche  eine  Symmetrieebene  dieses  rhombisch 
kristallisierenden  Minerals  ist,  sowie  für  eine  größere  Anzahl  optisch 
isotroper  Substanzen,  insbesondere  Metalle.  Wir  behandeln  daher  zu- 
nächst die  Reflexion  an  einer  Grenzfläche  eines  rhombischen  Kri- 
stalls, die  einer  Symmetrieebene  parallel  ist. 

3.  Die  Grenzfläche  und  Einfallsebene  sind  Synimetrieebenen. 
Die  reflektierende  Grenzebene  sei  die  XF-,  die  Einfallsebene  die 
ZX-Ebene.  Dann  fällt  das  im  obigen  eingeführte  Koordinatensystem 
X',  F',  Z'  mit  dem  optischen  Symmetrieachsensystem  zusammen,  und 
es  ist  a,j  =  0,3  =  a^^  =0,  a^^  =  a^  =  a^  +  tfe^  (vergl.  S.  370,  375). 

1)  Aiisgenommen  nämlich  in  dem  Fall,  daß  die  Einfalleebene  eine  optische 
Symmetriebene  des  Kristalls  ist,  wo  aus  Symmetriegründen  z.  B.  E  ,  P  und 
E,  ,  P.    verschwinden  würden. 
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Die  Gleichung  (7),  S.  180,  gebildet  für  die  komplexen  Brechungs- 
winkel r,  zerfällt  dann  in  die  beiden: 

,  /—    .      .         ,  Va,  •  sin  i 

sm  tsj  =  J/c^  sin  i,      tg  ti  =  -/f=^--T=., 

y  1  —  Og  sin*  % 

und  die  Gleichung " (8),  S.  181,  ergibt  für  *  (===  (^)  die  Werte: 

*sj  =  0,     *i  =  Y ; 

die  gebrochenen  Wellen  sind  hier  also  linear  polarisiert.  Von  den 
Größen  E^^)  und  P^)  sind  nur  E^^),  P<^)  und  B^\  P(^>  von  Null  ver- 
schieden,  und  zwar  gelten  für  diese  die  Gleichungen: 

^E(i)  —  P(i))  cos  i  =  cos  ti  =  l/l  —  Oj  sin*  i, 
(£ii)  _|_  pu)^  sin  i  =  sin  r^  =  "I/Qj  sin  i, 
eJ)  +  pJ)  =1, 


(E(»  -  P<")  cotg  i  =  a.  cotg  r,  =  Vi^-^^"^ 


aus  denen  folgt: 

(4) 

I        «i  '    r    1  cos«  '  «2  '^  ^  cos»  ' 

und  somit  schließlich  nach  (14),  S.  186,^) 

('5)      ^  ==  -^^^^-^^?  =  (Vci,  cos  t  +  yi^^,  8in«j)  (cos  i  ^  y^ypig^  gjn«  ♦)       ^ 
^p      f^p^^EiJ^      (Va,  cos  t  —  yi  —  0,  sin*  t)  (cos  *  +  Va,  l/l  —  a,  sin»"»)  ^ 

Für  die  fünf  anderen  möglichen  Fälle,  wo  je  eine  der  Symmetrie- 
achsen X,  Y,  Z  senkrecht  zur  Grenz-  und  Einfallsebene  ist,  erhält 
man  die  entsprechenden  Ausdrücke  in  leichterkennbarer  Weise  durch 
Permutation  der  01,02,03.  Auch  auf  die  Reflexion  an  Flächen  parallel 
oder  senkrecht  zur  Hauptachse  (Z)  einachsiger  Kristalle  ist  der  ge- 
wonnene Ausdruck  leicht  anwendbar.  Findet  die  Reflexion  an  einer 
achsenparallelen  Fläche  im  Hauptschnitt  statt,  so  hat  man  o,  und  a^ 
durch  .Ol  (=  0^  +  ifej,  Oj  durch  O3  (=  e^  +  t6J  zu  ersetzen,  bei  zum 
Hauptschnitt  senkrechter  Reflexionsebene  dagegen  o^  durch  0^,  und  O3 
durch  Oj ;  für  Reflexion  an  der  Basisfläche  ist  einfach  o,  =  Oj  zu  setzen. 

Nach  den  vorstehenden  Formeln  kann  man  aus  beobachteten 
Werten  von  P, :  Pp  —  also  von  'tp  und  A  —  die  optischen  Parameter 
^h^^h  +  ^^h  berechnen.     Sind  so  die  Polarisations-  und  Absorptions- 


1)  P.  Drude,  Dissert.  Göttingen  1887,  p.  46;  Wied.  Ann.  32  (1887),  p.  623. 
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konstanten  a^^  bezw.  hj^  gefunden,  so  bestimmen  sich  scbließlich  die 
Brechungsindizes  »^  und  Absorptionsindizes  x^  aus  den  Gleichungen 

(6)  '>*  =   «*   +    '^   =  Vll^iX;^ 

oder 

welche  sich  durch  Einführung  eines  Hilfswinkels 

(7)  ^»  =  a«tg^ 

in  der  Form  auflösen  lassen: 

ip)  «Ä  =   tg   Y  .  ***    =    ^^^    T   •    K      "fe;,  ~  ■ 

4.  Anwendung  anf  die  Bestinunung  der  optisohen  Konstanten 
des  Antimonglanses.  Bei  den  Beobachtungen,  die  Drude  ^)  an  Spalt- 
flächen von  Antimonglanz  ausführte,  zeigte  es  sich  bald,  daß  dessen 
Parameter  a^^  und  hj^  klein  gegen  1  sind,  so  daß  es  gestattet  ist, 
Näherungsform6ln  zu  bilden.  Man  erhält  so  unter  der  Annahme, 
daß  (wie  bei  den  Beobachtungen  stets  der  Fall  war)  a  =  45®  ist,  in 
erster  Näherung,  d.  h.  bei  Vernachlässigung  der  Größen  von  der  Ord- 
nung a^  oder  l/a^a^  neben  1,  für  Reflexion  in  der  ZX- Ebene: 

1  +  l/a,  C08  i  —  y\ 
(9)       .  tg  p,  = -_- 

—  1  —  ^  \  +  l/a,  cos  i 
cos  »    '    ^  ^ 

und  für  Reflexion  in  der  ZI"- Ebene  den  hieraus  durch  Vertauschuug 
Yon  a^  und  a^  entstehenden  Ausdruck.  In  dieser  ersten  Annäherung 
kommt  also  a^  in  den  Formeln  für  das  reflektierte  Licht  gar  nicht 
vor.  Es  ist  dies  verständlich,  wenn  man  erwägt,  daß  kleine  Werte 
der  a  zufolge  (8)  große  Brechungsindizes  bedingen,  und  daß  daher 
die  Schwingungsrichtungen  der  gebrochenen  Wellen  selbst  bei  sehr 
großen  Einfallswinkeln  sehr  kleine  Winkel  mit  der  Grenzebene  —  der 
XI^-Ebene  —  bilden  müssen.  —  Drude  hat  die  Annäherungsrechnung 
zunächst  einen  Schritt  weiter  getrieben,  wodurch  sich  Formeln  er- 
geben, die  Og  noch  enthalten;  jedoch  erwiesen  sich  die  betreffenden 
Glieder  zu  klein,  um  noch  zur  Berechnung  von  Oj  verwendbar  zu 
sein,  und  konnten  nur  (unter  der  Annahme  eines  wahrscheinlichen 
Wertes  für  Og)  zur  Korrektion  dienen.  Übrigens  sind  diese  Korrek- 
tionen sehr  klein,  und  es  schließen  sich  schon  die  obigen  Näherungs- 

1)  P.  Drude,  Wied.  Ann.  34  (1888),  p.  489. 
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formeln  den  Beobachtungen  bei  verschiedenen  Einfallswinkeln  gut  an. 
Die  unten  anzuführenden  Werte  der  optischen  Konstanten  sind  daher 
auch  aus  jenen  berechnet  und  zwar  in  folgender  Weise.  Aus  (9)  folgt 
für  Reflexion  in  der  ZX- Ebene 

(10)  »l,  =  ;+*«^=^»'.-l/o,cosi; 

V      /  2        1  —  tg  p,         cos  I         '^     2  ' 

ebenso  für  den  Fall,  daß  die  Reflexionsebene  die   FZ- Ebene  ist: 

(10-)  %  =  |Jt.;g».;  =  v«..  _  Ya^  C08  i, 

^      ■'  '       1  —  tg  9,         cos  t        '  "  ' 

also 

SR,  +  9?,  =  (Va  1+  Ya,)  sin  itgi, 
^^^^  \%-m,  =  {V^-  Va,) (cos i  +  j^ .)  . 

Andererseits  hängt  9t  mit  den  beobachtbaren  Größen  t  und  A,  wie 
sich  durch  Einsetzen  von  tgp'=tg^-e*^  in  (10)  ergibt,  gemäß  der 
Gleichung 

,^  o\  W  — ^^^  ^^  J_  •       si^i  2  t/'  sin  A 

^       '  1  —  sin  2 1/j  cos  A  i  —  sin  2  ip  cos  A 

zusammen,  und  es  ist  hiernach  leicht  ersichtlich,  wie  man  zunächst 
Qi  Tind  02,  und  schließlich  n  und  x  aus  den  für  irgend  welche  Ein- 
fallswinkel in  den  beiden  Hauptschnitten  ZX  und  ZY  beobachteten 
Werten  von  ^  und  A  berechnen  kann. 

Auf  diese  Weise  fand  P.  Drude  für  Na-Licht^): 

aj  =  0,0364  +  i  •  0,0088,    o^  =  0,0469  +  i  •  0,0176 , 

ni  -  5,13 ,     Xj  =  0,119 ,    Hg  =  4,40 ,     Xj  -  0,181 , 

wobei  sich  der  Index  ^  auf  die  senkrecht  zur  kristallographischen  Verti- 
kalachse c  (=  X),  der  Index  ^  auf  die  senkrecht  zur  Makroachse  (l') 
polarisierte  Welle  bezieht.  Später  hat  E.  C.  Müller^)  mit  spektral 
zerlegtem  Licht  unter  Anwendung  eines  Glimmerkompensators  (siehe 
S.  228)  eine  Reihe  von  Messungen  ausgeführt,  die  für  Na-Licht  nahe 
mit  denen  Drudes  übereinstimmen  und  im  übrigen  über  die  Abhängig- 
keit der  Konstanten  n^^  und  x^  von  der  Wellenlänge  in  dem  Bereich 
zwischen  den  Fraunhoferschen  Linien  C  und  G  Aufschluß  geben.  Die 
in  Fig.  155  wiedergegebenen  Dispersionskurven  für  n^  und  «^  zeigen 
die    Eigentümlichkeit,    daß    beide    Brechungsindizes    mit    wachsender 

1)  Die  hier  mitgeteilten  Werte  der  n  und  x  sind  nicht  die  von  Drude 
selbst  angegebenen,  sondern  aus  seinen  Werten  der  a^^  von  Müller  berechnet. 

2)  E.  C.  Müller,  Optische  Studien  am  Antimonglanz.     Dissert.  Göttingen 
1903.     N.  Jahrb.  f.  Miner.  Beil.-Bd.  17  (1903),  p.  187. 
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Wellenlänge  zunächst  zu- 
nehmen, im  örün  ein 
Maximum  und  in  der 
Nähe  des  roten  Endes 
des  Spektrums  ein  Mini- 
mum erreichen,  welches 
letztere  aber  noch  etwas 
höher  ist  als  die  Werte 
für   die    Linie   G.      Der 

Maximalwert  von  n^  ist  5,55,  derjenige  von  n^  4,52  und  derjenige 
von  n^  —  Wj,  welcher  für  die  Linie  F  eintritt,  1,04,  Sowohl  die  ab- 
soluten Werte  der  Brechungsindizes,  als  ihre  Differenz,  also  die  Stärke 
der  Doppelbrechung,  sind  die  größten  für  irgend  einen  Körper  bisher 
bekannten. 

Die  Absorptionsindizes  wachsen  beide  sehr  stark  vom  Rot  nach 
dem  Violett  und  zwar  x^  von  0,0537  (gültig  für  die  C- Linie)  bis  0,681 
(für  die  6r-Linie),  Xg  von  0,120  bis  0,485,  so  daß  für  eine  mittlere 
Wellenlänge  (etwa  520  fifi)  Xg  =  x^  wird.  Die  absoluten  Werte  der  x 
sind  zwar,  noch  beträchtlich  kleiner  als  die  den  Metallen  zukommenden 
(siehe  unten,  §  6),  aber  doch  schon  so  groß,  daß  die  dünnsten  her- 
stellbaren Blättchen  (von  höchstens  y^^^  mm  Dicke)  nur  noch  bei  sehr 
intensiver  Beleuchtung  ein  wenig  Licht  (vom  äußersten  Rot)  durch- 
lassen, und  daß  direkte  Messung  der  Absorption  durch  Beobachtung 
im  durchgehenden  Licht  nicht  mehr  möglich  ist.^) 

Es  sei  noch  erwähnt,  daß  (wie  schon  Drude  fand  und  E.  C.  Müller 
bestätigte)  die  Spaltflächen  des  Antimonglanzes  sich  mit  der  Zeit 
durch  Bildung  einer  Oberflächenschicht  verändern,  worauf  bei  den 
Beobachtungen  Rücksicht  genommen  werden  mußte. 

5.  Abhängigkeit  der  Beflezion  an  einer  Spaltfläche  des  Anti- 
monglanzes vom  Azimut  der  SinfalLiebene.  Ist  die  Einfallsebene 
nicht,  wie  in  §§  3  und  4  angenommen,  ein  Hauptschnitt  der  reflek- 
tierenden Ebene,  sondern  bildet  sie  mit  der  (zur  kristallographischen 
Vertikalachse  parallelen)  ZX- Ebene  den  Winkel  g,  so  würden  die 
strengen  Formeln  zur  Berechnung  von  P,  und  P^  überaus  kompliziert, 
weil  die  Brechungswinkel  r^,  x^  und  die  Polarisationsazimute  tf,',  d^' 
der   gebrochenen  Wellen    dann    schon    durch    komplizierte    komplexe 


1)  Dies  gilt  jedoch  nicht  mehr  für  infrarote  Strahlen,  für  welche  die  Durch- 
lässigkeit nach  Beobachtungen  von  J.  Königsberger  (Phys.  Zeitschr.  4  [1903], 
p.  495)  sehr  viel  größer  ist. 
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Ausdrücke  gegeben  werden.  Allein  in  derjenigen,  in  §  4  besprochenen 
Annäherung,  welche  sich  für  die  Reflexion  in  den  Symmetrieebenen 
beim  Antimonglanz  als  zulässig  erwiesen  hat  und  dies  also  auch  für 
zwischenliegende  Einfallsebenen  sein  muß,  tritt  eine  große  Verein- 
fachung ein:  denn  man  kann  dann  annehmen,  daß  die  Polarisation  der 
gebrochenen  Wellen  derjenigen,  welche  für  senkrechten  Einfall  gelten 
würde,  gleich,  also  linear  und  parallel  zu  X  bezw.  Y  sei,  so  daß  gilt 

*i'=  2  "^'   *2'  =  — £; 

zugleich  kann  cos  tj  ==  cos  r,  =*  1,  sin  r^  —  Ya^  sin  i,  sin  r,  =  j/Oj  sin  t 
gesetzt  werden,  da  den  konstanten  Polarisationsrichtungen  auch  kon- 
stante (komplexe)  Brechungsindizes  entsprechen.  Die  Gleichui^en 
(10  a,  b,  c,  d),  S.  234,  ergeben  daher: 

E(0  —  P(0  =  ®^^  pi)  —  P(J)  «  ?^ 

Pi  Pi  cos  t  '  A  Pi  COS  * ' 

E<|)  +  P<|)  =  cos  g ,  E<|)  +  PW  =  -  sin  e, 

E(i>  +  P;j)  =  Voi  sin  t,      BJ)  +  PO)  =  fä;  cos  t, 

Eo  -  pw  =  y^  '=°''  ^,     Ew  -  pc)  =  _  1/a: — ^  , 

•i  »1  ^      *   COS  t'  's  «1  ^  ^  COS  l  ' 

woraus  folgt: 

Ea)  =  -Jsing(ya,+J^.),      P<?>  =  i8inS(A-^^.), 

E(;)  =  i  cos  g(i  +  £"■.),       P;)  =  i  cos  g(i  -  J^;«.), 

EO.  =  icosg(l/S;  +  J^.),      FU.  =  icosg(l/a,-^^.), 
E(0  =  -  i  sin  g  (l  +  >^''»:) ,     •  PW i  sin  g  (l  -  ^"'.) , 

«»  '  *  \        '     COB  » /  '  «>  *  *  \  COS  «/  ' 

Durch  Einsetzen  dieser  Werte  in  die  Ausdrucke  (14),  S.  186,  erhält 
man  schließlich  unter  der  Voraussetzung,  daß  e  =  45",  also  E,  =  E^,  ist, 

- 1  +  cos«  f  Q^£'.  -  Va,  cos  ij  +  sin'  J  (^^^J«.  -  }/a.  coe .)  +  sin  2  J  (]/a.  -  j/ii;) 

+ 1  +  cos«  J  (J^?! .  -  Vo,  cos .)  +  sin«  E  (^^^"•.  -  j/a,  cos  i)  -  sin  2|  (l/i^  -  ]/^) 

und  hieraus 

p     ,   p         cos«fP  "'.  — l/ojCOsiWsin'ff^"».  — VöicosA 

(-.n^  «»_?"'■•_  *  \C08  »         ''^  /  ^  •\C08«         '     ' / 

^     ^  """Pp-P.  ~  l-sin2t(yo.-ya,)"       ""     "    ' 

oder  bei  Einführung  der  auf  die  Hauptschnitte  bezüglichen  Größen 
%  und  SR,  gemäß  (10)  und  (10"): 
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9t=    — 


»,  cos«  f -f  S,  8in»t 


l  +  («:-«.)j-+,,,..Bm2f 


Die  nach  (12)  aus  den  Beobachtungen  yon  ^  und  A  ableitbare  Größe 
9fi  ist  hiemach,  da  der  Nenner  ein  (allerdings  gegen  1  kleines)  mit 
sin  2f  proportionales  Glied  enthält,  keine  symmeirische  Funktion  des 
Azimuts  f,  d.  h.  sie  hat  für  g  und  —  g  oder  £  und  ä  —  g  nicht  denselben 
Wert.  Die  Messungen,  welche  Drude  für  36  äquidistante  Azimute 
der  Einfallsebene  (bei  Einfallswinkebi  von  ca.  70^)  ausführte,  lassen 
in  der  Tat  eine  unsymmetrische  Verteilung  der  Werte  von  ^  und  A, 
also  auch  von  91  deutlich  erkennen.  Dieselbe  steht  nach  dem  eben 
Gesagten  nicht  etwa  (wie  Drude,  der  in  der  Formel  (13)  das  Glied 
mit  sin  2£  vernachlässigt  hatte  glaubte  annehmen  zu  müssen)  in  Wider- 
spruch zur  rhombischen  Symmetrie  des  Ejristalles,  sondern  hat  ihren 
Grund  in  der  unsymmetrischen  Lage  der  Polarisationsebene  des  ein- 
fallenden Lichtes  gegen  die  Einfallsebene;  denn  bei  der  oben  voraus- 
gesetzten, von  Drude  angewandten  Versuchsanordnung  ist  das  ein- 
fallende  Licht  immer  unter  -f-  45®  gegen  die  Einfallsebene  polarisiert, 
so  daß  für  zwei  Wellen,  die  in  zwei  kristallographisch  gleichwertigen 
Einfallsebenen  unter  gleichem  Winkel  einfallen,  die  Polarisations- 
richtungen doch  kristallographisch  un gleichwertige  Lagen  haben.  (Siehe 
Fig.  156,  wo  Qi,  Q^  zwei  symmetrisch  liegende  einfallende  WeUen- 
normalen,  P^,  P,  ihre  Polarisationsrich- 
tungen bezeichnen).  Li  der  Tat  hat  auch 
E.  C.  Müller  (a.  a.  0.  S.  225)  gezeigt, 
daß  die  Abweichungen  zwischen  den  in 
entgegengesetzt  gleichen  Azimuten  g  von 
Drude  beobachteten  Winkeln  ^,  welche 
etwas  über  1®  erreichen,  vollständig  der 
Theorie  entsprechen;  auch  die  von  ihm 
nach  der  Gleichung  (13')  aus  SRi  und  St^ 
berechneten  Werte  9t  stimmen  mit  den 
beobachteten  recht  gut  überein.  Außerdem 
hat  Müller  aber  auch  noch  durch  einen 
direkten  Versuch  dargetan,  daß  die  optische  Symmetrie  des  Antimon- 
glanzes der  (rhombischen)  kristallographischen  entspricht:  er  beobach- 
tete ^  und  A  unter  gleichem  Einfallswinkel  und  gleichem,  von  der 
Vertikalachse  nach  links  gerechnetem  Azimut  £  an  den  zwei  durch 
eine  einzige  Spaltung  erzeugten  Flächen  (010)  und  (010).  Fiele 
die    optische    Symmetrieachse   X   nicht    mit    der  Vertikalachse  c   zu- 


Fjg.  156. 
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sammen,    so    wiirde   sie   anf  dieseD    beiden  Flächen  für  den   darauf- 
sehenden  Beobachter  in   entgegengesetztem  Sinne  von  ihr  abweichen 
(siehe  Fig.  157),  und  es  würden  folglich  die  Azimute  g  der  Einfalls- 
ebene E  gegen  X  gerechnet  auf  den  beiden 
^  ^  /^    Flächen  um  das  Doppelte  dieser  (von  Drude 

auf  ca.  10®  geschätzten)  Abweichung  ver- 
schieden sein,  es  müßten  also  auch  die  be- 
obachteten Werte  von  ^  und  A  in  beiden 
Fällen  differieren.  Dieselben  stimmten  aber 
innerhalb  der  Grenzen  der  Beobachtungsfehler 
überein;  eine  Abweichung  der  optischen  Sym- 
ioto)  (010)  metrieachsen  von  den  kristoMographischen  ist 

Fig.  157.  also  nicht  vorhanden. 

6,  Beflexion  an  optisch  isotropen  metallisoh  absorbierenden 
Körpern.  Für  optisch  isotrope  Medien  erhält  man  aus  (4);  indem 
man  darin  a^  =  ag  =  tts  =  ö  setzt: 

yr^  .V      Pp  _  cos«  Ya  —  Yl  —  a  sin*  i  P*  _  cos?'  —  |/a  "(/l  —  a  sin'  t 

Ep      cos t  Ya  -f  yi  —  a  sin* » '  E,      cos*  +  "l/a  ^1  —  a  sin*  i ' 

..ps  P«  _  sin'  i  'Ya  —  cos  i  |/l  —  a  sin*  i     E* 

Pj9        sin*  t'  •  "j/a  +  cos  i  j/i  —  a  sin*  i    ^p 
Setzt  man  wieder  nach  (2)  die  linke  Seite  der  letzteren  Gleichung 
=  tg^-e*'^  und  führt  die  durch  (12)  definierte  Größe  ^  ein,  so  folgt 
unter  der  Annahme  E,  =  Ej^,  (d.  h.  £  =  45^): 

^  cos  2a/;  .       sin  2i/>  sin  A       sin  t"  tg  i  •  "j/a 

i  —  sin  2t/7  cos  A  1  —  sin  2i/)  cos  A        i/J q  gin^V ' 

oder  durch  Einführung  des  Ausdruckes  (6)  für  a: 

(16)  gt  =  -f^r  -/-=^--- 

w(l— ix)     ^/    ^/      flint      \* 

Erfahrungsgemäß  hat  nun  für  die  metallisch  absorbierenden 
Körper  «x  (im  sichtbaren  Spektrum  wenigstens)  stets  so  große  Werte, 

daß  man  ( — j  oder  das  Quadrat  des  Moduls  von  a  neben  1  vernach- 
lässigen kann.  Dann  erhält  man  durch  Entwicklung  der  Wurzel  die 
Näherungsformel 

(>«■)        ''-.';rii:,(i_+ !,.,;'=:'..,)■ 

Für  den  HaupteinfallswinJcd  i  wird  nach  S.  431  A  =  ~n,  also 
SR  =»  cos  2^  +  i  sin  2^;   er  ist  daher  durch  die  Bedingung  bestimmt, 
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daß   der  Modul   der  komplexen   Größe  91  den  Wert   1   haben   muß. 
Dies  ergibt  die  Gleichung 

(17)  Bmitgi=nVl+K'{l-lHmUj^*^,}, 

worin  auf  der  rechten  Seite  sin  i  durch  den  aus 


(17')  sin*  tgi  =»l/l4-x* 

folgenden  Näherungswert  ersetzt  werden  kann. 

Für  das  Hauptazimut  Iß  erhält  man,  da  tg  2^  gleich  dem  Ver- 
hältnis des  durch  i  dividierten  imaginären  zum  reellen  Teil  von  9t  ist, 
in  der  gleichen  Annäherung: 

(18)  tg2^=x(i+„,;;?;y. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  (17)  und  (18)  können  die  beiden 
Konstanten  n  und  nx  berechnet  werden;  es  genügt  also  zu  deren  Be- 
stimmung bei  isotropen  Körpern  die  Beobachtung  des  Haupteinfalls- 
winkels und  Hauptazimuts,  natürlich  können  aber  auch  Beobachtungen 
bei  anderen  Einfallswinkeln  benutzt  werden.  Indem  wir  wegen  der 
Durchführung  dieser  Bestimmung  z.  B.  auf  die  Darstellung  von  Drude 
in  Winkelmanns  Handbuch  der  Physik  verweisen,  führen  wir  hier 
nur  noch  einige  Resultate  für  regulär  kristallisierende  Metalle  sowie 
für  Bleiglanz  nach  Drude ^)  an;  dieselben  gelten  für  Na-Licht. 


R 


Silber 

0,18 

3,67 

20,3 

0,963 

Gold 

0,37 

2,82 

7,71 

0,851 

Kupfer         j 

0,64 

2,62 

4,09 

0,782 

Blei              1 

2,01 

3,48 

1,73 

0,621 

Nickel 

1,79 

3,32 

1,86 

0,620 

Eisen           1 

2,36 

3,20 

1,36 

0,661 

Platin 

2,06 

4,26 

2,06 

0,701 

Bleiglanz     | 

4,80 

1,72 

0,40 

0,446 

Man  sieht,  daß   die  Vernachlässigung  von   1   neben  (nx)^  tatsächlich 
in  allen  diesen  Fällen,  außer  etwa  dem  letzten,  unbedenklich  ist. 

Auch  das  Reflexion^vermögen  R,  d.  h.  das  Verhältnis  der  reflek- 
tierten zur  einfallenden  Intensität  für  senkrechten  Einfall,  kann  eventuell 
zur  Ermittelung  von  w  und  x  herangezogen  werden.    Dasselbe  ist  durch 


1)  P.  Drude,  Wied.  Ann.  36  (1889),  p.  648;  39  (1890),  p.  637.  Die  Metalle 
äind  freilich  nicht  in  Kristallen,  sondern  im  „dichten'^  (kryptokristallinen)  Zustand 
untersucht;  in  Anbetracht  ihres  regulären  Kristallsystems  macht  dies  aber  keinen 
unterschied. 


440  ni.  y.   Reflexion  an  absorbierenden  Kristallen. 

das  Quadrat  des  absoluten  Betrages  des  Quotienten  von  P  durch  E 
gegeben,  für  welchen  sich  aus  den,  im  Falle  i  «=  0  identisch  werden- 
den Formeln  (14)  ergibt: 

|p.'_iyä_-i'^ 

1^.       iVa+li 
Drückt  man  hierin  a  durch  n  und  x  aus  und  läßt  die  oben  als  zulässig 
erkannte  Annäherung  eintreten,  so  findet  man: 

..qs       p_i_     P   «^(1— nd  — ix))(l  — n(l+tx))^l  +  n*(l  +  x«)— 2n 

Man  erkennt  hieraus,  daß  erst  sehr  starke  Absorption,  für  welche  x 
mit  1  Ton  gleicher  Größenordnung  ist,  merklichen  Einfluß  auf  das 
Reflexionsvermögen  ausübt.  Bei  Körpern,  die  in  gegen  die  Wellen- 
länge dicken  Schichten  noch  durchsichtig  sind,  ist  ein  solcher  Einfluß 
daher  nicht  vorhanden.  Die  Metalle  dagegen  verdanken  ihr  hohes 
Reflexionsvermögen  —  den  „Metallglanz''  —  ihrem  großen  Absorp- 
tionskoeffizienten (vergl.  die  Tabelle  S.  439,  deren  letzte  Kolumne  das 
aus  (19)  berechnete  Reflexionsvermögen  angibt).  Beim  Bleiglanz  ist 
das  metallische  Reflexionsvermögen  jedoch  vorwiegend  durch  den  hohen 
Brechungsindex  bedingt,  und  noch  mehr  gut  dies  nach  einer  Unter- 
suchung von  Koenigsberger  für  andere  metallglänzende  Metallsulfide 
und  Metalloxyde,  welche  weit  schwächer  als  die  Metalle  absorbieren, 
so  daß  ihr  Reflexionsvermögen  und  Extinktionskoeffizient  durch 
Messung  der  von  je  zwei  verschieden  dicken  Platten  dtirchgelassenen 
Intensitäten  bestimmt  werden  konnten.^) 

Die  Farbe  der  Metalle  beruht  auf  der  Abhängigkeit  des  Brechungs- 
und Absorptionsindex,  und  folglich  auch  des  Reflexionsvermögens  von 
der  Wellenlänge  A®.  Was  die  Abhängigkeit  des  n  von  A®,  also  die 
Dispersion  betriift,  so  ist  dieselbe,  außer  beim  Gold,  Kupfer  und  Blei, 
anomal,  d.  h.  n  wächst  mit  A®,  wenigstens  soweit  aus  den  bisher  vor- 
liegenden Messungen  für  das  sichtbare   Spektrum  zu  schließen  ist*) 

7.  Reflexion  an  selektiv  absorbierenden,  pleoohroitischen  Kri- 
stallen. Der  Ausdruck  (19)  für  das  Reflexionsvermögen  bei  senkrechtem 

1)  J.  Koenigsberger,  Phys.  Zeitschr.  4  (1903),  p. 495;  Zentralbl.  f.  Miner.  etc. 
1906,  p.  454.  —  Diese  Messungen  beziehen  sich  hauptsächlich  auf  dunkle  Wärme- 
strahlen (von  Wellenlängen  bis  40  ^). 

2)  Über  das  Verhalten  der  Metalle  für  langwellige  Wärmestrahlen  vergl. 
Hagen  und  Rubens,  Drudes  Ann.  11  (1903),  p.  878;  für  ultraviolettes  Licht: 
Minor,  Drudes  Ann.  10  (1903),  p.  581.  Silber  hat  danach  im  Ultraviolett  viel 
größeres  n  und  viel  kleineres  x,  als  im  sichtbaren  Spektrum. 
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Einfall  gilt  auch  für  doppeltbrechende  Kristalle^  wenn  das  einfallende 
Licht  parallel  zu  der  Polarisationsrichtung  einer  der  beiden ,  sich  im 
Kristall  senkrecht  zur  Grenzfläche  fortpflanzenden  Wellen  polarisiert 
ist.  Diesen  beiden  Polarisatiossrichtungen  entsprechen  dann  aber  im 
allgemeinen  verschiedene  Werte  von  n  und  x.  Die  Verschiedenheit  der 
Absorptionsindizes  x  kann^  wie  wir  sahen,  bei  pleochroitischen  Kristallen 
sehr  beträchtlich  sein-,  ist  dabei  nun  einer  der  beiden  in  Betracht 
kommenden  Werte  so  groß,  daß  er,  wie  bei  den  Metallen,  ein  großes 
R  zur  Folge  hat,  so  wird  yon  einem  senkrecht  einfallenden,  linear 
polarisierten  Strahl  die  eine  Komponente  sehr  viel  stärker  reflektiert 
als  die  andere;  folglich  muß  dann  senkreckt  einfallendes  natürliches 
Licht  nach  der  Befteodon  polarisiert  sein  und  zwar  parallel  zur  Polari- 
sationsrichtung des  stärker  absorbierten  Strahls  im  Kristall.  Dasselbe 
muß  auch  noch  für  schief  einfallendes  Licht  gelten,  wobei,  solange 
der  Einfallswinkel  klein  ist,  gegenüber  der  partiellen  Polarisation 
durch  schiefe  Reflexion  an  durchsichtigen  Medien  der  Unterschied  be- 
steht, daß  die  Polarisationsebene  des  reflektierten  Lichtes  bei  letzteren 
immer  nur  wenig  geneigt  gegen  die  Einfallsebene  ist,  im  vorliegen- 
den Falle  dagegen  eine  von  der  Einfallsebene  unabhängige,  bestimmte 
Orientierung  gegen  den  Kristall  besitzt. 

Kristalle,  welche  das  oben  vorausgesetzte  optische  Verhalten  be- 
sitzen, müssen  demgemäß  im  natürlichen  Lichte  zwar  mehr  oder  weniger 
durchsichtig  sein  (da  der  eine  Strahl  nur  schwach  absorbiert  wird), 
aber  trotzdem  auf  ihrer  Oberfläche,  oder  doch  auf  gewissen  Flächen, 
polarisierten  und  meist  auch  farbigen  MetaUglane  zeigen.  Am  schönsten 
ist  dieser  metallische  Oberflächenschiller  zu  beobachten  an  verschiedenen 
Platincyanüren,  an  denen  er  von  Haidinger^)  zuerst  beschrieben  und 
von  W.  König*)  eingehend  untersucht  worden  ist.  Diese  Verbin- 
dungen, welche  in  prismatisch  gestreckten,  rhombischen  oder  mono- 
klinen  Formen  kristallisieren,  zeigen  auf  den  Prismenflächen  intensiv 
farbigen,  senkrecht  zur  Längsachse  polarisierten  Metallglanz,  und  zwar 
auf  allen  zur  Längsachse  parallelen  Flächen  den  gleichen;  seine  Farbe 
ist  bei  Baryuffl-Platincyanür  tiefblau,  bei  Yttriumpia tincyanür  grün, 
bei  Lithium -Kaliumplatincy an ür  hellblau,  während  die  betreffenden 
Kristalle  im  durchgehenden  Lichte  bezw.  grün,  dunkelrot  und  orange- 
farben erscheinen.  Da  hier,  der  Beschaffenheit  des  OberflächenschiUers 
nach  zu  schließen,  metallische  Absorption  nur  für  den  senkrecht  zur 

1)  Haidinger,  Pogg.  Ann.  68  (1846),  p.  302;  70  (1847),  p.  574;  71  (1847), 
p.  821:  76  (1849),  p.  99  u.  294;  77  (1849),  p.  89;  81  (1860),  p.  572. 

2)  W.  König,  Wied.  Ann.  19  (1883),  p.  491. 
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Längsachse  polarisierten  Strahl  und  nur  für  einen  Teil  des  Spektrums 
stattfindet,  so  sollte  man  zunächst  erwarten,  daß  die  in  Rede  stehen- 
den Kristalle  im  senkrecht  zu  ihrer  Längsachse  durchgehenden  Lichte 
stark  pleochroitisch  und,  wenn  natürliches  Licht  einfällt,  komplementär 
zu  dem  Metallschiller  gefärbt  sein  müßten.  Beides  ist  bei  einiger- 
maßen dicken  Kristallen  nicht  der  Fall,  wohl  aber,  wie  W.  König 
Dachgewiesen  hat,  bei  solchen,  deren  Dicke  yon  der  Größenordnung 
der  Lichtwellenlänge  ist,  was  sich  dadurch  erklärt,  daß  sich  der 
metallischen  Absorption  des  einen  Strahls  eine  schwächere  beider 
Strahlen  superponiert.  Die  Untersuchung  sehr  dünner  Kristalle, 
welche  in  dem  Zwischenraum  zweier  zur  Herstellung  der  Newton- 
schen  Ringe  bestimmter  Gläser  gebildet  waren,  zeigte,  daß  die 
(metallischß)  Absorption  schon  merklich  yoUständig  ist  in  einer 
Schicht,  deren  Dicke  gegen  die  Wellenlänge  in  Luft  noch  klein  ist. 
Auch  ließen  sich  durch  Beobachtung  des  Gangunterschiedes  und  der 
Interferenzen  im  natürlichen,  reflektierten  Licht  für  den  nicht  metal- 
lisch absorbierten  Teil  des  Spektrums  die  Brechungsindizes  annähernd 
bestimmen,  wobei  sich  ergab,  daß  —  wie  es  die  Theorie  der  Dispersion 
(siehe  S.  365^  verlangt  —  der  Brechungsindex  des  senkrecht  zur  Längs- 
achse polarisierten  Strahls  bei  ÄnnäJierung  an  das  Gebiet  metallischer 
Absorption  sehr  stark  nächst  (z.  B.  beim  Li-K-Platincyanür  von  2,0  bis 
3,3  im  Wellenlängenbereich  von  590  (ifi  bis  524  fi/x),  und  daß  auch 
die  Doppelbrechung  dort  sehr  große  Beträge  (wahrscheinlich  weit 
über  1)  erreicht.  Hierdurch,  in  Verbindung  mit  der  metallischen  Ab- 
sorption, werden  auch  ungewöhnliche  Interferenzfarben  der  sehr  dünnen 
Kristalle  zwischen  gekreuzten  Nicols  bedingt,  wegen  deren  Einzel- 
heiten aber  auf  die  oben  zitierte  Abhandlung  von  König  verwiesen 
werden  muß. 


Sechstes  Kapitel. 

Lichtemission  der  Kristalle. 

1.  Temperatuxstrahlung.  Xach  dem  von  6.  Kirchhoff  ans  den 
IVinzipien  der  Thermodynamik  abgeleiteten  Gesetz,  daß  bei  ,jneiner 
Temperaturstrahlung''  das  Verhältnis  des  Emissions-  zum  Absorptions- 
vermögen lur  alle  Körper  bei  derselben  Temperatur  das  gleiche  wmd 
auch  dieselbe  Funktion  der  Schwingungsdauer)  ist,  können  nur  ah- 
sorbitrrnde  Körper  infolge  Temperaturerhöhung  selbst  Licht  ausstrahlen 
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tmd  müssen  dies  unter  sonst  gleichen  Bedingungen  um  so  intensiver 
tun,  je  stärker  sie  absorbieren.  Angewendet  auf  pleochroitische  Kri- 
stalle ergibt  dieser  Satz  die  Folgerung,  daß  in  dem  nach  einer  be- 
stimmten Richtung  ausgestrahlten  Licht  diejenige  Schwingungskom- 
ponente überwiegen  muß,  welche  bei  der  entsprechenden  Fortpflan- 
zimgsrichtung  im  Kristall '  stärker  absorbiert  wird,  so  daß  also  das 
emittierte  Licht  im  aUgemeinen  teüiveise  polarisiert  sein  muß.  Diese 
Folgerung  hat  bereits  Kirchhoff  selbst  gezogen  und  auch  durch 
einen  qualitativen  Versuch  an  einer  zur  Hauptachse  parallelen  Platte 
aus  TwmaUn  geprüft.^)  Er  brachte  eine  solche  Platte  in  einer 
Bunsenflamme  zum  Glühen  und  stellte  zunächst  fest,  daß  auch  dann 
noch  der  ordentliche  Strahl  stärker  absorbiert,  wurde,  als  der  außer- 
ordentliche, indem  er  nämlich  einen  glühenden  Draht  durch  die  Platte 
und  durch  ein  doppeltbrechendes  Prisma  betrachtete;  allerdings  war 
der  HeUigkeitsunterschied  der  beiden  Bilder  erheblich  geringer,  als 
wenn  sich  die  Platte  außerhalb  der  Flamme  befand.  War  nun  das 
doppeltbrechende  Prisma  in  diejenige  Stellung  gebracht,  bei  der  die 
beiden  Bilder  des  durch  die  Platte  hindurch  gesehenen  Drahtes  den 
größten  Helligkeitsunterschied  zeigten,  und  wurde  dann  der  Draht 
entfernt,  so  erschien  von  den  beiden,  durch  das  doppeltbrechende 
Prisma  gesehenen  Bildern  der  glühenden  Turmalinplatte  selbst  das- 
jenige (von  den  außerordentlichen  Strahlen  herrührende)  dunkler, 
durch  welches  hindurch  vorher  der  Draht  heller  erschienen  war.  Das 
ist  aber  die  Erscheinung,  welche  nach  dem  Kirchhoffschen  Gesetze 
zu  erwarten  war. 

Eine  quantitative  Prüfung  dieses  Resultates  ist  neuerdings  von 
A.  Pflüger  durchgeführt  worden.^)  Zu  dieser  Untersuchung  dienten 
Platten  aus  drei  verschiedenen  grünen  Turmalinkristallen  von  ca.  ~  mm 
Dicke  (die  Platten  müssen  so  dünn  sein,  daß  die  Absorption  des 
außerordentlichen  Strahls  noch  gering  ist);  dieselben  wurden  ebenfalls 
in  einer  Bunsenflamme  zum  Glühen  erhitzt,  wobei  sich  ihre  Leucht- 
stärke (und  also  die  Temperatur)  während  der  Versuchsdauer  ge- 
nügend konstant  erwies.  Mittels  eines  Lummer-Brodhunschen  Spektro- 
photometers  mit  drehbarem  Analysator  vor  dem  Okularspalt  wurde 
nun   die   Intensität    der   außerordentlichen  und   ordentlichen   Strahlen 


1)  G.  Kirch  ho  ff,  Pogg.  Ann.  109  (1860),  p.  299.  Unters,  üb.  d.  Sonnen- 
spektrum D.  die  Spektren  d.  ehem.  Elemente.  2.  Ausg.  Berlin  1862.  §  16.  Ges. 
Abb.,  Leipzig  188*2,  p.  696.  Die  Beobachtung  KirchhofFs  wurde  auch  von  Balfour 
Stewart  (Phil.  Mag.  [4]  21  [1861],  p.  391)  bestätigt. 

2)  A.  Pflüger,  Drudes  Ann.  7  (1902),  p.  806. 
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einmal  im  durchgehenden  Licht  (wobei  eine  durch  eine  Glühlampe 
beleuchtete  matte  Glasscheibe  als  Lichtquelle  diente)^  dann  im 
emittierten   Licht   verglichen;    die   so    gefundenen   Verhältnisse    sind 

-/  Ti'^  J    uiid    TcT,  wenn  E^,  E^  die  emittierten,'  J"^,  J^  die   (infolge 

Reflexion  im  Apparat  verschiedenen)  einfallenden  Intensitäten,  und 
D^,  D^  die  Schwächungsverhältnisse  beim  Durchgang  durch  die  Platte 
sind.  Aus  letzteren  ergibt  sich  der  absorbierte  Anteil  gemäß  der  Be- 
ziehung 

wo  R  das  aus  den  Brechungsiudizes  zu  berechnende  Schwächungs- 
verhältnis durch  (senkrechte)  Reflexion  bedeutet.  Die  Messungen 
konnten  nur  für  rotes  Licht  ausgeführt  werden,  da  nur  dieses  von 
den  glühenden  Platten  hinreichend  intensiv  ausgestrahlt  wurde.     Es 

ergab  sich 

A,  E^ 

Ä^  E^ 

an  Platte     I  für  JiP  =  635  |ufi  :  0,580  0,578 

„  „       II    „    A^  =  635ft.a:  0,650  0,641 

„  „       „     „     A0  =  610^/t:  0,488  0,492 

„  „     III    „    ;L«-635^|[i:  0,595  0,592 

,,  ^,       ,,      ,,     Z0  =  610/ifi:  0,439  0,438. 

Die  vom  Kirchhoffschen  Gesetz  geforderte  Gleichheit  von  ^  und  ^* 
ist  hierdurch  also  bis  auf  ca.  1%  erwiesen. 

2.  Fluoreszenz.  Außer  durch  Temperaturerhöhung  kann  noch 
durch  verschiedene  andere  Ursachen  Lichtemission  (die  dann  nach 
E.  Wiedemann  als  Lumineszenz  bezeichnet  wird)  hervoi^erufen  wer- 
den, so  z.  B.  durch  vorhergehende  oder  gleichzeitige  Einstrahlung 
(Phosphoreszenz  bezw.  Fluoreszenz).  Von  diesen  Erscheinungen  ist  die 
Fluoreszenz,  d.  h.  die  während  des  Durchganges  von  Licht-  oder  ultra- 
violetten Wellen  stattfindende  Ausstrahlung  von  Lichtwellen  anderer  — 
und  zwar  nach  Stokes  stets  größerer  —  Wellenlänge,  auch  an 
Kristallen  näher  untersucht  worden.  Obgleich  nun  diese  Art  der 
Lichtemission  mit  der  Absorption  in  keinem  Zusammenhange  zu  stehen 
scheint,  so  mögen  doch  die  für  sie  gefundenen  interessanten  Beobach- 
tungstatsachen an  dieser  Stelle  Erwähnung  finden. 

Beobachtet  wird  die  Fluoreszenz  in  der  Regel  in  der  Weise,  daß 
man  in  den  betreffenden  Körper  einen  intensiven,  durch  eine  Linse 
konzentrierten  Lichtkegel  (am  besten  von  violettem  Licht)  eindringen 
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läßt  und  von  der  Seite  darauf  sieht.  Ist  Fluoreszenz  vorhanden,  so 
sendet  der  durchstrahlte  Teil  des  Körpers  nach  allen  Seiten  Licht 
von  einer  bestimmten,  von  der  Farbe  des  einfallenden  Lichts  unab- 
hängigen Farbe  aus  (vorausgesetzt,  daß  letzteres  Strahlen  von  kürzerer 
Wellenlänge  enthält,  als  das  Fluoreszenzlicht).  Eine  auf  den  ersten 
Blick  ähnliche  Erscheinung  kann  allerdings  auch  durch  eine  Trübung 
des  Körpers  durch  sehr  kleine  fremde  Teilchen  verursacht  werden: 
doch  ist  in  diesem  Falle  das  zerstreute  Licht  stets  bläulichweiß  bis 
blau  und  in  der  die  Richtung  des  einfallenden  und  ausgesandten  Strahls 
enthaltenden  Ebene  —  der  Einfallsebene  —  mehr  oder  weniger  pola- 
risiert, während  das  Fluoreszenzlicht  in  optisch  isotropen  Medien  stets 
vollkommen  unpolarisiert  ist,  selbst  bei  polarisierter  Bestrahlung.  In 
doppdtbrechenden  Kristallen  ist  nun  zwar  auch  das  Fhwreszenelickt 
teilweise  polarisiert,  aber  in  bestimmter  Orientierung  gegen  den  Kristall, 
nicht  gegen  die  EinfaUsebene,^)  Hierdurch  und  durch  die  charakte- 
ristische Farbe  kann  die  Fluoreszenz  in  den  meisten  Fällen  leicht 
von  der  Lichtzerstreuung  durch  etwa  vorhandene  Trübung  des  Kristalls 
unterschieden  werden. 

Die  eben  erwähnte  Erscheinung  der  polarisierten  Fluoreszenz  ist 
zuerst  von  Grailich')  an  verschiedenen  Platindoppelcyanüren,  später 
auch  von  LommeP)  und  von  Maskelyne^)  (von  letzterem  bei  der 
durch  Kathodenstrahlen  erregten  Fluoreszenz  des  Smaragds,  Saphirs, 
Zinnsteins  und  Hyacinths)  beobachtet  worden,  aber  erst  von  Sohncke^) 
als  eine  allgemeine  Eigenschaft  aller  überhaupt  fluoreszierenden  doppdt- 
brechenden Kristalle  erkannt  worden.  In  manchen  Fällen  ist  nicht 
nur  die  Intensität  der  nach  verschiedenen  Richtungen  des  Kristalls 
stattfindenden  Schwingungen  der  fluoreszierenden  Teilchen  verschieden, 
(was  eben  die  Bedingung  für  die  polarisierte  Fluoreszenz  ist),  sondern 
auch  ihre  Farbe;  man  kann  dann  von  dichroitischer  (bezw.  pleochroiti- 
scher)  Fluoreszenz  sprechen.  Bei  der  Prüfung  eines  Kristalls  auf  po- 
larisierte bezw.  dichroitische  Fluoreszenz  muß  man  auf  etwaigen  Pleo- 
chroismus  desselben  Rücksicht  nehmen;  denn  wenn  solcher  vorhanden 
ist,  so  werden  die  von  den  fluoreszierenden  Teilchen  ausgesandten 
Strahlen  schon  infolge  der  Absorption  im  Kristall  mit  je  nach  ihrer 

1)  L.  Sohncke,  Wied.  Ann.  58  (1896),  p.  417.  Ber.  d.  bayer.  Akad.,  math. 
phys.  Kl.,  26,  1896,  Heft  1. 

2)  J.  Grailich,  Krist.-opt.  Untersuchungen.  Wien  1858.  p.  64,  67. 
8)  E.  V.  Lommel,  Wied.  Ann.  8  (1879),  p.  634. 

4)  Anhang  zu  einer  Abhandl.  von  Crookes,  Proc.  Roy.  Soc.  London  28 
(1879),  p.  477. 

5)  a.  a.  0.  p.  420,  462. 
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Schwingungsrichtung  verschiedener  Intensität  und  Farbe  aus  dem- 
selben austreten.  Deshalb  hat  auch  Sohncke  seine  Untersuchung 
hauptsächlich  an  nicht  pleochroitischen  Kristallen  ausgefQhrt.  Die 
Ergebnisse,  zu  denen  er  bei  den  einzelnen  untersuchten  Substanzen 
gelangte,  sind  im  wesentlichen  folgende. 

Optisch  einachsige  Kristalle. 

Kalkspat  zeigt  in  manchen  Varietäten  (und  zwar  gerade  in  ganz 
klaren  isländischen  Kristallen)  ziegelrote  Fluoreszenz^);  es  überwi^ 
im  Fluoreszenzlicht  die  der  Hauptachse  parallele  Schwingungskompo- 
nente, und  dasselbe  wird  auch  durch  die  so  gerichtete  Komponente 
der  einfallenden  Schwingungen  am  stärksten  erregt.  Beim  Apatit 
sind  im  Fluoreszenzlicht  umgekehrt  die  Schwingungen  senkrecht  zur 
Hauptachse  sehr  überwiegend,  und  solche  Schwingungen  wirken  auch 
am  stärksten  erregend.  Vesuvian  verhält  sich  ebenso  wie  Apatit, 
jedoch  mit  geringerem  Unterschiede  der  Schwingungen  parallel  und 
senkrecht  zur  Achse,  so  daß  die  durch  polarisiertes  Licht  erregten 
Fluoreszenzschwingungen  denen  des  einfallenden  Lichts  vorwiegend 
gleichgerichtet  sind.  Beryll  zeigt  dickroitische  Fluoreszenz;  bei  manchen 
Exemplaren  sind  die  Schwingungen  parallel  zur  Hauptachse  blau,  die 
zu  ihr  senkrechten  rotviolett,  bei  anderen  ist  es  umgekehrt.  Dabei 
ist  die  Intensität  der  beiden  Schwingungsarten  nicht  wesentlich  ver- 
schieden. Jede  wird  nur  durch  die  ihr  parallele  Komponente  der 
einfallenden  Schwingungen  erregt. 

Besonders  auffallend  ist  das  Verhalten  des  (tetragonal  kristalli- 
sierenden) Phosgenit  (PbCOj  +  PbClg).  Hier  rufen  nämlich  einfallende 
Schwingungen  parallel  zur  Hauptachse  überwiegend  Fluoreszenz- 
schwingungen senkrecht  zu  dieser  hervor  und  umgekehrt.  Die  Fluo- 
reszenzschwingungen senkrecht  zur  Achse  sind  am  intensivsten. 

Optisch  zweiachsige  Kristalle. 

Beim  Topas  erfolgen  die  Fluoreszenzschwingungen  nur  in  der  Ebene 
der  Binormalen  und  zwar  am  stärksten  parallel  der  1.  Mittellinie. 

Beim  Aragonit  werden  die  Fluoreszenzschwingungen  parallel  der 
1.  Mittellinie  am  schwächsten,  senkrecht  zur  Binormalenebene  am 
stärksten  erregt.  Bei  polarisiertem  Erregerlicht  überwiegt  die  dessen 
Schwingungsrichtung  parallele  Komponente. 

Beim  Weißhleierz  (Cerussit)  ist  hingegen  (analog  wie  beim  Phos- 

1^  £s  scheint,  daß  die  Fluoreszenz  der  Kristalle  in  vielen  Fällen,  wenn 
nicht  immer,  durch  zufällige  fremde  Beimischungen  bedingt  ist. 
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genit)    die    zur    erregenden    Schwingung    parallele    Komponente    der 
Fluoreszenzschwingungen  aw  Icleinsten. 

Bohrzucker  verhält  sich  ähnlich  wie  Aragonit. 

Im  Cycmit  (dessen  Dichroismus  übrigens  die  Untersuchung  er- 
schwert) sind  immer  die  Fluoreszenzschwingungen  parallel  der  2.  Mit- 
tellinie am  schwächsten,  und  einfallende  Schwingungen  von  dieser 
Richtung  erregen  überhaupt  kaum  merkliche  Fluoreszenz. 

Es  sei  hierzu  noch  bemerkt,  daß  bei  allen  diesen  Beobachtungen 
die  Richtung  der  einfallenden  Strahlen  parallel  zu  einer  optischen 
Symmetrieachse  gewählt  war. 

Die  angeführten  Resultate  zeigen  eine  große  Mannigfaltigkeit  der 
Beziehung  der  Fluoreszenzschwingungen  zu  den  erregenden  und  lassen 
eine  allgemeine  Gesetzmäßigkeit  auch  hinsichtlich  der  Schwingungs- 
richtungen noch  nicht  erkennen.  — 

Außer  durch  Licht-  bezw.  ultraviolette  Wellen  kann  auch  durch 
Kaihodenr,  Radium-  und  Röntgenstrahlen  Fluoreszenz  erregt  werden, 
die  in  diesen  Fällen  auch  wohl  allgemeiner  als  Lumineszenz  bezeichnet 
wird.  Die  schon  lange  bekannte,  oft  sehr  lebhafte  Lumineszenz  durch 
KafhodenstraMen,  welche  nur  von  der   Oberfläche  ausgeht,  ist  neuer-  | 

dings  von  Pochettino^)  an  einer  größeren  Anzahl  doppeltbrechender 
Kristalle  näher   untersucht  worden.     Letztere  wurden   in  einem  eva-  : 

kuierten   Kathodenrohr   (ähnlich   einer  „Braunschen  Röhre")    so    auf- 
gestellt,  daß    der   Reihe   nach    verschiedene   Kristallflächen   von    den  I 
Strahlen  getroffen  wurden,  und  das   von   diesen   ausgestrahlte   Licht  | 
wurde  mit  einem  Analysator  untersucht.     In  den  meisten  Fällen  er- 
wies sich  dasselbe  mehr  oder  weniger  polarisiert,  aber  bei  Kalkspat,  j 
Chabasit,  Korund,  Anglesit,  Orthoklas,  Turmalin,  Topas  fehlte  jede  j 
Spur  von  Polarisation.      Bei    den  optisch  einachsigen    Kristallen    ist 
das  von  der  Basisfläche  ausgestrahlte   Licht  stets  unpolarisiert,  das- 
jenige von  anderen  Flächen  bei  Wulfenit,  Anatas,  Vesuvian,  Zirkon, 
Beryll  parallel  der  Hauptachse,  bei  Phosgenit,  Scheelit,  Apatit  senk- 
recht   zu    ihr   polarisiert.      Die   Neigung    der   Fläche    gegen   das    ein- 
fallende Kathodenstrahlbündel  hat  keinen  wesentlichen  Einfluß.    Eine 
allgemeine  Beziehung  zum  gewöhnlichen  Fluoreszenzlicht  hinsichtlich 
der  Polarisation  scheint  nach  vorstehenden  Resultaten  nicht  zu  bestehen. 
Ebensowenig  ist  dies  hinsichtlich  der  Farbe  der   FaU;  denn   diese  ist 


1)  A.  Pochettino,  Rend.  Accad.  Lincei  13"  (1904),  p.  801;  14*  (1900), 
p.  220.  Derselbe  Beobachter  hat  auch  bei  der  durch  Radium-  und  Böntgen- 
fifrMen  erregten  Fluoreszenz  der  Platincyamire  mehr  oder  weniger  deutliche 
Polaa-isation  gefunden  (Rend.  Accad.  Lincei  14*  [1905J,  p.  605). 
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zwar  bei  einigen  Kristallen,  so  Kalkspat  und  ^Apatit,  die  gleiche  oder 
(z.  B.  bei  Phosgenit,  Cerussit,  Vesuvian)  eine  ähnliche,  wie  die  der 
durch  Licht  erregten  Fluoreszenz,  bei  anderen  (wie  Aragonit)  aber 
eine  ganz  verschiedene.  —  Bemerkenswert  ist  noch,  daß  auch  das 
Lumineszenzlicht  isotroper  Körper  (Glas  und  Kautschuk),  welche 
durch  Zug  oder  Druck  anisotrop  gemacht  werden,  sich  teilweise  polari- 
siert zeigt,  und  zwar  im  Falle  der  Dehnung  senkrecht  zur  Dehnungs- 
richtung, im  Falle  der  Kompression  parallel  der  Druckrichtung. 

Ein  Ansatz  zur  theoretischen  Behan;dlung  der  Fluoreszenz  auf 
Grund  der  Vorstellungen  der  Elektronentheorie  ist  von  Voigt  ge- 
geben worden.^)  Derselbe  geht  aus  von  der  Annahme,  daß  die  das 
Fluoreszenzlicht  aussendenden  Elektronenschwingungen  durch  Umtvand- 
lungen  zwischen  zwei  verschiedenen  Molekülarten  des  fluoreszierenden 
Körpers,  die  sich  im  dynamischen  Gleichgewicht  befinden,  erregt 
werden,  und  daß  diese  molekularen  Umwandlungen  selbst  durch  die 
einfallenden  Lichtwellen  (oder  Kathodenstrahlen  usw.)  ausgelöst  werden. 
Die  jene  Umwandlung  erfahrenden  Stoffe  können  dabei  vielleicht  nur 
als  minimale  Verunreinigungen  den  fluoreszierenden  Körpern  bei- 
gemischt sein.  Daß  molekulare  Umwandlungen  von  Lichtentwicklung 
begleitet  sein  können,  wird  auch  durch  die  Erscheinungen  der  Tribo- 
lumineszenz  (Aufleuchten  durch  Reibung  oder  Druck)*)  und  KristaUo- 
lumineszenz  (Lichtentwicklung  beim  Kristallisieren  aus  Lösungen,  wie 
sie  z.  B.  bei  arseniger  Säure  auftritt^))  in  gewissem  Grade  wahr- 
scheinlich gemacht.  Mit  der  Tribolumineszenz  verwandt  ist  anschei- 
nend auch  die  Lumineszenz  der  „Sidotschen  Blende^^  (hexagonalen 
Zinkblende)  unter  Einwirkung  von  Radiumstrahlen,  wobei  eine  Um- 
wandlung der  Kristall  chen  direkt  wahrnehmbar  ist. 

1)  W.  Voigt,  Arch.  N^erland.  1901,  p.  326. 

2)  Armstrong  und  Lowry,  Chem.  News  88  (1903),  p.  89.  J.  Gninchant, 
C.  R.  140  (1905),  p.  1101.  1170.  Joum.  de  phys.  (4)  4  (1905),  p.  413.  D.  Gernez, 
ibid.  1134,  1234,  1337. 

3)  H.  Rose,  Pogg.  Ann.  62  (1841),  p.  443,  585.  M.  Trautz  u.  P.  Schorigin, 
Zeitschr.  f.  Photogr.  u.  Photochem.  3  (1905),  p.  80.  Nach  Brandowski  fZ.-S. 
f.  phys.  Chem.  15  (1894),  p.  323;  17  (1895),  p.  ti34]  soll  allerdings  die  Kristallo- 
lumineszenz  nicht  durch  die  Kristallisation  als  solche,  sondern  durch  begleitende 
chemische  Prozesse  bedingt  sein,  während  Trautz  und  Schorigin,  sowie  Guinchant 
dieselbe  auf  Tribolumineszenz  zurückführen. 


Vierter  Teil. 
Änderung  der  optischen  Eigenschaften  durch  äußere  Einflfisse. 

Wir  haben  bisher  die  optischen  Parameter,  welche  die  Lichtfort- 
pflanzong  in  einem  Kristall  bestimmen,  nur  als  abhängig  von  der 
Wellenlänge,  für  Licht  von  bestimmter  Spektralfarbe  also  als  Konstanten 
angesehen.  Die  Erfahrung  zeigt  aber,  daß  sie  mehr  oder  weniger 
beträchtliche  Änderungen  erleiden,  wenn  die  äußeren  umstände,  welche 
den  physikalischen  Zustand  des  Kristalls  beeinflussen,  wie  die  Tem- 
peratwTy  sich  ändern,  oder  wenn  derselbe  neuen  physikalischen  Ein- 
wirkungen, wie  einseitigem  Drucke,  einem  deJärischen  oder  moffneti- 
sehen  Felde,  ausgesetzt  wird.  Mit  diesen  Veränderungen,  welche  den 
Symmetrieverhältnissen  der  Kristalle  und  der  äußeren  Einwirkung  ent- 
sprechend eine  große  Mannigfaltigkeit  der  Erscheinungen  darbieten, 
soll  sich  der  folgende  Abschnitt  beschäftigen.  Wir  werden  uns  dabei 
in  der  Hauptsache  auf  durchsichtige  Körper  beschränken,  da  über 
die  Änderung  der  Absorption  erst  so  wenige  Erfahrungstatsachen  vor- 
liegen, daß  noch  kein  Anlaß  gegeben  ist,  die.  Theorie  dafür  durch- 
zuführen, und  da  überdies  diese  Theorie  nach  den  Ausführungen  im 
Kap.  II  des  III.  Teils  keine  prinzipiell  neuen  Entwicklungen,  sondern 
nur  die  Übertragung  der  im  folgenden  für  reelle  Parameter  aufzustel- 
lenden Formeln  auf  komplexe  erfordern  würde. 


Erstes  Kapitel.  • 
Einfloß  der  Temperatnr. 

1.  Änderung  der  Breohnngsindüies  optisch  isotroper  Körper. 

Bei  flüssigen  und  gasformigen  Körpern  nimmt  der  Brechungsindex 
allgemein  mit  steigender  Temperatur  ab.  Anders  ist  es  bei  festen 
isotropen  Körpern,  z.  B.  Gläsern.    Hier  beobachtet  man  teils  Abnahme, 

P  o  c  k  e  1 9 ,  KriBtalloptik.  29 
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teils  aber  auch  Zunahme  des  Brechungsindex  mit  der  Temperatur.^) 
Daraus  folgt,  daß  die  Temperatur  den  Brechungsindex  nicht  nur  in- 
direkt durch  die  Dichteänderung  beeinflussen  kann  —  denn  die  Dichte 
nimmt  ja  mit  steigender  Temperatur  stets  ab,  und  ebenso  der  Bre- 
chungsindex mit  abnehmender  Dichte  — ,  sondern  daß,  wenigstens  in 
dem  zuletzt  genannten  Falle,  außerdem  ein  direkter  Te^nperatureinfluß 
besteht.  Um  diesen  zu  finden,  muß  man  den  Einfluß  der  Dichte- 
änderung für  sich  experimentell  bestimmen,  was  bei  bekannten  Elastizi- 
tätskonstanten durch  Beobachtungen  über  die  optische  Einwirkung 
einseitigen  Druckes  (siehe  unten,  Kap.  II,  §  5)  geschehen  kann;  denn 
die  verschiedenen  Formeln,  welche  für  den  Zusammenhang  von  Bre- 
chungsindex n  und  Dichte  q  aufgestellt  worden  sind,  wie 

— ^    =  Const.,      =  Const.,      ^— r«  •    -  =  Const., 

haben  sich  alle  als  unzutreffend  erwiesen.^) 

Es  hat  sich  so  für  verschiedene  Glassorten,  auch  für  solche,  deren 
Brechungsindex  mit  steigender  Temperatur  abnimmt,  der  reine  Tem- 

peraturkoeffizient    des  Brechungsindex  -r—  stets  positiv   ergeben*)    und 

zwar  am  größten  für  die  schweren  Flintgläser,  welche  die  ultravioletten 
oder  zum  Teil  schon  die  violetten  Teile  des  Spektrums  beträchtlich 
absorbieren.  Wie  Pulfrich  gezeigt  hat*),  wird  die  Zunahme  des 
Brechungsindex  mit  der  Temperatur  in  der  Tat  wahrscheinlich  be- 
dingt durch  eine  Zunahme  der  Absorption  im  brechbareren  Teile  des 
Spektrums,  welche  von  J.  Koenigsberger*)  auch  direkt  auf  photo- 
metrischem Wege  nachgewiesen  ist.  (Siehe  §  5  dieses  Kap.)  Wie  aus 
den  Ausführungen  in  Kap.  I,  §  2  und  Kap.  II,  §  2  des  III.  Teils  her- 
vorgeht, muß  in  diesem  Falle  auch  die  Diversion  durch  den  reinen 
Einfluß  steigender  Temperatur  zunehmen,  wie  sie  es  bei  den  schweren 
Gläsern  nach  Pulfrichs  Beobachtungen  wirklich  tut.    Bei  einem  leichten 


1)  Es  ist  hier  immer  die  Änderung  des  absoluten  Brechungsindex  gemeint, 
nicht  desjenigen  gegen  Luft  von  gleicher  Temperatur,  welchen  man  gewöhnlich 
durch  die  direkte  Beobachtung  erhält.  Für  Luft  ist  der  totale  Temperatur- 
koefüzient  mit  dem  reinen  identisch  und  zwar: 

'*;;  =  I" «.-r  L  ,  d.  i.  bei  o"  c  = — 1,06 .  10- «. 

dt       dt  273 +  t 

2)  Siehe  F.  Pockels,  Drudes  Ann.  7  (1902),  p.  767. 

3)  F.  Pockels,  1.  c.  p.  768. 

4)  C.  Pulfrich,  Wied.  Ann.  45  (1892),  p.  609. 

5)  J.  Koenigsberger,  Habilitationsschrift  Freiburg  1900;  Drudea  Ann.  4 
(1901),  p.  796. 


1.  Ändernng  der  firechuugsindizee  optisch  isotroper  Körper.  451 

Boratglase^  f&r  welches  Beobachtungen  vorliegen,  findet  aber  das  ent- 
gegengesetzte Verhalten  statt  ^),  und  es  müßte  hier  eine  Änderung  der 
Absorption  im  Infraroten  zur  Erklärung  herangezogen  werden. 

'  Von  den  bisher  hinsichtlich  der  Änderung  des  Brechungsindex 
mit  der  Temperatur  untersuchten  optisch  isotropen  KristaUen  zeigen 
Steinsalz,  Sylvin,  Flußspat  und  Kaliumalaun  eine  beträchtliche  Abnahme 
des  Brechungsindex  n  mit  steigender  Temperatur;  für  Na-Licht  ist 
nach  den  Messungen  von  Stefan^): 

für  Steinsalz         n  =  1,54483  -  0,0000373  ty 

„    Sylvin  1,49110  -  0,0000345  ^ 

„    Flußspat  1,43416-0,0000124^, 

„    Kaliumalaun  1,45629-0,0000134^. 

Nach  Pulfrich^)  sind  die  totalen  Temperaturkoeffizienten  -tt  für  die 

ersten  drei  Körper  bei  einer  Mitteltemperatur  von  59 — 60® : 

Steinsalz:  -3,73910-^  Sylvin -3,641- 10" ^  Flußspat -1,206. 10"^; 

nach  H.  Dufet  ist  derjenige  für  Flußspat  —  1,34  •  10"  ^ 

Berechnet  man  aus  den  durch  mechanische  Kompression  bewirkten 
optischen  Änderungen  (siehe  Kap.  II,  §  6)  und  aus  dem  Ausdehnungs- 
koeffizienten denjenigen  Anteil  (-,  j  von  ^,  welcher  von  der  Dichte- 
änderung  allein  herrührt,  so  findet  man*): 

für  Steinsalz  -  3,72  •  10"  ^     Flußspat  -  1,35  •  10"  l 
Die  Vergleichung  dieser  Werte  mit  den  oben  mitgeteilten,  direkt  be- 
obachteten  zeigt,  daß  der  reine  Temperatureinfluß  -^  bei  Steinsalz  so  gut 

wie  ganz  verschwindet  und  auch  bei  Flußspat  mindestens  sehr  gering  ist, 
was  nach  dem  oben  Gesagten  sehr  wahrscheinlich  mit  der  besonders 
geringen  Absorption,  welche  diese  Körper  noch  weit  über  die  Grenzen 
des  sichtbaren  Spektrums  hinaus  besitzen,  zusammenhängt.  —  Andere 
reguläre  Kristalle,  wie  Diamant  und  Zinkblende,  zeigen  das  Verhalten 
der  schweren  Gläser,  d.  h.  mit  der  Temperatur  wachsenden  Brechungs- 
index. Für  Diamant,  welcher  einen  kleinen  Ausdehnungskoeffizienten 
besitzt,   und    bei   dem    daher   der  indirekte  Temperatureinfluß   durch 


1)  F.  Pockels,  1.  c.  p.  769. 

2)  J.  Stefan,  Wiener  Sitznngsber.  63  (2)  (1871),  p.  223.     ExnerB  Repert.  8 
(1872),  p.  97. 

3)  C.  Pulfrich,  Wied.  Ann.  45  (1892),  p.  609. 

4)  F.  Pockels,  Wied.  Ann.  37  (1889),  p.  389;  39  (1890),  p.  463. 
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Dichteänderung  jedenfalls  gering  ist,  ist  nach  Sella  ^)  der  Temperatur- 
koeffizient: ^  =  +  1,86  .  10- ^ 

2.  Optisch  einaohsige  Kristalle.  Die  Temperataränderung  als 
yyskalarer'^  Vorgang  läßt  die  Symmetrie  ungeändert,  hat  also  bei  ein- 
achsigen Kristallen  nur  eine  Änderung  der  Hmi^pthrechu/ngsindizes,  die 
im  allgemeinen  jedoch  für  beide  verschieden  ist,  zur  Folge. 

Genaue  Messungen  liegen  nur  für  wenige  Kristalle  vor.  Bei 
Beryll  und  Kalkspat  sind  die  (totalen)  Temperaturkoeffizienten  beider 

Brechungsindizes  positiv;  für  ersteren  hat   ^,    für   letzteren   -^   den 

größeren  Wert,  woraus  folgt,  daß  die  Stärke  der  bei  beiden  Kri- 
stalleu  negativen  Dop^ZferecÄtiWgr  beim  Beryll  durch  Temperaturerhöhung 
zunimmt,  beim  Kalkspat  hingegen  abnimmt. 

Die  Zahlwerte  sind  für  Kalk^at  nach  den  neuesten  Bestimmungen 
von  Reed')  für  eine  Mitteltemperatur  von  18**: 

^  «  +  0,69  .  10-«,      %-  +  10,57  .  10-^ 

Dagegen  berechnen  sich  aus  den  später  mitzuteilenden  Beobachtungen 
über  den  Einfluß  elastischer  Deformationen  und  aus  den  Ausdehnungs- 
koeffizienten des  Kalkspats  (+  25,5  •  10-«  parallel  der  Hauptachse, 
—  5,5-  10-*  senkrecht  dazu)  die  Änderungen,  welche  ©  und  b  durch 
die  bei  1®  Temperaturerhöhung  eintretende  BeformaUon  erleiden,  zu') 

(^^)  — 8,9.10-     g)  =  -l,9.10-« 

und  folglich  die  reinen  Temperatürkoeffizienten  der  Hauptbrechungs- 
indizes als  die  Differenzen  der  vorstehenden  zu: 

^^^^  =  +  9,6  .  10-«,     l\--  +  12,5  .  10- \ 

Dieselben  haben  also  beide  positive  Werte  von  gleicher  Größenordnung. 
Die  Abnahme  der  Doppelbrechung  bei  Temperaturerhöhung  rührt 
zum  größten  Teil  von  der  letztere  begleitenden  Dilatation  parallel  und 
Kontraktion  senkrecht  zur  Hauptachse  her,  denn  es  ist 

^Jf-^pi)  =  _9,88    10-«,      ^g-*)  =  -2,9.10-«. 

Beim    Beryll    sind    die   absoluten    Änderungen    der   Brechungsindizes 

1)  A.  Sella,  Rend.  Acc.  Lincei  7*  (1891),  p.  300. 

2)  J.  0.  Reed,  Wied.  Ann.  65  (1898),  p.  707.  Ältere,  in  ihren  ErgebnisBen 
wenig  abweichende  Messungen  liegen  vor  von  Kudberg,  Fizean,  Vogel, 
G.  Müller. 

3)  F.  Pockels,  Drudes  Ann.  11  (1903),  p.  749. 
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durch  elastische  Deformationen  nicht  bekannt^  doch  ist  nachgewiesen^ 
daß  die  thermische  Deformation^  welche  hier  in  einer  Eontraktion 
parallel  zur  Hauptachse  und  Dilatation  senkrecht  zu  ihr  besteht^  für 
sieh  allein  eine  Zunahme  der  I>oppeB)rechung  von  etwa  dem  halben 
Betrage,  wie  die  bei  Temperaturerhöhung  wirklich  beobachtete^  her- 
Torrufen  würde.  ^) 

Die  Hauptbrechungsindizes  des  Qua^rees  (von  dessen  Drehungs- 
vermögen hierbei  abgesehen  werden  kann,  so  daß  also  o  einen  Mittel- 
wert von  <o^  und  o,  bedeutet)  nehmen  mit  steigender  Temperatur  ah, 
ebenso  seine  Doppelbrechung  a  —  (o.  Es  ist  für  Na -Licht  zwischen 
4»  und  99^ 
nach  Dufet^:         ^^ 0,6248  •  10"^  -  0,5  •  IQ-H, 

^?  «  _  0,7223  .  10-^  -  0,37  •  10-«^, 

nach  Müller«):       ^-^  «  -  0,432  •  10-^      ^  «  -  0,485  •  10-^, 

nach  Pulfrich*):  -  0,638  •  10"^  -  0,754  •  10"^ 

Die   thermische   Dilatation    für   sich    allein    würde    größere    negative 

Änderungen  bedingen,  nämlich^): 

(^^)  »-1^8. 10-,     g)  =  -l,41.10-. 

Demnach  sind  auch  beim  Quarz,  trotz  seiner  großen  Durchlässigkeit 
für  ultraviolette  Strahlen,  die  reinen  Temperaturkoeffizienten  beider 
Hauptbrechungsindizes  positiv,  und  zwar  ergeben  sich  für  sie  bei  Be- 
nutzung der  obigen  Resultate  von  Pulfrich  die  Werte: 

ll  «  +  0,642  •  10- ^      1^^  =  -f  0,656  •  10- ^ 

Es  sei  noch  bemerkt,  daß  das  Drehungsvermögen  des  Quarzes,  also  auch 
der  absolute  Wert  der  Differenz  cj^  —  o,,  mit  steigender  Temperatur 
tcächst  und  zwar  nach  Sohncke  schneller  als  eine  lineare  Funktion 
der  Temperatur;  für  niedere  Temperaturen  beträgt  seine  relative  Zu- 
nahme etwa  -joJöb   för  ^^  ^  1^  C. 


1)  F.  Pockels,  N.  Jahrb.  f.  Miner.  Beil.-Bd.  8  (1891),  p.  266. 

2)  H.  Dufet,  Bull.  soc.  min.  France  7  (1886),  p.  182;  8  (1885),  p.  187. 

3)  G.  Müller,  Publ.  d.  astrophys.  Observ.  Potsdam  4  (1886),  p.  151. 

4)  C.  Pulfrich,  Wied.  Ann.  46  (1892),  p.  609.     Mit  dem  Dufetschen   und 

Pulfrichschen  Werte  für         stehen  auch  die  Resultate  neuerer  sehr  genauer  Mes- 
a  t 

sungen  von  Mac^  de  L^pinay  und  Buisson  [Ann.  chim.  phys.  (8)  2  (1904), 

p.  78.  105],  die  sich  auf  rotes,  grünes  und  blaues  Cd-Licht  beziehen,  in  Einklang. 

6)  F.  Pockels,  Wied.  Ann.  37  (1889),  p.  305. 
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3«  Bhombisohe  Eristalle.  Bei  optisch  zweiachsigen  EristaUen 
des  rhombischen  Systems  kann  die  Lage  der  optischen  Symmetrie- 
achsen von  der  Temperatur  nicht  abhängen^  es  mnfi  also  der  Einfluß 
der  Temperatur  auf  das  optische  Verhalten  durch  die  Temperatur- 
koeffizienten der  drei  Hauptbrechungsindizes  vollständig  charakterisiert 
sein.  Wenn  letztere  sich  erheblich  und  in  verschiedenem  Maße  mit 
der  Temperatur  ändern^  und  ihre  Unterschiede  selbst  klein  sind^  so 
wird  aber  der  Temperatureinfluß  hier  am  augenfälligsten  in  der  Än- 
derung des  Binornialenwinkels  hervortreten,  welcher  ja  nach  I,  Kap.  II, 
(7),  gemäß  der  Formel 

durch  die  Hauptbrechungsindizes  a,  /S,  y  bestimmt  ist.  Sind  die 
letzteren  nun  als  lineare  JPunktionen  der  Temperatur  darstellbar,  z.  B. 
(1)  «  =  «0  +  «'^    ß  =  ß^  +  ß^t,    y  =  jfi  +  yt, 

und  sind  ihre  Di£Ferenzen  relativ  klein,  so  kann  man  näherungs weise 
schreiben 

Sofern  Q  nicht  nahe  gleich  0  (oder  90®)  ist,  erhält  man  hieraus  durch 
Entwicklung  für  kleine  Temperaturintervalle  auch  sin  Q  oder  Q  selbst 
als  lineare  Funktion  der  Temperatur.     Ist  aber  der  Winkel  Q   klein, 

so    wird   er   bei    der   durch   f  ^^    '"Z_  ä'    bestimmten   Temperatur  — 

welche  von  der  Farbe  des  angewandten  Lichtes  abhängt  —  verschwin- 
den y  und  ist  dann  nach  (2)  in  der  Nähe  dieser  Temperatur  der 
Quadrativurzel  aus  f—t  proportional.  Dies  bedingt  eine  außerordeut- 
lich  schnelle  Änderung  von  Q  mit  der  Tempe- 
ratur in  der  Nähe  von  ^  =  ^' ;  denn  der  Ver- 
lauf von  Q  als  Funktion  von  t  wird  dann 
durch  eine  Parabel  repräsentiert  (siehe  Fig.  158). 
Dasselbe  gilt  für  90®  —  Q,  wenn  Q  in  der 
Nähe  von  90®  liegt.  Natürlich  ist  der  Durch- 
gang von  Q  durch  Null  oder  90®  mit  einem 
Wechsel  der  Binormalenehene  verbunden.  —  Das  vorstehend  erörterte 
Verhalten  gilt  natürlich  auch  für  den  an  einer  zur  1.  Mittellinie  senk- 
rechten Platte  in  Luft  direkt  beobachtbaren  scheinbaren  Binormalen- 
winkel  2  E  =  2  aresin  {ß  sin  Q). 


3.   Rhombisclie  Kristalle. 
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Ein  gutes  Beispiel  för  diesen  Fall,  wo  der  Binormalenwinkel 
sehr  empfindlich  gegen  Temperaturänderungen  ist  und  für  eine  der 
Beobachtung  bequem  zugängliche  Temperatur  Null  wird,  bietet  nach 
Tutton  ^)  das  RuMdiumsulfat  RbjSO^  dar.  Dasselbe  besitzt  sehr 
schwache  Doppelbrechung,  und  namentlich  die  beiden  kleineren  Haupt- 
brechungsindizes sind  sehr  wenig  voneinander  verschieden,  z.  B.  ist 
bei  gewöhnlicher  Temperatur 

für  Na-Licht:      a  «  1,5131,     ß  =  1,5133,     y  =»  1,5144; 

für  Li-Licht:  a  =-  1,5108,  ß  =  1,5109,  y  =  1,5120. 
Der  Winkel  2E  ist  auch  bei  konstanter  Temperatur  für  verschiedene 
Kristalle  nicht  gleich  und  schwankt  z.  B.  für  Na-Licht  bei  gewöhnlicher 
Temperatur  zwischen  44|®  und  70j®;  bei  Temperaturerhöhung  nimmt 
er  ab  und  wird  der  Reihe  nach  für  Rot,  Gelb  •  •  •  Violett  gleich 
Null  (für  Na-Licht  z.  B.  bei  Temperaturen  zwischen  38^  und  48®), 
wobei  die  Binormalenebene  von  der  Ebene  (001)  in  (010)  übergeht. 
Ein  anderes  solches  Beispiel  ist  das  Sacharin,  G^K^qO^,  dessen 
Binormalenwinkel  für  eine  Reihe  von  Spektrallinien  und  Temperaturen 
Brugnatelli^)  gemessen  hat.  Die  Temperaturen,  bei  denen  der 
Binormalenwinkel  für  je  eine  Farbe  Null  wird,  waren  hier  genau  be- 
stimmbar; ihre  Verteilung  über  das  Spektrum  ist  folgende: 


B     C      D      Ca,      Tl      E 


F       Sr, 


G 


Spektrallinie 

^Shs^keS^)^'^'  ^"^  ^^'^'  ^^'^'  ^^'^'  ^^'  ^'^'^'^  ^^''^'^  ^^'^'  (^^*'^) 
Die  Kurven,  welche  den  Binorma- 
lenwinkel in  den  beiden  Ebenen 
(100)  und  (001)  für  irgend  eine 
Farbe  als  Funktion  der  Temperatur 
darstellen,  und  von  denen  z.  B.  die- 
jenige für  die  D-Linie  in  Fig.  159 
wiedergegeben  ist,  haben,  wie  man 
sieht,  in  der  Tat  in  der  Nähe  des 
Einachsigkeitspunktes  die  Gestalt 
von  Parabelbögen,  wie  es  nach  dem 
S.  454  Gesagten  zu  erwarten  ist. 
Natürlich  kann,  wenn  die  Tem- 
peraturkoeffizienten von  ß  —  a  oder 


leit 


2  L^m(ooi) 


Fig.  169. 


1)  A.  E.  Tutton,  Trans.  Chem.  Soc.  64  (1894),  p.  628.     Zeitschr.  f.  Krist. 
24  (1896),  p.  52. 

2)  L.  Brugnatelli,  Zeitschr.  f.  Krist.  29  (1897),  p.  54. 
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y  —  ß  gegen  diese  Differenzen  selbst  relativ  groß  sind,  auch  bei 
größeren  Winkeln  Q  bezw.  90"  —  Q  eine  beträcbtlichB  Veränderlich- 
keit mit  der  Temperatur  vorkommen.  Dies  ist  z.  B.  nach  den  Be- 
obachtungen von  Des  Cloizeanx*)  bei  Cerussit^),  K^SO^,  Baryt,  Coe- 
lestin  usw.  der  Fall.  —  Quantitative  Bestimmungen^  die  auch  die  ab- 
soluten Änderungen  der  drei  Hauptbrechungsindizes  betreffen,  sind 
zuerst  von  Rudberg*)  am  Aragonit  ausgeführt  worden,  dessen  Haupt- 
brechungsindizes sämtlich  mit  steigender  Temperatur  abnehmen,  wobei 
der  Binormalenwinkel  sich  aber  nur  wenig  ändert.  Genauere  Mes- 
sungen liegen  von  Offret*)  für  Aragonit,  Baryt  und  Topas  vor;  die 
von  ihm  für  Na-Licht  gefundenen  Hauptbrechungsindizes  bei  0^  und 
deren  durchschnittliche  Temperaturkoeffizienten  im  Intervall  von  0^ 
bis  300^  C.  gibt  die  nachstehende  Tabelle. 


>'  I  .'•  ;^-"-  t^'-i^"- 


Aragonit  ,|    1,6307     ,     1,6820         1,6866    ',     —1,38     |     —2,48     ,     —2,74 

Baryt  ,     1,6369         1,6381         1,6491    I     —  1,99     i     — 1,77  —  2,67 

MiSasG^aeslj    ^'«»^^    !    ^'«^^^    '    ^'«»«^    ||    +^'«1     i     +^»^^     ;     +  ^'»^ 

Der  Winkel  2Q  nimmt  bei  einer  Temperaturerhöhung  von  0^  auf  300^ 
beim  Aragonit  um.  ca.  1|®  ab  (für  Na-Licht  von  18|®  bis  IV) 
beim  Baryt        um  ca.  12«  zu  (  „  „  „     36<>22'  bis  48^34') 

beim  Topas       um  ca.  6|«  zu  (  „  „  „     48*»36'  bis  55^12'). 

Beträchtliche  Änderungen  des  Binormalenwinkels  zeigt  auch  das  rechts- 
weinsaure  Kali-Natron  (Seignettesalz),  an  welchem  Müttrich^)  für 
rotes  Licht  folgende  Werte  beobachtet  hat: 

a  /3  y  2Q 

bei  16«     1,49117     1,49299     1,49641     72«29,5', 
bei  45«     1,48690     1,48886     1,49200     76«24,5', 
wonach  die  Temperaturkoeffizienten  der  Brechungsindizes  ungewöhn- 
lich große  negative  Beträge  haben,  nämlich: 

f,^  =  -  1,47 .  10-*,    ^f  =  -  1,425  ■  10-*,    ''J^  =  -  1,520  •  10-*. 

1)  A.  Des  Cloizeaux,  M6m.  pres.  ä  TAcad.  d.  Sc.  de  Tinat.  de  France  18 
(1867),  p.  öll.     Pogg.  Ann.  129  (1866),  p.  345. 

2)  CeniBsit  wird  bei  starker  Abkühlung  optisch  einachsig;  vergl.  U.  Panichi 
[Mem.  Acc.  Line.  (6)  4  (1904),  p.  389],  der  das  optische  Verhalten  verschiedener 
Mineralien  bei  sehr  tiefen  Temperaturen  untersucht  hat. 

3)  F    Rudberg,  Pogg.  Ann.  17  (1829),  p.  1;  26  (1882),  p.  291. 

4)  A.  Offret,  Bull.  soc.  fran9.  min.  13  (1890),  p.  582,  596,  606,  616. 

5)  A.  Müttrich,  Pogg.  Ann.  121  (1864),  p.  193,  398. 
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4.  Monokline  Kristalle.  Da  bei  diesen  nur  eine  Polarisations- 
hauptachse  eine  kristallographisch  bestimmte  Lage  —  nämlich  senk- 
recht zur  kristallographischen  Symmetrieebene  bezw.  parallel  zur  kri- 
stallographischen  Symmetrieachse  —  besitzt,  so  kann  eine  Temperatur- 
änderung nicht  nur  eine  Änderung  der  Hauptbrechungsindizes  und  des 
Binormalenwinkels,  sondern  auch  eine  Lagenänderung  der  zwei  anderen 
Polarisationshauptechsen  zur  Folge  haben.  Indessen  ist  diese  letz- 
tere, soweit  bekannt,  stets  sehr  gering,  was  auch  nach  einer  theore- 
tischen Überlegung  von  vornherein  zu  erwarten  ist.  Wenn  nämlich 
die  vier  gemäß  I,  Kap.  11,  §  19  das  Polarisationsovaloid  eines  mono- 
klinen  Kristalls  in  bezug  auf  irgend  ein  in  ihm  festes  Koordinaten- 
system, dessen  X-Achse  senkrecht  zur  Symmetrieebene  ist,  bestim- 
menden Parameter  (iiif(^,(iss9^9  kleine  Temperaturkoeffizienten  von 
gleicher  Größenordnung  besitzen,  so  wird  die  Änderung  -^  des  Win- 
kels *  der  in  der  Symmetrieebene  liegenden  Polarisationshauptachsen 
gegen  die  feste  F'-  bezw.  Z'- Achse,  welche  zufolge  (31"),  S.  68,  durch 
die  Gleichung 

cos  20  -TT  =   -n  — r=i^.z_z^*k:^^.__^ 

dt        ^*V(a„-a„)«  +  4aä 
oder 

(3)  ^20f,^,,i-,['-^f-.i.20(„il-cj^] 

bestimmt  ist,  im  allgemeinen  von  derselben  Größenordnung  sein,  wie 

dh       de  dß_dj^ 

1        da,,            .      dt       dt        1  1       dt       dt 

»tj 1  -yr     und     -, oder  auch     -^ —   -, 

d.  h.  wie  die  Differenz  der  Temperaturkoeffizienten  derjenigen  beiden 
Hauptbrechungsindizes,  welche  sich  auf  die  in  der  Symmetrieebene 
liegenden  Polarisationshauptachsen  beziehen,  dividiert  durch  die  Diffe- 
renz dieser  Brechungsindizes  selbst.  Sind  nicht  &,  c,  sondern  c,  a  oder 
a,  b  diejenigen  Polarisationshauptachsen,  welche  in  der  Symmetrieebene 
liegen,  so  sind  in  obigen  Ausdrücken  natürlich  die  entsprechenden 
Permutationen  vorzunehmen;  an  Stelle  von  a^s  tritt  dann  a^^  oder  a^^- 
Beim  Gips  ist  nach  Messungen  von  Dufet  ^)  zwischen  5®  und  45®  C: 

^  =  1'32"  oder  in  Bogenmaß  0,446.10-», 
'J  =  -M8-10-      ^,^  =  -4,31.10-,    ||  =  -2,65.10- 


1)  H.  Dufet,  Bull.  soc.  frau^.  min.  11  (1888),  p.  123.     Journ.  de  phya.  (2) 
8  (1888),  p.  292. 
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Die  beiden  in  Betracht  kommenden  Brechungsindizes  sind  hier,  da 
die  Binormalen  bei  jenen  Temperaturen  in  der  Symmetrieebene  liegen, 
a  und  y,  und  ihre  Differenz  für  gelbes  Licht  (siehe  S.  73) 

y  -  cc  =-  0,00916. 

Also  ist  -^     •  ('!]'  -  '[f\  =  -  1,3. 10-8,  d.  i.  in  der  Tat  die  Größen- 
Y—oc     \dt         dt/  '  ' 

Ordnung  von  -j- ;  daraus  folgt  durch  Umkehrung  dißr  obigen  Schluß- 
weise, daß  beim  Gips  für  irgend  ein  Koordinatensystem,  dessen  X'-  und 
^'- Achse  in  der  kristallographischen  Symmetrieebene  und  den  Polarisa- 
tionshauptachsen X  und  Z  nicht  sehr  nahe  liegen,  ."  ,  ,"  und  ^* 
von  gleicher  Größenordnung  sind. 

Beim  Gips  ist  infolge  seiner  schwachen  Doppelbrechung  und  der 

erheblichen  Verschiedenheit  der  Temperaturkoeffizienten    ,"      ,^,    ,J 

die  Änderung  des  Binormalenwinkds  mit  der  Temperatur  sehr  stark; 
derselbe  wird  bei  Temperaturen  gegen  120^  sogar  Null,  und  die  Bi- 
normalenebene  von  da  an  senkrecht  zur  Symmetrieebene.  Beispiels- 
weise ist  für  rotes  Licht  —  die  Dispersion  der  Binormalen  ist  übrigens, 
wie  aus  den  Angaben  in  I,  Kap.  II,  §  20  ersichtlich,  gering  —  nach 
Des  Cloizeaux^): 

bei     47«     71,5«     95,5«     116«  C 
2E  =  76«    591«     390  0«. 

Ein  anderes  Beispiel  eines  monoklinen  Kristalls,  bei  dem  sich 
der  Binormalenwinkel  stark  mit  der  Temperatur  ändert  und  durch 
Null  hindurchgeht,  ist  der  (hihoMas.  Bei  ihm  ist  die  Binormalen- 
ebene  bei  gewöhnlicher  Temperatur  senkrecht  zur  Symmetrieebene  (010), 
die  erste  Mittellinie  letzterer  parallel,  und  die  Dispersion  der  Binor- 
malen r  >  V ;  bei  steigender  Erhitzung  nimmt  der  Binormalenwinkel 
ab,  es  tritt  zuerst  für  violettes,  zuletzt  für  rotes  Licht  Einachsigkeit 
ein,  und  die  Binormalen  treten  in  der  Ebene  (010)  wieder  auseinander, 
wobei  die  Dispersion  nun  r  <  r  ist.^)  Die  Änderung  der  Lage  der 
1.  Mittellinie  ist  dabei  kaum  merklich.  —  Analoges  Verhalten  zeigen 
die  Binormalen  beim  Glauberit.^)    Der  Wechsel  der  Binormalenebene 

1)  A.  Des  Cloizeaux,  Mem.  Acad.  d.  Sc.  de  l'inst.  de  France  18  (1867), 
p.  644. 

2^  A.  Des  Cloizeaux,  1.  c.  p.  662.  Bei  der  als  Sanidin  bezeichneten  Va- 
rietät des  Orthoklases  liegen  die  Binormalen  schon  bei  mäßig  erhöhter  oder  ge- 
wöhnlicher Temperatur  in  der  Symmetrieebene;  für  dieselbe  ist  der  Temperatur- 
einfluß von  Offret  (Bull.  soc.  fran^.  min.  13  [1890],  p.  635)  untersucht. 

3)  D.  Brewster,  Pogg.  Ann.  21  (1831),  p.  607;  27  (1H38\  p.  480.  H.  Las- 
peyres,  Zeitschr.  f.  Krist.  1  (1877),  p.  529. 
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erfolgt  hier  für  die  yerBchiedeiien  Farben  in  dem  Temperaturintervall 
zwischen  ca.  17^  und  58**,  wie  aus  folgender  Tabelle  hervorgeht,  worin 
der  scheinbare  Binormalenwinkel  in  Luft  mit  positivem  oder  negativem 
Zeichen  angegeben  ist,  je  nachdem  die  Binormalenebene  zur  Symmetrie- 
ebene  (010)  senkrecht  oder  parallel  ist. 


Temperatur:     |     —1,7*       +11,S^      +35,7^       -|- 45,8M    +  Ö8,2<>       +  85,2<> 


rotes  (Li-)Licht    |  +  lö^SO'  +.11*1'    1+    8H0'  ;         0  — 10«47' 

gelbes (Na-)Lichtl' +  14032'  +    8*9'  0  —    7^14'  i  —18*14' 

grünes  (Tl-)Licht  •  + 12*27'  0»        ,  —    7*8'       — 10*82'     — 16*16' 

blaues  Licht         i+    9*29'  0  —    8*42'     —11*8'       —13*2'       —17*7' 

Auch  hier  erkennt  man  die  stark  zunehmende  Andemngsgeschwindig- 
keit  des  Binormalenwinkels  bei  seiner  Annäherung  an  Null,  wovon 
bei  den  rhombischen  Kristallen  schon  ausführlich  die  Rede  war. 

Für  triMine  Kristalle,  bei  denen  eine  Lagenänderimg  aller  drei 
Polarisationshauptachsen  mit  der  Temperatur  zu  erwarten  steht,  liegen 
noch  keine  vollständigen  Messungen  vor.  Die  Temperaturkoeffizienten 
der  Hauptbrechimgsindizes  sind  für  Oligoklas  von  Offret  bestimmt 
und  positiv  gefnnden  worden.*) 

5.  Einflnfi  der  Temperatur  auf  die  Absorption.  Daß  Tempe- 
raturerhöhung eine  Änderung  der  Absorption  bewirkt,  war  für  manche 
Körper  seit  längerer  Zeit  schon  durch  den  bloßen  Augenschein  be- 
kannt. So  wird  z.  B.  Flintglas,  welches  bei  gewöhnlicher  Temperatur 
schwach  grünlichgelb  gefärbt  ist,  bei  Erhitzung  bis  zur  Erweichung 
tief  braungelb.*)  Auch  die  Farbenänderung  mancher  Metalloxyde 
(Zinkoxyd)  bei  Erhitzung  dürfte  hierher  gehören.  Genauer  untersucht 
ist  diese  Erscheinung  durch  J.  Koenigsberger  mit  Hilfe  seines 
S.  405  beschriebenen  mikroskopischen  Photometers,  welches  hierbei 
nur  insofern  abgeändert  war,  als  die  zu  untersuchende  Platte  wegen 
des  zu  ihrer  Erhitzung  dienenden  Luftbades  nicht  direkt  vor  die  eine 
Diaphragmenöflfnung  gebracht  werden  konnte,  sondern  mittels  einer 
Linse  auf  dieselbe  projiziert  werden  mußte.  ^)  Als  allgemeines  Resultat 
schließt  Koenigsberger  aus  diesen  Beobachtungen,  daß  bei  schwach 
oder  mäßig  stark  selektiv  absorbierenden  festen  Körpern  das  Absorp- 
tionsgebiet bei  steigender  Temperatur  sich  nach  größeren  Wellenlängen 
verschiebt  und  sich  dabei  häufig  etwas  ausdehnt,  während  das  Maxi- 


1)  A.  Offret,  Bull.  soc.  fran9.  min.  13  (1890\  p.  648. 

2)  C.  Pulfrich,  Wied.  Ann.  45  (1882),  p.  609. 

3)  J.  Koenigsberger,  Habilitationsschrift,  p.  27. 
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mum  der  Absorption  seiner  Größe  nach  anscheinend  ungeändert  bleibt. 
Diesem  S^tze  entsprechend  werden  gelbe  oder  rote  Körper  bei  Er- 
wärmung undurchsichtiger,  grüne  und  blaue  durchsichtiger.  Für 
Körper,  die,  wie  Didymglas,  scharfe  Absorptionsstreifen  besitzen,  gilt 
jedoch  die  obige  Regel  nicht,  sondern  die  letzteren  behalten  ihre  Lage 
auch  bei  hohen  Temperaturen  unverändert  bei.  Von  Kristallen  be- 
fanden sich  unter  den  von  Koenigsberger  untersuchten  Substanzen: 
Kaliumbichromat,  Brookit,  Klinochlor  (in  Spaltblättchen  parallel  der 
Basis)  und  Aktinolith  (Platte  parallel  zu  zwei  Polarisationshauptachsen); 
über  etwaige  verschiedene  Änderung  der  Absorption  der  beiden  Wellen, 
bezw.  Änderung  des  z.  B.  beim  Aktinolith  vorhandenen  Pleochroismus 
wird  jedoch  nichts  angegeben.  Eine  Änderung  des  Pleochroismus  mit 
der  Temperatur  scheint  bisher  nur  am  grünen  Turmalin  sicher  nach- 
gewiesen zu  sein,  an  dem  Kirchhoff ^)  eine  beträchtliche  Verminderung 
des  Helligkeitsunterschiedes  der  durchgelassenen  ordentlichen  und 
außerordentlichen  Strahlen  beobachtete,  wenn  der  Kristall  zur  Rotglut 
erhitzt  wurde.  (Siehe  S.  443).  —  Daß  noch  nicht  mehr  Beobachtungen 
hierüber  vorliegen,  ist  übrigens  leicht  begreiflich,  wenn  man  bedenkt^ 
daß  wir  zur  Messung  kleiner  Unterschiede  von  AbsorptionskoefSfizienten 
keine  annähernd  so  empfindliche  Methode  besitzen,  wie  zur  Messung 
von  Unterschieden  der  Brechungsindizes.  Wenn  z.  B.  die  relativen  Än- 
derungen der  Absorptionskonstanten  mit  der  Temperatur  von  gleicher 
Größenordnung  wären,  wie  diejenigen'  der  Polarisationskonstanten,  so 
würden  erstere  selbst  für  sehr  große  Temperaturänderungen  kaum 
nachweisbar  sein. 

Bei  Metallen  hat  bisher  weder  durch  direkte  Messung  der  Ab- 
sorption in  dünnen  Schichten^),  noch  durch  Reflexionsbeobachtungen') 
eine  nennenswerte  Änderung  der  Absorption  mit  der  Temperatur 
nachgewiesen  werden  können. 


Zweites  Kapitel. 

Wirkung  elastischer  Deformationen. 

1.  MeolLanisoh  eneugte  Doppelbreohong  isotroper  Korper. 
(,,Aoeidentelle"  oder  »»temporäre**  Doppelbrechung.)  Die  Tatsache, 
daß  ursprünglich  isotrope,  einfach  brechende  Körper,  wie  Glas,  Gela- 

1)  G.  Kirchhoff,  Pogg.  Ann.  109  (1H60),  p.  299 

2)  J.  Koenigsberger,  Verh.  d.  deutschen  phys.  Ges.  1  (1899\  p.  247. 

3)  z.  B.  P.  Di'nde,  Wied.  Ann.  39  (1890),  p.  539;   Drudes  Ann.  14  (1904),  p.  951. 
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tine  usw.,  doppeltbrechend  werden,  wenn  man  sie  einem  einseitigen 
Dmck  oder  Zug  unterwirft,  ist  seit  Brewster^)  bekannt,  welcher  an 
den  im  polarisierten  Lichte  auftretenden  Interferenzfarhen  feststellte, 
daß  sich  alle  von  ihm  untersuchten  Körper  unter  einseitigem  Druck 
wie  negative,  unter  Zug  wie  positive  einachsige  Kfistaüe  verhalten, 
wobei  natürlich  die  optische  Achse  in  die  Richtung  des  Druckes  bezw. 
Zuges  fällt.  FresneP)  gelang  es,  mittels  einer  Kombination  von 
Glasprismen,  deren  brechende  Winkel  abwechselnd  gerichtet  waren, 
und  von  denen  je  die  gleich  orientierten  in  der  Richtung  der  Prismen- 
kante 'komprimiert  wurden,  das  Auftreten  von  Doppelbrechung  in 
Richtungen  senkrecht  zur  Druckrichtung  auch  direM  nachzuweisen. 
In  einer  eingehenden  Untersuchung  „über  die  Gesetze  der  Doppel- 
brechung des  Lichtes  in  komprimierten  und  ungleichförmig  erwärmten 
unkristallinischen  Körpern"  hat  F.  Neu  mann*)  sowohl  die  Theorie 
dieser  Erscheinungen  entwickelt,  als  auch  zuerst  quantitative  Bestim- 
mungen ausgeführt. 

Der  Neumannschen  Theorie  liegen  die  Annahmen  zugrunde:  1.  für 
die  Lichtfortpflanzung  in  einem  gleichförmig  deformierten  unkristal- 
linischen Körper  gelten  die  Fresnelschen  Gesetze,  und  die  Polarisations- 
hauptachsen fallen  mit  den  Hauptdilatationsachsen ^)  (die  hier  zugleich 
die  Hauptdruckachsen  sind)  zusammen;  2.  die  Hauptlichtgeschwindig- 
keiten a,  J)y  c  im  deformierten  Körper  sind  lineare  Funktionen  der 
Dilatationen.  Aus  diesen,  an  sich  sehr  wahrscheinlichen  und  durch 
alle  vorliegenden  Erfahrungen  bestätigten  Voraussetzungen  ergibt  sich 
für  die  Hauptlichtgeschwindigkeiten  der  Ansatz '^): 

a^v^  +  qx^+py^+pz^, 
(1)  b-v^+poo^  +  qy^+pe,, 
c  '=^v'^  +P^x+Pyp  +  Ü^z7 

1)  D.  ßrewßter,  Phil.  Trana.  181ö,  p.  60;  1816,  p.  166.  Trans,  Roy.  Soc. 
Edinb.  8  (1818),  p.  869.     Pogg.  Ann.  19  (1830),  p.  627. 

2)  A.  Fresnel,  Ann.  chim.  phys.  (2)  20  (,1822),  p.  376. 

3)  F.  Neu  mann,  Abb.  d.  Berliner  Akad.  1841,  U.  Im  Auszug  Pogg.  Ann. 
64  (1841),  p.  449. 

4)  Die  Hauptdilatationsachsen  sind  die  Hauptachsen  des  Ellipsoids,  in 
welches  ein  kugelförmiger  Bereich  des  Körpers  durch  eine  beliebige  homogene 
Deformation  übergeführt  wird.  Über  die  Bedeutung  der  Hauptdruckachsen  ver- 
gleiche die  Anmerkung  1)  S.  464. 

5)  Formeln,  welche  mit  den  obigen  praktisch  übereinstimmen,  hat  neuer- 
dings W.  Voigt  (Drudes  Ann.  6  [1901],  p.  459)  aus  den  durch  die  Annahme 
mitschwingender  Elektronen  erweiterten  Gleichungen  der  elektromagnetischen 
Lichttheorie  (siehe  I,  Kap.  iii,  §  6)  abgeleitet,  indem  er  für  die  Konstanten,  von 
welchen  die  Eigenschwingungen  der  Elektronen  abhängen,  lineare  Funktionen  der 
Dilatationen  einführt. 
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worin  v^  die  ursprüngliche  Lichtgeschwindigkeit,  x^y  y^,  z.  die  Haupt- 
dilatationen, p  und  q  zwei  dem  betreffenden  Körper  individuelle 
(eventuell  noch  von  der  Wellenlange  abhangige)  Eonstanten  sind. 
Diese  letzteren  hat  Neumann  für  Glas  in  der  Weise  bestimmt,  daß 
er  an  einem  gebogenen  Glasstreifen,  der  ja  in  seiner  einen  Hälfte 
longitudinal  gedehnt,  in  der  anderen  komprimiert  ist,  einerseits  (mit- 
tels Interferenzbeobachtungen)  das  VerhMtnis,  andererseits  (aus  der 
Stärke  der  Doppelbrechung)  die  Differenz  der  Änderungen  der  Licht- 
geschwindigkeiten der  beiden,  parallel  und  senkrecht  zur  Dehnungs- 
richtung polarisierten  Strahlen  beobachtete.  Er  fand  dabei  negcutive 
Werte  von  p  und  g,  welche  u.  a.  eine  Zunahme  des  Brechungsindex 
durch  allseitige  Dilatation  bedeuten  würden;  indessen  beruht  dieses 
auffallende  Resultat  auf  einer  unrichtigen  Berücksichtigung  der  Dicken- 
änderung des  Glasstreifens  bei  der  Biegung,  und  in  Wirklichkeit 
folgßn  aus  Neumanns  Beobachtungen  positive  Werte  von  p  und  q,^) 
Um  diese  Eonstanten  exakt  bestimmen  zu  können,  fehlte  überdies 
ihm  sowie  späteren  Beobachtern  (Wertheim  ^),  Mach,  Eerr)  die 
Eenntnis  heider  Elastizitätskonstanten  der  untersuchten  Glassorte,  d.  h. 
des  Elastizitätsmoduls  E  und  des  Verhältnisses  v  der  Querkontraktion 
zur  Längsdilatation.  Eine  neuere  Untersuchung  an  verschiedenen 
Jenenser  Glassorten  (nachstehend  mit  I  bis  VII  bezeichnet),  für  welche 
diese  letzteren  beiden  Eonstanten  bekannt  sind,  ergab  folgende  Werte 
der  Eonstanten  p  und  q  für  Natriumlicht'). 


i!   l" 

n 

III 

IV 

Y 

VI 

VTI 

E 

;  7940 

4800 

'   5470 

6100 

6470 

5500 

.5035 

V 

,  0,187 

0,274 

0,250 

0,222 

0,224 

0,239 

0,26 

'h, 

,i  1,6128 

1,5075 

1,5452 

1,5700 

1,6440 

1,7510 

1,9625 

P 

i  0,178 

0,182 

0,187 

0,195 

0,204 

0,202 

0,218 

q 

1  0,097 

1  0,110 

0,118 

0,135 

0,160 

0,182 

0,237 

Hierbei   ist   die   Lichtgeschwindigkeit   im   leeren  Räume  wieder   =  1 
gesetzt,  so  daß  v^  gleich  dem  reziproken  ursprünglichen  Brechungsindex 

1)  Vergl.  F.  Pockels,  Wied.  Ann.  37  (1889),  p.  391.  Auch  die  negativen 
Werte  p,  q,  welche  später  E.  Mach  (Optisch- akustische  Versuche,  Prag  1873; 
Pogg.  Ann.  146  [1872 J,  p.  314)  fand,  beruhen  auf  einem  Rechenfehler.  Die  von 
Mascart  in  seinem  Traite  d'Optique,  II,  p.  242  entwickelten  Formeln  enthalten 
ebenfalls  einen  Vorzeichenfehler. 

2)  Die  Beobachtungen  Wertheims  (C.  R.  32  [1851],  p.  289.  Pogg.  Ann. 
86  [1852],  p.  321)  wurden  bei  verschieden  starkem,  einseitigem  Druck  und  Zug 
angestellt  und  bestätigen  vollkommen  die  von  Neumann  angenommene  Propor- 
tionalität der  Doppelbrechung  mit  der  Größe  der  Deformationen. 

3)  F.  Pockels,  Drudes  Ann.  7  (1902),  p.  745;  9  (1902),  p.  220;  11  (1903),  p.  651. 
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wird;  no  bedeutet  letzteren  für  Na- Licht,  E  den  Elastizitätsmodul 
ausgedrückt  in  Kilogramm  pro  Quadratmillimeter.  Die  chemische 
Zusammensetzung  und  Dichte  dieser  Glassorten  ist  folgende: 


BaO 

PbO 

Dichte 

- — - — ^_^- 

_-   —  z^ 

L-       --     r- 

— 

2,457 

4,7 

— 

2,243 

— 

25,0 

Ä,768 



33,0 

3,115 

— 

51,7 

3,88 

— 

67,5 

4,73 

-      1 

80,1 

6,335 

jq^y  ^gg    I  Zusammensetzung 

Glases    |j    g.^^    |  g^Q^    j  ^j^q^  |    ^^      ^^^ 

I  T   68,1  10,0     I       2,0  9,5     ,     10,0 

II  —      !     69,1     i     18,0     I      —  8,0 
m         j    32,8     ,     31,0           7,0           3,0  1,0 

IV  I  54,2  1,5  '  —  8,0  3,0 

V  i!  41,0  —  !  —  7,0  '      — 

VI  ji  29,3  _  I  —  I       3,0  — 

VII  ll  17,8  —  I  1,0  i       0,4  0,8 

Man  erkennt  aus  obiger  Zusammenstellung,  daß  die  absolute  Größe 
der  die  optische  Einwirkung  elastischer  Deformationen  charakterisie- 
renden Konstanten  p,  q  im  allgemeinen  mit  dem  Bleigehalt  der  Gläser 
zunimmt^  während  ihre  Differenz,  welche  die  durch  einseitige  Dila- 
tation bewirkte  Doppelbrechung  bestimmt,  abnimmt  und  für  das 
schwerste  Bleiglas  sogar  negativ  wird.  Letzteres  bedeutet,  daß  das  be- 
treffende Glas  durch  einseitige  Dehnung  oder  einseitigen  Zug  negativ, 
durch  einseitige  Kompression  positiv  doppeltbrechend  wird,  ein  Ver- 
halten, welches  bis  dahin  nur  von  gewissen  mehr  oder  weniger  plasti- 
schen und  wahrscheinlich  nicht  homogenen  organischen  Substanzen 
(Traganth,  Kirschgummi ^))  bekannt  war.  Zugleich  läßt  sich  wegen 
des  Vorzeichenwechsels  von  p  —  q  vorhersehen,  daß  es  eine  Glassorte 
geben  muß,  für  welche  jo  —  ^  =  0  ist,  wenigstens  für  Licht  einer  be- 
stimmten Wellenlänge.  Wenn  aber  jp  =  g  ist,  so  muß  nach  dem  An- 
satz (1)  stets  a  ==b  =  c  sein,  also  die  betreffende  Glassorte  für  jede 
Deformation  isotrop  bleiben.  In  der  Tat  ist  es  gelungen,  ein  Glas  her- 
zustellen, welches  nahezu  diese  Eigenschaft  besitzt.  Dasselbe  steht 
der  Zusammensetzung  nach  in  der  Mitte  zwischen  den  oben  mit  VI 
und  VU  bezeichneten  Glassorten ^);  die  ihm  zukommenden  Werte 
von  p  —  q  für  Na-,  Li-  und  Tl-Licht  im  Vergleich  zu  denjenigen  der 
Gläser  VI  und  VII  zeigt  folgende  Zusammenstellung: 

Glas  VI        Neues  Glas  1     Glas  VII 


Li-Licht  +0,020        i    —0,00161        —0,0187 

Na-Licht         +0,0197  —0,00227    !    —0,0197 

_      _      Tl-Licht  +  0,01935    |    —  0,00274        —  0,0208 

1)  H.  Anibronn,  Leipziger  Sitzungsber.  math.  phys.  Kl.  Juni  1898. 

2)  Die  Analyse  einer  Probe  ergab: 

26,0  SiOj,  0,8A1,0, +  Feg05,  0,3  CaO,  0,4  K,0,  0,2  Na^O,  74,6  PbO. 
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Die  Doppelbrechung  des  neuen  Glases  ist  also  im  Verhältnis  zu  der 
durch  gleich  große  Deformationen  bei  anderen  Glassorten  verursachten 
außerordentlich  schwach,  besitzt  dabei  aber  eine  relativ  sehr  bedeutende 
Dispersion,  weshalb  z.  B.  die  Interferenzfarbe,  welche  dieses  Glas  im 
polarisierten  Lichte  zwischen  gekreuzten  Nicols  zeigt,  wenn  es  schwach 
komprimiert  wird,  nicht  wie  sonst  das  Grau  1.  Ordnung,  sondern  ein 
grünliches  Mau  ist. 

Da  der  Ansatz  (1)  unter  Voraussetzung  solcher  Deformationen 
geltei^soll,  welche  innerhalb  der  Elastizitätsgrenze  liegen,  und  für  die 
demnach  die  Spannungen^)  den  Deformationen  proportional  sind,  so 
kann  man  a,  by  c  auch  als  lineare  Funktionen  der  Spannungen  dar- 
stellen, also,  wenn  man  mit  X^,  Y^,  Z^  die  Hauptdrucke ^)  bezeichnet, 
den  Ansatz  machen^): 

(2)  ;A=i_pX,-qi;-pZ., 

wobei  p,  q  mit  p,  q  durch  die   Relationen 

verbunden  sind  und  die  relativen  Abnahmen  der  Hauptlichtgeschwindig- 
keiten (oder  die  relativen  Zunahmen  der  Hauptbrechungsindizes)  durch 
den  einseitigen  Druck  von  1  kg  auf  1  mm'  bestimmen,  wenn  J&  in 
diesem  Maße  gemessen  wird.  Die  Werte  dieser  Konstanten  für  die 
obigen  sieben  Glassorten  sind: 


1)  Der  allgemeinste  Spannungszustand  in  einem  deformierten  elastischen 
Körper  ist  durch  sechs  „Komponenten''  X^,  Yy,  Zg,  Y,,  Z,,  Xy  definiert,  welche 
die  normalen  und  tangentialen  Drucke  gegen  Flächenelemente  parallel  zu  den 
Koordinatenebenen  bedeuten.  Es  gibt  stets  ein  rechtwinkliges  Achsensystem  — 
das  Hau ptdrucktichsensy Stent  — ,  in  bezug  auf  welches  die  normalen  Drucke 
X^,  Yy,  Zg  (die  dann  Hauptdrucke  heißen)  allein  übrig  bleiben.  (Vergl.  z.  B. 
W.  Voigt,  „Kriatallphysik'S  [Leipzig  1898],  p.  198.) 

2)  Wenn  die  Proportionalität  zwischen  Spannungen  und  Deformationen 
nicht  mehr  besteht,  so  ist  es  Ton  vornherein  als  das  wahrscheinlichere  anzusehen, 
daß  die  Deformatianen  und  nicht  die  Spannungen  für  die  optischen  Änderungen 
maßgebend  sind.  Hierfür  sprechen  auch  die  Beobachtungen  von  A.  Leick 
(Dissertation,  Greifswald  1903)  über  die  durch  einseitigen  Zug  he  vorgebrachte 
Doppelbrechung  von  Gelatineplatten  \  denn  diese  ergab  sich  trotz  der  hier  vor- 
handenen starken  elastischen  Nachwirkung  genau  proportional  der  Dilatation. 
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I       u      m      IV      V  •  VI    vn 


q .  10«       5,67       3,33      6,85     12,55     20,7     27,3    48,5 
p .  lOV  24,1      26,9      31,3      31,3      36,8    35,1     38,7 

Das  Vorzeichen  von  q  —  ^)  stimmt  stets  mit  dem  von  q—p  überein 
und  ist  zugleich  dasjenige  der  Doppelbrechnng  des  durch  einseitigen 
Druck  optisch  einachsig  gemachten  Körpers. 

2.  Ältere  Beobachtungen  über  meohanisch  erzeugte  Änderung 
der  Doppelbrechung  in  Kristallen.  Die  ersten  Beobachtungen  über 
den  Einfluß  der  Deformationen  auf  das  optische  Verhalten  doppelt- 
brechender Kristalle  rühren  ebenfalls  von  Brewster')  her,  der  fand, 
daß  einachsige  Kristalle  durch  einen  senkrecht  zur  optischen  Achse 
wirkenden  einseitigen  Druck  zweiachsig  werden.  Weitere  hierauf  be-' 
zügliche  Versuche  stellten  Moigno  und  SoleiP),  sowie  Pf  äff)  mit 
Quarz,  Beryll,  Turmalin,  Kalkspat,  Apophyllit,  Zirkon,  Mellit  an  und 
kamen  zu  dem  Resultat,  daß  bei  einem  ursprünglich  optisch  einachsigen 
Kristall,  welcher  durch  einen  senkrecht  zur  Hauptachse  gerichteten 
Druck  optisch  zweiachsig  gemacht  ist,  die  Ebene  der  Binormalen 
parallel  oder  senkrecht  zur  Druckrichtung  liegt,  je  nachdem  die  Doppel- 
brechung des  Kristalls  positives  oder  negatives  Vorzeichen  besitzt. 
Man  kann  diese  Regel  auch  so  aussprechen:  durch  einseitigen  Druck 
wird  die  in  die  Druckrichtung  fallende  Achse  des  Polarisationsovaloids 
relativ  zu  den  beiden  anderen  vergrößert; '  denn  hieraus  folgt  für  po- 
sitiv einachsige  Kristalle,  daß  die  Ueinste  und  größte  Achse  des  durch 
einseitigen  Druck  dreiachsig  gewordenen  Ovaloids  bezw.  in  die  Haupt- 
achse und  die  Druckrichtung  fallen,  für  negativ  einachsige  Kristalle 
dagegen,  daß  die  mittlere  Ovaloidachse  in  die  Druckrichtung  fällt. 
Man  sieht  hieraus,  daß  das  von  Moigno  und  Soleil  festgestellte  Ver- 
halten einachsiger  Kristalle  übereinstimmt  mit  demjenigen  der  meisten 
isotropen  Körper,  bei  welchen,  wenn  sie  durch  einseitigen  Druck  doppelt- 
brechend  gemacht  werden,  die  größte  Achse  des  Polarisationsovaloids 
in  die  Druckrichtung  fällt.  Wie  es  aber  isotrope  Körper  gibt,  welche 
sich  umgekehrt  verhalten,  d.  h.  durch  einseitigen  Druck  positiv  doppelt- 
brechend werden,  so  ist  auch  anzunehmen,  daß  die  obige  Regel  von 
Moigno  und  Soleil  keine  allgemeine  Gültigkeit  besitzt,  sondern  nur 
das  vorherrschende  Verhalten  ausdrückt. 


1)  D.  Brewster,  Trans.  Roy.  Soc.  Edinb.  8  (1818),  p.  281. 

2)  Moigno  und  Soleil,  C.  R.  30  (1860),  p.  861. 

3)  Th.  Pf  äff,  Pogg.  Ann.  107  (1859),  p.  333;  108  (1869),  p.  698. 

Pockels,  KriiUUoptik.  30 
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Messu/ngen  d^  Binormalenwinkds  an  durch  einseitigen  Druck 
optisch  zweiachsig  gemachten  einachsigen  Kristallen  (Quarz,  Beryll, 
Apatit,  Turmalin)  für  Yerschiedene  Größe  des  Druckes  hat  zuerst 
Bücking^)  ausgeführt,  ohne  aber  daraus  ein  mathematisches  Gesetz 
für  die  Abhängigkeit  des  Binormalenwinkels  vom  Drucke  abzuleiten. 
Ein  solches  ist  aber  auf  Grund  der  einzigen,  eigentlich  selbatverstand- 
lichen  Annahme,  daß  die  Abweichungen  der  Hauptlichtgeschwindig- 
keiten a,  hyC^)  im  komprimierten  Kristall  von  ihren  ursprünglichen 
Werten  a^  =  ¥  und  c**  dem  Drucke  proportional  sind,  aus  der  Formel 
für  den  halben  Binormalenwinkel  um  die  ursprüngliche  optische 
Achse  c: 

sofort  ableitbar;  denn  dieselbe  zeigt  unter  vorstehender  Voraussetzung, 
daß  für  kleine  Änderungen,  wo  a*  —  b^  sehr  klein  gegen  a*  —  c*  und 
letztere  Differenz  nahe  =  a^  —  c^  ist,  sin  Q  oder  Q  selbst  und  ebenso 
der  scheinbare  Binormalenwinkel  2E  der  Quadrattvwrzd  aus  dein 
Drucke  proportional  sein  muß.  Hiermit  stimmt  auch  der  Verlauf  der 
Kurven,  durch  welche  Bücking  die  bei  verschiedenen  Drucken  be- 
obachteten Werte  2E  dargestellt  hat,  so  weit  überein,  als  es  in  An- 
betracht der  Ungleichformigkeit  der  Druckverteilung  und  Unsicherheit 
der  Druckmessung  zu  erwarten  war.*) 

Interessante  Beobachtungen  am  Qua/rz  sind  noch  früher  von 
Mach  und  Merten^)  ausgeführt  worden.  Dieselben  haben  insbeson- 
dere gezeigt,  daß  der  Quarz,  wenn  er  durch  Druck  senkrecht  zur  Haupt- 
achse optisch  zweia^chsig  gema^iht  wird,  sein  Drehungsvermögen  unver- 
ändert hehält,  so  daß  er  also  dann  in  der  Richtung  beider  Binormalen 
reines  Drehungsvermögen  von  demselben  Richtungssinn  und  Betrage 
zeigt,  wie  ursprünglich  in  der  Richtung  der  Hauptachse.  (Vergl. 
auch  S.  349).  Über  die  elliptische  Doppelbrechung,  die  dann  in  der 
Richtung  der  Hauptachse  und  anderen,  den  Binormalen  benachbarten 
Richtimgen  auftritt,  haben  Beaulard  und  Monnory  eingehende  Unter- 
suchungen ausgefiihrt,  von  denen  schon  in  H,  Kap.  IH,  §  3  die 
Rede  war. 


1)  H.  Bücking,  Zeitschr.  f  Krist.  7  (1883),  p.  556. 

2)  Hier  kann  deren  Größenfolge  sowohl  a^h'^c  als  a<^b<Zc  sein. 

3)  Über    die  Berechnung   der   BückingBchen  Messungen    am  Beryll  vergl. 
F.  Pockels,  N.  Jahrb.  f.  Miner.  Beil.-Bd.  8  (1891),  p.  263. 

4)  £.  Mach  und  J.  Merten,  Wiener   Sitzungsber.  (2)  72  (1875),  p.  315. 
Pogg.  Ann.  166  (1875),  p.  639. 
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Schließlich  sind  noch  die  Beobachtungen  von  Wertheim^)  an 
einseitig  komprimierten  reguUH/ren  Kristallen  erwähnenswert^  weil  die- 
selben zeigten,  daß  die  Schwingungsrichtongen  der  sich  senkrecht 
zur  Druckrichtung  fortpflanzenden  Wellen  hier  oft  beträchtlich  von 
der  Druckrichtung  und  der  zu  ihr  senkrechten  abweichen,  die  re- 
gulären Kristalle  sich  also  gegenüber  der  optischen  Einwirkung  des 
Druckes  verschieden  von  optisch  isotropen  Körpern  verhalten.  Eine 
stichhaltige  Erklärung  für  dieses  Verhalten  gab  jedoch  Wertheim 
noch  nicht.  Wir  werden  dieselbe  im  folgenden  als  Konsequenz  einer 
allgemeinen  Theorie  der  Einwirkung  von  Deformationen  auf  das 
optische  Verhalten  der  Kristalle  kennen  lernen  und  im  Anschluß 
daran  die  neueren,  vollständigen  Beobachtungen  für  einige  reguläre 
und  einachsige  Kristalle  besprechen. 

3.  Allgemeine  Theorie  für  Kristalle.  ^)  Der  Neumannsche  An- 
satz läßt  sich  auf  Kristalle  nicht  ohne  weiteres  übertragen,  weil 
hier  die  Polarisationshauptachsen  im  allgemeinen  nicht  mit  den 
Hauptdilatationsachsen  (und  ebensowenig  mit  den  von  letzteren  hier 
verschiedenen  Hauptdruckachsen)  zusammenfallen  können.  Man  ge- 
langt aber  zu  einem  brauchbaren  Ansatz,  welcher  den  Neumannschen 
für  isotrope  Körper  als  Spezialfall  umfaßt,  indem  man  die  Annahme 
macht,  daß  1.  auch  in  einem  (innerhalb  der  Elastiziiätsgrenzen)  ho- 
mogen deformierten  Kristall  die  Fresnelschen  Gesetze  gelten,  2.  die 
Unterschiede  zwischen  den  optischen  Parametern  des  Kristalls  im  de- 
formierten und  im  ursprünglichen  Zustande  homogene  lineare  Funk- 
tionen der  sechs  Deformationskomponenten')  x^^y^j  z^fy^jZ^^Xy  oder 
der  sechs  Druckkomponenten^)  X^,  Y^,  Z^,  1\,  Z^,  X^  sind. 

Wir  wählen  als  optische  Parameter  die  in  I,  Kap.  H,  §  19,  ein- 
geführten Pölarisationskonstanten  «n  ■  •  o^j  •  ■  • ,  zunächst  bezogen  auf 
ein  beliebig  angenommenes  Koordinatensystem.     Ihre  ursprünglichen 


1)  Wertheim,  C.  R.  33  (1861),  p.  676;  36  (1862),  p,  276.  Pogg.  Ann,  86 
(1862),  p.  321;  87  (1852),  p.  498. 

2)  F.  Pockels,  Über  den  Einfluß  elastischer  Deformationen,  speziell  ein- 
seitigen Druckes,  anf  das  optische  Verhalten  kristallinischer  Körper.  Dissert., 
Göttingen  1889.     Wied.  Ann.  37  (1889),  p.  161. 

3)  Von  diesen  bedeuten  bei  kleinen  Deformationen,  wie  sie  hier  nur  in  Be- 
tracht kommen,  ^^,  ^y,  z^  die  linearen  Dilatationen  parallel  den  Koordinaten- 
achsen, y^,  Zjg,  Xy  die  Winkeländerungen  zwischen  je  zwei  ursprünglich  der  Y- 
und  Z-,  bezw.  der  Z-  und  X-,  der  X-  und  Y-Achse  parallelen  materiellen  Li- 
nienelementen.    (Vergl.  z.  B.  Voigt,  Kristallphysik,  p.  201.) 

4)  Siehe  Anm.  1)  S.  464. 
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Werte  seien  durch  den  Index  ®  ausgezeichnet.    Dann  erhalten  wir  also 
nach  dem  vorstehend  Gesagten  den  Ansatz: 

'  «11  -  <  =Pn^x  +Pliy9+Pn^z  +Pliyz  +Pl5^x  +Pl6^p, 


I . 

<*M  -  <  =i?41^x  +PA%y9+P4S^,+Puy.  +P4B^x+Pi6^97 


(4)  .    _..o 


oder  auch 

'»ll-<  =  -{Äll^^+^12^y+3ri3-^,+  Äu^e  +  ^l6-2^  +  3rieXy}, 

Zwischen  den  beiden  Konstantengruppen  der  p^^^  und  ^r^^^,  von  welchen 
die  ersteren  als  dasto-optische,  die  letzteren  als  piejso-opHsche  Konstanten 
bezeichnet  werden  mögen,  bestehen  die  Belationen: 

6  6 

(6)  Phk'^^'^hi^ki^    ^hk^  2'Phihi> 

1  1 

worin  die  Cj^^ «  c^^^  die  Elastizitätskonstanten,  die  5^^  =  s^j^  die  Elastizitäts- 
moduln (nach  Voigts  Bezeichnung)  sind.^)  Natürlich  werden  die 
Pj^j^  und  ;r^j,  wie  die  a^^  selbst,  noch  von  der  Schucingungsdauer  des 
Lichts  mehr  oder  weniger  abhängen.  Für  Licht  von  bestimmter 
Schwingungsdauer  kann  man  obige  Gleichungen  dadurch  vereinfachen, 
daß  man  das  Koordinatensystem  in  das  entsprechende  Polarisations- 
hauptachsensystem X^Y^Z^  des  undeformierten  Kristalls  legt.  Hier* 
durch  verschwinden  zunächst  auf  alle  Fälle  die  a^j^  mit  ungleichen 
Indizes,  und  diejenigen  mit  gleichen  gehen  in  a®  ,  6^  ,  d®  (die  Qua- 
drate der  ursprünglichen  Hauptlichtgeschwindigkeiten)  über.  Da  dann 
also  a^j,  aji  und  a^^  ebenso  wie  a^  —  a®j ,  a^^  ""  ^22?  ^«a  ~~  ^&  ^®^ 
Deformationen  proportional  und  daher  sehr  klein  neben  den  Größen 
^11?  ^827  %8  selbst,  i^nd  bei  zweiachsigen  Kristallen,  sofern  ihre  Doppel- 
brechung nicht  ungewöhnlich  schwach  ist,  auch  klein  neben  deren 
Differenzen  {a^  —  ajg  usw.)  sind,  so  kann  man  die  Gleichungen  (31), 
I,  Kap.  n,  S.  67,  welche  im  allgemeinen  zur  Bestimmung  der  Rich- 
tungen der  Polarisationshauptachsen  heranzuziehen  sind,  hier  durch 
einfache  Näherungsformdn  auflösen.  Es  folgt  nämlich  aus  dem  eben 
Gesagten,  daß  Oj,  ß^,  y,  wenig  von  1  verschieden,  und   die   übrigen 

1)  Über  die  Grundlagen  der  Theorie  der  Kristallelastizität  vergl.  W.  Voigt, 
Kompendium  der  theoret.  Physik  I,  Kap.  iv,  §  17  und  Kap.  m,  §  17,  oder  des- 
selben Autors  .jKristallphysik^S  §  7;  femer  Liebisch,  Physikalische  Kristallo- 
graphie, Kap.  9,  oder  dessen  ,,Grundriß  d.  phys.  Krist.*^  p.  481. 
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Richtungskosiiiiis  des  Systems  (27),  S.  66,  —  worin  jetzt  für  X',  Y\  Z' 
die  ursprünglichen  Polarisationsliauptachsen  X**,  Y®,  Z®,  für  X,  F,  Z 
diejenigen  des  deformierten  Kristalls  zu  setzen  sind,  —  sehr  klein  sind, 
wobei  noch  wegen  der  Relation  o,«,  H-ft/Sj  +  y^y^^O  und  der  zwei 
analogen  ß^^^  —  y^y  ^i  ^  ~  ^s?  ^"^  ""  ßi  ^^^^  muß;  und  wenn  man 
dies  benutzt,  und  noch  in  den  Nennern  der  kleinen  Größen  die 
Differenzen  «jg  —  »8»;  ^»s  ~  ^ii;  ^ii  *~  ^2  durch  V^  —  ^^  (f^  —  cr, 
a^  —  h^  ersetzt,  so  erhalt  man  bis  auf  kleine  Größen  zweiter  Ordnung: 

«1  =  A  =  y«  =-  1 , 

Bezeichnet  man  die  kleinen  Drehungen,  welche  das  Polarisationshaupt- 
achsensjstem  um  die  X'^-,  Y®-  und  Z**- Achse  erfährt,  mit  0^,  <t)y,  <t>,, 
so  gelten  die  Gleichungen: 

(7')    tg20,=    ^'*^^,     tg20,=^-^-''^i— ,     tg20,==^^i*     , 

worin  man  die  Nenner  im  allgemeinen  ebenfalls  durch  b^  —(fi^cP  —a^, 
a®  —  6®  ersetzen  kann.  Findet  nur  eine  Drehung  um  eine  der  Achsen 
X®,  Y^j  Z^  statt,  was  der  Fall  ist,  wenn  nur  eine  der  Größen  a^z,a^^,a^^ 
von  0  verschieden  ist,  so  gilt,  wie  in  I,  Kap.  II,  §  19,  S.  67  gezeigt 
ist,  die  auf  jene  Achse  bezügliche  der  vorstehenden  Formeln  (7') 
streng,  also  ohne  die  Beschrantuiig,  daß  a^^  gegen  a^^^^  —  a^^  sehr 
klein  sein  muß. 

Bei  optisch  einachsigen  Kristallen  gelten  die  Formeln  (7')  als  1.  Nähe- 
rung ebenfalls;  es  ist  dann  aber  die  Drehung  0,  um  die  optische 
Achse  wegen  des  Fehlens  des  konstanten  Gliedes  in  der  Differenz 
^11  ^  ^2  wnaftÄäw^i^  von  der  absoluten  Größe  der  Deformation  und 
im  allgemeinen  endlich ,  während  die  beiden  anderen  klein  von  der 
ersten  Ordnung  (in  dem  obigen  Sinne)  sind,  und  es  ist  daher  die 
Reihenfolge  der  Drehungen  nicht  mehr  gleichgültig,  sondern  die  For- 
meln (7')  sind  so  zu  verstehen,  daß  die  Drehung  um  die  optische 
Achse  zuerst  auszuführen  ist. 

Sind  die  Richtungskosinus  t^-  -  -  y^  ^^^  neuen  Polarisationshaupt- 
achsen nach  vorstehenden  Formeln  bestimmt,  so  hat  man  schließlich 
die  neuen  Hauptlichtgeschwindigkeiten  a,  i,  c  mittels  des  Gleichungs- 
systems (32),  S.  67,  zu  berechnen. 

4.  SpeziaUflierung  für  die  KriBtaUgruppen  mit  Symmetrie- 
eigensohaften.  Im  Fall  trikliner  Kristalle  ist  kein  Anlaß  für  gegen- 
seitige Beziehungen   zwischen   den    36   Konstanten   des   Ansatzes   (4) 
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oder  (5)  oder  fdr  eine  Yerringerang  ihrer  Anzahl  gegeben,  auch  dann 
nicht;  wenn  man  als  Koordinatensystem  das  Polarisationshauptachsen- 
System  (X^Y^Z^)  wählt.  In  allen  übrigen  Kristallsystemen  ergibt  sich 
aber  bei  letztgenannter  Verfügung ,  da  bei  ihnen  auch  das  elastische 
Verhalten  in  bezug  auf  die  Polarisationshauptachsen  gewisse  Symme- 
trieen  zeigt,  eine  Vereinfachung  der  Formeln  (4)  und  (5).  Dieselben 
müssen  nämlich  unverändert  bleiben,  wenn  mau  von  dem  ursprüng- 
lich angenommenen  Koordinatensystem  (X^Y^Z^)  zu  einem  anderen, 
mit  ihm  sowohl  in  elastischer,  als  in  optischer  Hinsicht  gleichwertigen 
X®',  F®',  Z®'  übergeht.  Hierbei  lassen  sich  die  auf  das  neue  Koordi- 
natensystem bezogenen  Polarisationskonstanten  ant  und  Deformations- 
bezw.  Druckkomponenten  Xx'  •  *  •  y't'  -  •  -  bezw.  Xx'  •  •  •  Fi'  •  •  •  in  be- 
stimmter Weise  durch  die  alten  und  durch  die  Richtungskosinus 
zwischen  den  neuen  und  alten  Achsen  ausdrücken,  und  wenn  man  mit 
Hilfe  der  betreffenden  Transformationsformeln  aus  den  Ausdrücken 
(4)  und  (5)  diejenigen  für  die  aU  als  Funktionen  der  rri'  •  •  -  oder 
Xx' ' ' '  bildet,  so  müssen  wegen  der  Gleichwertigkeit  der  beiden  Achsen- 
systeme die  neuen  Ausdrücke  wieder  die  Form  der  alten  besitzen; 
dies  erfordert  aber  eine  Anzahl  von  Bedingungsgleichungen  für  die 
Pf^j^  bezw.  7tj^^,  wodurch  die  erwähnte  Verringerung  der  Anzahl  der 
unabhängigen  Konstanten  eintritt.  Die  Formeln  für  die  Transforma- 
tion bei  einer  Drehung  des  Koordinatensystems  (oder  Umkehrung 
einzelner  Koordinatenachsen)  sind  nun  für: 


Oll 

fl« 

«8» 

«!. 

«Sl 

«i*> 

a?. 

% 

«, 

h. 

i^. 

i^f, 

X. 

Yy 

z. 

Y. 

z. 

Ay, 

dieselben,  wie  bezw.  für 

X»,    r^   z»,    YZ,  zx,   xr, 

wo  X,  Yj  Z  die  Komponenten  einer  beliebigen  Vektorgröße  bezeichnen. 
Wenn  man  die  Richtungskosinus  zwischen  den  beiden,  jetzt  beliebigen 
Achsensystemen  folgendermaßen  bezeichnet: 

X'    r    Z' 

X    «1      «2      o, 

y\  ßi     ß,     ß, 

z\  yi    ?2    Yz 

so  gelten  demnach  z.  B.  für  die  Polarisationskonstanten  die  Trans- 
formationsgleichungen : 


(8) 
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+<^ii(ßiy2+ß»ri) 


und  die  gleichen  Faktorensysteme  gelten  fOr  die  Transformation  von 
X^  •  • .  i;  . .  •  oder  a;^  •  •  •  jy,  •    • . 

Betrachtet  man  den  Einfluß  der  einzelnen  Sjmmetrieelemente  für 
sich^  so  ist  zunächst  ohne  weitere  Rechnung  klar,  daß  für  das  elasto- 
optische  Verhalten  stets  ein  Symmetriegen^rum  vorhanden  ist,  da  dies 
sowohl  für  das  optische  als  für  das  elastische  Verhalten  gilt.  Zu  den 
wirklich  vorhandenen  kristallographischen  Symmetrieelementen  ist  also 
stets  ein  Zentrum  der  Symmetrie  (C)  hinzuzufügen,  und  diejenigen  Kristall- 
gruppen,  welche  in  den  übrigen  Symmetrieelementen  übereinstimmen, 
sind  in  elastooptischer  Hinsicht  identisch.  Hierdurch  reduziert  sich  die 
Zahl  der  nach  ihrer  Symmetrie  zu  unterscheidenden  Eristallgruppen 
auf  11,  welche  hier  durch  folgende  Symmetrieelemente  (in  der  schon 
S.  316  benutzten  Bezeichnungsweise)  charakterisiert  werden  können. 
I.  Triklines  System:  Holoedrie  und  Hemiedrie  C. 
n.  Monoklines  System:  Holoedrie,  Hemiedrie  und 

Hemimorphie C,  -4./. 

ni.  Rhombisches  System:  Holoedrie,  Hemiedrie 

und  Hemimorphie C,  J.,^,  ÄJ. 

IVA.  Tetragonales     System:     Holoedrie,    enantio-* 
morphe  und  hemimorphe  Hemiedrie,  Hemiedrie 

mit  Spiegeldrehungsachse (7,  J./,  ÄJ. 

IVB.  Tetragonales  System:  paramorphe. Hemiedrie, 

Tetartoedrieen  ...........  C,  Ä^\ 

VA.  Rhomboedrisches  System:  Holoedrie,  enantio- 

morphe  und  hemimorphe  Hemiedrie    .     .     .  C,  Ä,\  ÄJ. 
VB.  Rhomboedrisches  System:  paramorphe  Hemi- 
edrie und  Tetartoedrie (7,  Ä^^. 

VIA.  Hexagonales    System:     Holoedrie,     enantio- 
morphe  und  hemimorpheHemiedrie,Hemiedrie 

mit  3-zähliger  Achse C,  J./,  ^/. 

VIB.  Hexagonales  System:  paramorphe  Hemiedrie, 

Tetartoedrieen C,  A^. 

VII A.  Reguläres  System:  Holoedrie,  enantiomorphe 

und  hemimorphe  Hemiedrie C,  A^,  A^. 

VHB.  Reguläres  System:  paramorphe  Hemiedrie,  Te- 
tartoedrie^  C,^,2=^/=JL,». 
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Hierbei  ist  vorausgesetzt^  daß^  wenn  eine  ausgezeichnete  Symmetrie- 
achse  vorhanden  ist,  diese  zur  Z-Achse,  und  wenn  außerdem  zu  der- 
selben senkrechte  Symmetrieachsen  existieren,  eine  von  ihnen  zur 
X-Achse  gewählt  ist.  Das  so  bestimmte  Koordinatensystem  ist  dann 
bei  Gruppe  UI  zugleich  das  Polarisationshauptachsensystem  des  undefor- 
mierten  Kristalls,  so  daß  a^^^^aP^,  <  =  ^^^  <-^^  <  =  <^<2=*0 
ist;  bei  den  Gruppen  IV,  V,  VI  wird  noch  a®  =  6®,  bei  VII 
ao  -  feo  =»  cO 

Um  nun  in  der  oben  bezeichneten  Weise  z.  B.  die  Bedingungen 

dafür  aufzustellen,  daß  die  Z-Achse  eine  n-zählige  Symmetrieachse  ist^ 

<>  -_ 
also  bei  einer  Drehung  des  Koordinatensystems  um  den  Winkel 

die  Gleichungen  (4)  oder  (5)  ihre  Form  behalten,  hat  man  in  den 
Transformationsformeln  (8),  sowie  in  den  entsprechenden  für  die 
X^  •  •  •  oder  iP^  •  •  • ,  den  Richtungskosinus  folgende  Werte  beizulegen: 

2«  .2«  ^ 

a,=C08    -,     a8  =  -sm— ,     «3  =  0,     • 

^1=0,  72  =  0,  rz-^' 

Man  erhält  dann  durch  Gleichsetzen  der  Koeffizienten  von  x^^y^"- 
in  dem  ursprünglichen  Gleichungssystem  (4)  mit  den  entsprechenden 
von  a?x"  "  J/i"  "  iii  dem  transformierten  im  allgemeinen  36  Relationen 
zwischen  den  pkk,  von  denen  zwar  eine  große  Anzahl  Identitäten  sind, 
die  übrigen  aber  zu  einer  Reduktion  der  Anzahl  voneinander  unab- 
hängiger Konstanten  Phk  führen.  Ebenso  ergeben  sich  aus  den  ur- 
sprünglichen und  transformierten  Gleichungen  (5)  die  entsprechenden 
Relationen  zwischen  den  nnk- 

Die  Systeme  der  elastooptischen  und  piezooptischen  Konstanten, 
welche  man  so  schließlich  für  die  oben  aufgezählten  Kristallgruppen  11 
bis  VII  erhält,  sind  die  folgenden: 


(9) 


IL  20  Konstanten. 

m.  12  Konstanten. 

>n 

Pii    Pa    0 

0 

Pu 

Pii 

Pii    Pn 

0 

0 

0 

Pii 

i>M    Pit    0 

0 

Pi6 

Pn 

Pi»    Pii 

0 

0 

0 

Pti. 

Pii    Pm     0 

0 

Pm 

(10). 

Pii 

Pii    Pii 

0 

0. 

0 

0 

0       0      i,« 

Ptö 

0 

0 

0       0 

Pu 

0 

0 

0 

0      0      p^ 

PiB 

0 

0 

0       0 

0 

PiS 

0 

Ai 

Pet    Pis     0 

0 

Pee 

0 

0       0 

0 

0 

Pk 
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IVA. 

7  Konstanten. 

IVB. 

9  Eonstanten. 

Pxi    Pu 

Pu    0 

0 

0 

>ii 

Pu 

Pu    0 

0 

Pu 

Pii    Pu 

Pu    0 

0 

0 

Pu 

Pn 

Pu    0 

0  - 

-Pu 

Pn    Psi 
0       0 

Pn     0 
0      Pu 

0 
0 

0 
0 

(12). 

Pti 
0 

Pu 
0 

Pa     0 
0      Pu 

0 
0 

0 
0 

0       0 

0       0 

Pu 

0 

0 

0 

0       0 

Pu 

0 

0       0 

0       0 

0 

J>«6 

Pn 

-Pn 

0       0 

0 

Pw 

(11) 


In  den  Torstehenden  4  Oruppen  ist  das  System  der  Konstanten  n^k 
genan  ebenso  gebildet  wie  dasjenige  der  pkk  nnd  braucht  daher  nicht 
besonders  hingeschrieben  zu  werden,  während  in  den  folgenden  Gruppen 
gewisse  Unterschiede  zwischen  den  beiden  Konstantensystemen  bestehen. 

VA.  8  Konstanten. 


(13) 


(15) 


(17) 


Pu 

Pu 

Pu 

Pu 

0 

0 

«H 

«IJ  «IJ 

«14 

0 

0 

Pu 

Pn 

Pu 

-Pu 

0 

0 

«1» 

*11     *1S  ~ 

-«14 

0 

0 

Pn 

Pu  ■ 

Pn 
-Pu 

Pn 
0 

0 
Pu 

0 
0 

0 

0     <"> 

«U 

*S1    «$» 

0 

«44 

0 
0 

0 
0 

0 

0 

0 

0 

Pu 

Pu 

0 

0      0 

0 

«44 

2«41 

0 

0 

0 

0 

Pia 

2 

.     0 

0      0 

0 

«M 

(«ii-«ii) 

VB,  11  Konsl 

kanten. 

Pn 

Pu  Pu 

Pu- 

-Pk 

0 

«u 

««  «IJ 

«14- 

~«»6 

0 

Pu 

Pn  Pu  - 

-Pu 

Pif, 

0 

«1» 

«n  «13  - 

-«14 

«»5 

0 

Pu 

PnPti 

0 

0 

0 

P52 

«81 

«11  «»4 

0 

0 

0 

Pu 

-Pu 

0 

Pu 

Ptö 

«41   - 

-«41    ^> 

«u 

«46 

2«5» 

-Pm 

Pm 

0    - 

-Pa 

Pu 

Pai 

-«6» 

«5,0      - 

-«45 

«44 

2«41 

0 

0 

0 

P«, 

Pu 

2 

0 

0     0 

«,S 

«14 

(«11-««) 

VIA  und  VIB.  6 

Konstanten. 

Pn 

Pu 

Pu 

0 

0 

0 

«u 

«1»   «1» 

0 

0 

0 

Pu 

Pn 

Pu 

0 

0 

0 

«12 

«11   «1» 

0 

0 

0 

Pu 

Pu 

P»i 

0 

0 

0 

0    ('«> 

«.1 

«Sl      ««8 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Pu 

0 

0 

0      0 

«44 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Pu 

0 

0 

0      0 

0 

«44 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

2 

0 

0      0 

0 

0 

(«11-«») 

Pn 

Pii 

Pn 

0 

0 

0 

Das  System  der  X/^t  ist  in 

Pu 

Pn 

Pit 

0 

0 

0 

gleicher  Weise  gebildet. 

Pit 

Pu 

Pn 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

A4 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Pu. 

0 

lO 

0 

0 

0 

0 

Pu 
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VIIA  und  VnB.  3  Konstanten. 


(19) 


Die  Anzahl  der  sieh  in  elasto-  oder  piezooptischer  Hinsicht  verschieden 
verhaltenden  Kristallgruppen  reduziert  sich  durch  das  Zusammenfallen 
der  Gruppen  VIA  und  VIB,  sowie  VIIA  und  VIIB  auf  neun. 

Um  schließlich  die  Gleichungen  für  isotrope  Körper  zu  gewinnen, 
haben  wir  diejenigen  für  reguläre  Kristalle  noch  der  Bedingung  zu 
unterwerfen^  daß  sie  bei  einer  helidngen  Drehung  des  Koordinaten- 
systems ungeändert  bleiben.  Diese  Bedingung  ist  erfüllt,  wenn  noch 
die  Beziehungen  bestehen  : 

wodurch  sich  die  Konstanten  auf  je  ztvei  reduzieren,  welche  mit  den 
Neumannschen  Konstanten  p,  q  und  den  in  den  Gl.  (2)  und  (3), 
S.  464,  eingeführten  p,  q  in  folgender  Weise  zusammenhangen: 

2  2  2  2 

1^11  =  ^«7    jPi2  =  ,Toi>;    ^ii  =  -iiQ>    3tig — -^p, 

unter  n^  den  Brechungsindex  des  undeformierten  Körpers  verstanden. 
Im  vorhergehenden  haben  wir  keine  Rücksicht  darauf  genommen, 
daß  die  Kristalle  der  S.  316  aufgezählten  Gruppen  eventuell  optisches 
Drehungsvermögen  besitzen  können.  In  der  Tat  sind  aber  unsere  An- 
sätze auch  auf  solche  Kristalle  anwendbar;  sie  geben  dann  die  Modi- 
fikation der  Doppelbrechung,  welche  der  betreffende  Kristall  bei  fehlen- 
dem Drehungsvermögen  besitzen  towrde.  Im  Abschnitt  II,  Kap.  n,  §  2 
haben  wir  aber  gesehen,  wie  sich  die  optischen  Eigenschafken  eines 
drehenden  Kristalls  durch  Superposition  jener  Doppelbrechung  und  des 
(eventuell  von  der  Fortpflanzungsrichtung  abhängigen)  reinen  Drehungs- 
vermögens ableiten  lassen.  Daß  das  letztere  selbst  durch  die  Defor- 
mation nicht  merklich  beeinflußt  wird,  ist  durch  die  S.  349  erwähnten 
Beobachtungen  am  Quarz  sehr  wahrscheinlich  gemacht. 

5.  Beobaohtungsmethoden.  Über  die  Beobachtungen,  welche 
zur  Bestimmung  der  Konstanten  p^k  oder  Tthk  und  zur  Prüfung  der 
Theorie  ausgeführt  wurden,  und  deren  Resultate  in  den  zwei  nächsten 
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Paragraphen  mitgeteilt  werden  sollen,  ist  allgemein  folgendes  zu  be- 
merken.^) Sie  wurden  sämtlich  an  Eristallpniparaten  von  der  Gestalt 
rechtwinkliger  ParaUelepipeda  angestellt,  die  in  der  Bichtnng  ihrer 
längsten  Kanten  mittels  eines  Hebels  einem  meßbaren  einseitigen 
Drucke  (je  nach  der  Natur  des  Ejristalls  von  0,2  bis  3  kg  pro  mm^ 
unterworfen  wurden.  Um  diesen  Druck  auf  die  Endquerschnitte  mög- 
lichst gleichförmig  zu  verteilen,  wurden  je  nach  Größe  des  Druckes 
Zwischeulagen  aus  Zinn,  Blei  oder  Kautschuk  angewendet;  und  um 
die  trotzdem  verbleibende  Ungleichförmigkeit  des  Druckes  zu  elimi- 
nieren, wurden  die  optischen  Beobachtungen  an  mehreren  geeignet 
gewählten  Stellen  jedes  Prismas  angestellt.  Dieselben  bestanden  in 
Messungen  1.  der  Änderung  des  Gangimterschiedes  der  beiden  sich 
senkrecht  zu  einem  Seitenflächenpaar  der  Prismen  fortpflanzenden 
Wellen;  2.  der  durch  die  Kompression  bewirkten  absoluten  Verzöge- 
rung dieser  beiden  Wellen  oder  einer  von  ihnen;  3.  in  manchen  Fällen, 
namentlich  bei  regulären  Kristallen,  der  Aaslöschungsriddu/ngen  auf 
den  Seitenflächen  der  Prismen.  Alle  Beobachtungen  wurden  in  der 
Regel  mit  Natriumlicht  ausgeführt. 

Zur  Bestimmung  des  Gangunterschiedes  diente  meistens  ein  Ba- 
hinetscher  Kompensator  (siehe  S.  225);  in  gewissen  Fällen,  z.  B.  wenn 
parallel  zur  Hauptachse  eines  einachsigen  Kristalls  beobachtet  wurde, 
konnte  aber  auch  die  Messung  der  Veränderungen  der  Kurven  gleichen 
Gangunterschiedes  dazu  verwendet  werden.  Sind  g^,  q^  die  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeiten der  beiden  in  Betracht  kommenden  Wellen  im 
komprimierten  Kristall,  ^i®,  ft*^  dieselben  im  normalen  Zustande,  n^jW^ 
bezw.  «1®,  Wg®  die  entsprechenden  Brechungsindizes,  und  bezeichnet  D® 
bezw.  D  die  Dicke  des  Kristallprismas  in  der  Beobachtungsrichtung  im 
ursprünglichen  bezw.  komprimierten  Zustande,  X^  die  Wellenlänge  in 
Luft,  so  ist  die  durch  Kompression  erzeugte  relative  Phasenverzögerung 

(20)     A^^  5r°{(3.«*  -  q,W  -  fe»'  -  ?/)»»,•*}  +  2«  ?:- ^-' («,«- <). 

Die  Größen  g^^  und  q^^  lassen  sich  nun  auf  Grund  der  in  I,  Kap.  II 
entwickelten  Sätze  für  die  gegebene  Fortpflanzungsrichtimg  durch  die 
Parameter  «a*  des  Polarisationsovaloids  linear  ausdrücken,  und  die 
letzteren  sind  nach  (5)  lineare  Funktionen  der  zu  bestimmenden  Kon- 
stanten TChk  und  der  Druckkomponenten,  welche  sich  im  Falle  ein- 
seitigen Druckes  durch  dessen  Grröße  P  und  Richtungskosinus  i^,  Zg,  l^ 
gemäß  den  Gleichungen 


1)  Vergl.  F.  Pockels,  Wied.  Ann.  37  (1889),  p.  164. 
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(21)  X,^Pk\  Y^^Pl,',  Z,^Fl^,  Y,^Pkk,  Z^^Pkh,  X,^PIJ, 
bestimmen.  Aus  diesen  Werten  der  Drucke  und  den  als  bekannt  vor- 
ausgesetzten Elastizitätsmoduhi  Shk  läßt  sich  auch  die  Querdilatation 
D  —  Ifi  berechnen.  Die  für  verschiedene  Druck-  und  Beobachtungs- 
richtungen gemessenen  Werte  A  liefern  also  verschiedene  lineare 
Aggregate  der  piezooptischen  Konstanten  jtkk-  Bei  Kristallen  mit 
Drehungsvermögen  (Quarz  und  Natriumchlorat)  konnte  A  wegen  der 
elliptischen  Polarisation  nicht  unmittelbar  gemessen^  wohl  aber  durch 
Rechnung  aus  den  Kompensator-Beobachtungen  abgeleitet  werden.^) 
Zur  Eontrolle  dienten  beim  Quarz  auch  Messungen  der  Durchmesser 
der  im  konvergenten  Licht  zwischen  gekreuzten  Polarisatoren  sicht- 
baren dunklen  Kurven,  auf  denen  A  «  2Ä;r  ist.*) 

Die  absoluten  Verzögerungen  der  beiden  Wellen,  welche  durch 

(22)  d,  =  2«{^J-.(g,»»-2,')  +  ^=^(n,«-l))    [i=loder2] 

gegeben  sind,  wurden  in  der  Weise  gemessen,  daß  zwei  parallele 
Strahlenbündel,  nachdem  sie  durch  zwei  gleiche  Kristallprismen  ge- 
gangen waren,  zur  Interferenz  gebracht,  und  die  bei  Kompression  des 
eitlen  Prismas  eintretenden  Verschiebungen  der  Interferenzstreifen  be- 
obachtet wurden.  Natürlich  muß  die  Differenz  ö^  —  ö^  mit  dem  unter 
gleichen  Umständen  gefundenen  A  übereinstimmen;  einer  der  beiden  . 
Einzelwerte  d^  liefert  aber  eine  neue  Kombination  der  piezooptischen 
Konstanten. 

6.  Begnläre  Eristalle.^)  Zufolge  dem  Schema  (19)  sind  hier  die 
Polarisationskonstanten  des  durch  beliebige  Drucke  doppeltbrechend 
gewordenen  Kristalls: 

^,,  =  aO^^-;r,X,-^,(X,  +  r,  +  Z,), 

(19")  ^**  ^  ^"^^  -  ^1  i'y  -  ^%^^x  +  Yy  +  Z^, 

a,,^a^'-n,Z,-n,{X^+Y^  +  Z:), 

wo  gesetzt  ist 

dabei  gilt  zufolge  den  für  das  reguläre  System  spezialisierten  For- 
meln (6): 

(60      n^^{Pn  -Pii)  {^n  —  Sii),     ^i^-Puhif     ^2=i>ii  «i2+i>i2(«ii  +  «12)- 

1)  Vergl.  F.  PockeU,  Wied.  Ann.  37  (1889),  p.  274. 

2)  Vergl.  1.  c.  p.  296. 

3)  F.  Pockels,  Wied.  Ann.  39  (1890),  p.  440. 
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Setzt  man  die  obigen  Ausdrücke  für  die  a/,k  in  die  Gleichungen  (31),. 
S.  67,  ein,  welche  die  Lage  der  Polarisationshauptachsen  bestimmen, 
so  verschwinden  wegen  ß^y^  +  fty«  +  /Sjy,  =  0"  usw.  die  konstanten 
Glieder,  und  es  bleiben  nur  solche  übrig,  die  den  Druckkomponenten 
proporHonal  sind.  Demzufolge  ist  in  regulären  Kristallen  hei  dersdben 
Art  der  Druckverteilung  oder  Deformation  die  La^e  der  Polarisations- 
haMpt<i€hsen  unabhängig  von  der  Größe  der  Drucke  oder  Deforma- 
tionen. Dasselbe  gilt  auch  von  der  Lage  der  anormalen,  da  zu- 
folge (32),  I,  Kap.  n,  a'  — 6*  und  &*  —  c*  hier  ebenfalls  homogene 
lineare  Funktionen  der  Drucke  sind,  ihr  Verhältnis,  welches  den  Bi- 
normalenwinkel  bestimmt,  also  Yon  deren  Größe  unabhängig  wird. 
Auch  sieht  man  leicht,  daß  in  den  die  erwähnten  Richtungen  be- 
stimmenden Formeln  die  Konstante  n^  gar  nicht,  imd  von  den  beiden 
anderen  nur  das  Verhältnis  *  =*  x  vorkommt,  so  daß,  soweit  es  sich 
nur  um  die  Richtungen  der  PolariscUionshauptachsen  und  Binormalen 
handelt,  das  piezooptische  Verhalten  regulärer  Kristalle  durch  eine  ein- 
zige Konstante  x  charakterisiert  werden  kann. 

Wir  wollen  nun  speziell  den  Fall  einseitigen  Druckes  betrachten, 
auf  welchen  sich  die  vorliegenden  Beobachtungen  beziehen.  Dann  sind 
X,  •  •  •  F^  •  •  •  durch  (21)  gegeben,  und  die  Lage  der  Polarisations- 
hauptachsen und  Binormalen  ist  lediglich  eine  Funktion  der  Druck- 
richtung. Es  genügt,  die  Lage  der  Binormalen  zu  diskutieren,  da 
durch  diese  ja  die  Polarisationshauptachsen  schon  mitbestimmt  sind. 
Einen  hinreichenden  Überblick  über  den  Verlauf  der  Erscheinungen 
erhält  man,  wenn  man  die  Druckrichtung  einerseits  einen  halben 
Quadranten  einer  Koordinatenebene,  d.  i.  einer  Würfdflädie,  anderer- 
seits einen  Quadranten  einer  dazu  senkrechten  Ehomben- Dodekaeder- 
fläche durchlaufen  läßt.  Stellen  wir  die  Richtungen  durch  die  ihnen 
entsprechenden  Punkte  der  Einheitskugel  dar,  so  soll  also  die  Wan- 
derung der  Binormalen  verfolgt  werden,  während  der  Projektions- 
punkt P  der  Druckrichtung  sich  einmal  von  einer  Würfelnormale  X® 
bis  zu  einer  benachbarten  Dodekaedernormale  D  (dem  Halbierungs- 
punkt des  Viertelkreises  X®I^),  sodann  von  D  bis  nach  Z^  hin-* 
bewegt;  dabei  sei  die  Lage  von  P  in  der  Würfelfläche  durch  den 
Winkel  (X«P)  =  q?,  in  der  Dodekaederfläche  durch  (Z^P)  -  %  be- 
stimmt. Nach  Symmetrie  ist  klar  (was  natürlich  auch  aus  den 
Formeln  (19')  folgt),  daß  zwei  Polarisationshauptachsen  im  1.  Falle  in 
der  Ebene  X^T^  im  2.  Falle  in  der  Ebene  Z^D  liegen.  Bezeichnet 
man  nun  den  Winkel,  den  eine  derselben  (und  zwar  diejenige,  welche 
mit  der  Druckrichtung   zusammenfällt,  wenn  diese  in   X®  bezw.  Z^ 
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.liegt)  im  1.  Falle  mit  X»,  bezw.  im. 2.  Falle  mit  Z»  bildet,  mit  i> 
bezw.  d;  so  erhält  man  aus  den  Gl.  (31),  I,  Kap.  n,  in  Yerbinduug 
mit  (19')  und  (21)  die  Foraeln: 
(23)  <«2^  =  xtg2<p,     tg2*--_4-''^||?5-^-^. 

Mit  Hilfe  der  so  bestimmten  Winkel  il^,  ^  lassen  sich  dann  mittels 
der  61.  (32),  I,  Kap.  11,  auch  die  Hauptlichtgeschwindigkeiten,  und 
schließlich  der  Binormalenwinkel  2Q  berechnen.  Die  Formeln  för 
letzteren  finden  sich  in  nachstehender  Zusammenstellung,  worin  zu- 
gleich die  einander  entsprechenden  Intervalle,  in  denen  sich  9  und  ^ 
oder  X  ^^^  ^  bewegen,  sowie  die  jedesmalige  Lage  der  Binormalen- 
ebene  (B.-E.)  angegeben  sind.  Es  ist  daraus  ersichtlich,  daß  hin- 
sichtlich der  Optischen  Wirkung  einseitigen  Druckes  je  nach  dem 
Werte  des  Quotienten  —  =  x  vier  Typen  (oder,  wenn  man  noch  den 
vom  Vorzeichen  von  tt,  und  sr^  selbst  abhängigen  Sinn  der  Doppel- 
brechimg  in  Betracht  zieht,  dchf  Typen)  von  regulären  Kristallen  zu 
unterscheiden  sind. 


Druck  parallel  der 
Würfelfläche  (X«Y^ 

0  <  9  <  46« 


x>  +  l 


n       1 

0<x<+l 


B.-E.  II  (X«r«)    • 

C08  2qp  —  CO8  2t^ 


Druck  parallel  der  Dodekaßderflache  (Z*D) 
0<x<U^^'  \        54044' <2<90» 


0<«'<  64^44' 
B.'E.  II  (Z^D«) 


64'»44'<*<90» 


sin*Q  =  — 


2  cos  29 


sm«ß  =  ^-^^?^(?^?)  I   8in«ö  =  tg^tgu-^) 


0<'V»<46* 

B.'E.  ^iX'^Y'^ 


4 


cos;^ 
0<-^<64H4' 

B.-E.±{Z^D) 


64«44'<^<90« 
»>X 


8in'Q=tg(9+^)tg(g>--'^),,   sin«ß  =  tg^tg(af  — -»)    j8in*ß=- 


sin  ^  sin  (5"  —  j) 


III 
l<x<Oi 


COSjr 


0  >  ^  >  —  450 


90<>>'^>54<>44' 


B.'E.  und  sin*  ß  wie  bei  11  !|  B.-E.  und  sin*  Ö  wie  bei  I 


54<»44'>^>0 
B.-E.  und  sin*  ß  wie  bei  I 


IV 

X<-1 


0>i^>-46«  ';  0<;c<iaicco8^^<ar<90<» 

.-V^>9  1  900>^>i-arctg-:^^^--<^<t 

B.-E.  und  sin'ß  wie  bei  l'  9>%y  wenn  x<64U4'.    »<%,  wenn  x>  64*44'. 
1'  B.-E.  und  sin*  ß  wie  bei  I 


'90* 
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Wie  die  Formeln  fQr  Q  zeigen ,  wird  in  den  Fällen  I  nnd  11 
sowohl  för  9  =  0  oder  a:  =  0,  als  fQr  ;c  =  54^44'  (— arcco8|/|)  Q  —  0, 
in  den  Fällen  UI  und  IV  für  ;c  ^  0  Q  =  90«,  für  ;c  =  54^44'  Q  «  0. 
Dies  bedentety  daß  reguläre  Kristalle  aller  vier  Typen  sowohl  durch 
einen  Druck,  der  parallel  einer  Würfdnarmdle,  als  durch  einen  solchen, 
der  parallel  einer  Oktaedemormdle  gerichtet  ist,  optisch  einachsig  wer- 
den, wobei  das  Vorzeichen  der  Doppelbrechung  für  diese  beiden  Druck- 
richtungen bei  Kristallen  des  Typus  I  oder  U  gleich,  fär  solche  des 
Typus  ni  oder  IV  entgegengesetzt  ist.  Praktisch  würde  man  jedoch 
einen  Kristall  durch  Druck  parallel  der  Oktaedemormale  0  nicht  ein* 

achsig  machen  können,  da  j-  für  ;|;  =  arccos  ]/j  unendlich  groß  wird, 

also  schon  die  geringste  Abweichung  der  Druckrichtung  von  0  Zwei- 
achsigkeit zur  Folge  hat.  —  Einseitiger  Druck  in  irgend  einer  anderen 
Richtung  macht  einen  regulären  Kristall  optisch  zweiachsig.  Dabei  fällt 
nur  fQr  eine  Druckrichtung,  die  parallel  zu  einer  Dodekaedemormale  D 
ist,  eine  der  Polarisation shauptachsen  mit  ihr  zusammen;  die  Binormalen 
liegen  dann  bei  den  Typen  I  und  IV  in  der  Ebene  DX^  nnd  bilden  mit 

D  den  Winkel  Qmax  =  aresin  1/*  2  x~  ^^^^'  ^^  ""  »rcsin  y^~ ;  beim 
Typus  n  liegen  sie  in  der  Ebene  DZ^  und  bilden  mit  D  den  Winkel 
Qmax  =  aresin  1/.  T*?  ^^i^^  Typus  III  endlich  ist  die  zu  D  gehörige 
Binormalenebene  senkrecht  zu  D,  und  der  Winkel,  den  die  Binormalen 
mit  der  Z®- Achse   bilden,   ist   90®  —  aresin  1/    ]_*  •     Bezüglich   des 

Typus  rV  sei  noch  zur  Erläuterung  der  Angaben  in  der  obigen  Ta- 
belle bemerkt,  daß  bei  ihm,  wenn  die  Druckrichtung  P  in  der  Ebene 
Z^D  von  Z^  bis  D  wandert,  eine  der  Polarisationshauptacbsen  sich  an-  ^ 
fangs  von  D  aus  ihr  entgegen  bewegt,  in  der  Oktaedemormale  0  mit 
ihr  (und  der  optischen  Achse  des  dann  einachsigen  Kristalls)  zusammen- 
fällt, dann  noch  mehr  oder  weniger  über  0  hinausgeht*),  aber  bei 

-©■min  =  i  arctg  — -    ^z^   umkehrt  und   fdr  P  \\  D  wieder  mit  D  zu- 
y —  1  —  X 

sammenfällt  (als  2.  Mittellinie). 

Von  den  bisher  piezooptisch  untersuchten  Kristallen  gehören  Stein- 
salz, Kaliumalaun  imd  Ammoniumalaun  dem  Typus  II,  Flußspat  dem 


1)  Nur  wenn  x  den  speziellen  Wert  —  2  hat,  findet  die  Umkehr  gerade  in 
O  statt.  Der  Grenzfall  x  =  —  1  ist  dadurch  ausgezeichnet,  daß  für  P\\  D  Ein- 
achsigkeit  mit  der  optischen  Achse  setikrecht  zur  Dnickrichtnng  eintreten  würde. 
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Typus  lU,  Sylvin  dem  Typus  IV  an.*)  Die  Werte  ihrer  piezooptischen 
und  elastooptisclien  Konstanten  —  sämtlich  für  Natriumlicht  gültige 
und  erstere  bezogen  auf  1  kg  pro  mm*  als  Druckeinheit  —  sind, 
soweit  sie  bestimmt  werden  konnten  *)y  in  folgender  Tabelle  enthalten. 


l 

PiSzooptische  Konstanten 

Elastooptische  Konstanten 

7t^  '  10* 

«8  •  lO*^ 

X 

^f'^0^  iPii—Pii 

Pit              Pu 

Steinsalz 

Ejklinmalaun 

Ammoniumalaun 

—  1,183 

—  4,30 

—  4,462 

— 1,420 

—  0,833 

—  0,456 

—  0,774 

+  0,704 
+  0,106 
+  0,173 

+  1,43 
+  1,134 

—  0,0408 

—  0,1722 

+  0,178 
+  0,228 

—  0,0108 

Flußspat 

+  0,685 

—  0,482 

4  0,0236 

Sylvin 

-4-1,67 

—  4,22     1  —2,626 

+  0,0596 

—  0,0276 

Die  Lage  der  Binormalen  für  Druckrichtungen  in  den  Ebenen  {XP  Y^) 
und  {Z^D)f  wie  sie  sich  nach  den  obigen  Ausführungen  aus  den 
speziellen  Werten  von  x  für  Steinsalz ,  Flußspat  und  Sylvin  ergibt, 
wird  durch  nebenstehende  Figuren  veranschaulicht,  welche  die  stereo- 


Fig.  160. 


Fig.  161. 


graphische  Projektion  der  Einheitskugel  auf  eine  Rhombendodekaeder- 
fläche  —  deren  Normale  D  ist  —  darstellen.  Darin  sind  die  den 
Druckrichtungen  entsprechenden  Punkte  durch  kleine  Kreuze,  die  den 


1)  F.  Pockels,  Wied.  Ann.  37  (1889),  p.  872;  B9  (1890),  p.  440.    N.  Jahrb. 
f.  Miner.  Beil.-Bd.  8  (1891),  p.  218. 

2)  Die  Bestimmung  der  Konstanten  tt,  .  oder  die  getrennte  Bestimmung  von 
p^^  und  p^^  erfordert  die  Messung  der  absoluten  Verzögerungen  6  und  daher  sehr 
homogene  und  ebenflächige  Präparate,  weshalb  sie  nur  am  Flußspat  und  Stein 
salz  ausführbar  war. 


6.  Begul&re  Kristalle. 
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Bmonsalen  entsprechenden  durch 
kleine  Kreise  und  die  eine  Mittel- 
linie durch  einen  einfachen  Quer- 
strich bezeichnet^  und  die  zusam- 
mengehörigen Punkte  durch  gleiche 
ZiflFem  (mit  Index  '  für  Druckrich- 
tungen in  der  Dodekaederebene) 
kenntlich  gemacht.  Richtungen, 
welche  außerhalb  des  Projektions- 
kreises fallen  würden,  sind  dabei 
durch  ihre  entgegengesetzten  er- 
setzt, und  in  den  Fällen,  wo  die 
Binormalen,  wenn  die  Druckrich- 
tung einer  Dodekaederebene  parallel 

ist,  in  dieser  Ebene  liegen  würden,  sind  die  betreffenden  Richtungen  der 
Übersichtlichkeit  halber  nicht  auf  Z^D,  sondern  auf  einem  Quadranten 
des  Aquatorkreises  eingetragen,  welcher  ja  ebenfalls  einer  Fläche  des 
Rhombendodekaeders  entspricht.  Die  zu  D  als  Druckrichtung  ge-' 
hörigen  Binormalen  sind  noch  durch  die  Bezeichnung  A  hervorgehoben, 
und  die  im  Oktanten  X^Y^Z^  liegende  Oktaedemormale  ist  mit  0 
bezeichnet.  In  den  Fällen,  wo  die  Binormalenebene  senkrecht  zu  der 
die  Druckrichtung  enthaltenden  Symmetrieebene'  steht,  erfüllen  die 
Projektionen  der  Binormalen  gewisse  Kurven,  welche  üi  den  Figuren 
ausgezogen  sind,  während  die  gestrichelten  Linien  nur  die  Zusammen- 
gehörigkeit der  Druckrichtungen  und  Binormalen  hervorheben. 

Schließlich  soll  noch  in  folgender  kleinen  Tabelle  eine  Übersicht 
darüber  gegeben  werden,  in  welcher  Weise  die  genannten  drei  regulär 


Druckrichtung 

Steinsalz            1            Flußspat 

1 

Sylvin 

warfelnormale 

negativ  einachsig 

negativ  einachsig 

positiv  einachsig 

Okiaedeniormale 

negativ  einachsig 

negativ  zweiachsig, 
B.-E.  die  zur  Druck- 
richtung    parallele 
Dodekaöderfläche, 
1.  Mittellinie  die 
Druckrichtung ; 
2Q  =  49<>20' 

positiv  einachsig 

negativ  einachsig 

Dodekagder- 
normale 

negativ  zweiachsig, 
B,'E.  die  zur  Druck- 
richtung senkrechte 
Dodekagderfläche, 
1.  Mittellinie  die  zur 
Druckrichtung  senk- 
rechte   DodekaSder- 
normale;  2Q=72*>10' 

positiv  zweiachsig, 
B,'E.  die  zur  Druck- 
richtung    parallele 
Würfelfläche,  2.  Mit- 
tellinie  parallel  der 
Druckrichtung 
20  =  66046' 

Pockela,  Kristalloptik. 
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krlBtallisierenden  Substanzen  durch  Druck  parallel  einer  Würfel-,  Okta- 
eder-  und  Rhombendodekaedemormale  doppeltbrechend  werden.^) 

Es  sei  noch  bemerkt^  daß  die  Folgerungen  aus  der  oben  ent- 
wickelten Theorie  sowohl  bezüglich  der  Größe  der  Doppelbrechung, 
als  auch  der  ^^Auslöschungsschiefe'^,  d.  h.  der  aus  (24)  sich  ergebenden 
Abweichungen  q>  —  ilf  bezw.  %  —  ^  der  Polarisationshauptachsen  von 
der  Druckrichtung,  sich  durch  Beobachtungen  an  Flußspat,  Steinsalz 
und  Sylvin  für  yerschiedene  Druckrichtungen  in  den  Ebenen  (001) 
und  (110)  vollständig  bestätigt  gefunden  haben.*) 

Mit  HiKe  der  Konstanten  p^^  und  p^^  kann  man  aus  dem  ther- 
mischen linearen  Ausdehnungskoeffizienten  a,  welcher  für  Steinsalz 
«  4,06- 10- ^  für  Flußspat  =  1,796.10-*  ist,  für  diese  beiden  Körper 
auch  diejenige  Änderung  des  Brechungsindex  berechnen,  welche  durch 
eine  der  thermischen  gleiche  mechanische  Dilatation  erzeugt  würde; 
dieselbe  ist  nämlich 

woraus  sich  die  schon  in  Kap.  I,  §  1,  S.  451 ,  diskutierten  Resultate 
in  betreff  der  Temperaturkoeffizienten  der  Brechungsindizes  von  Stein- 
salz und  Flußspat  ergeben. 

7.  Optisch  einaohBige  Eriatalle.  Eine  vollsiä.ndige  Bestimmung 
der  piezooptischen  und  elastooptischen  Konstanten  doppeltbrechender 
Kristalle  ist  bisher  nur  am  Quarz  und  Kalkspat  ausgeführt'),  also  an 
Kristallen  der  ersten  rhomboedrischen  Qruppe  (VA),  für  welche  nach 
Schema  (14),  S.  473,  die  Orundgleichungen  lauten: 

Oll  -  0«  -{^iiX,  +  n^^Y^  +  %^^Z^  +  ^Ti^F,}, 

«88  =   ^  -{^Zl{^x  +  ^\)  +  %8-^J; 
«28  --{^Ali'^x  -  ^\)  +  »ul".}; 
«81=-{^44^x+2^41-^'"y}, 
I  «12  =  -  {  ^14^x  +  (^11  -  ^u)^y  }  ; 

1)  Daß  eine  zu  (001)  parallele  Platte  von  Sylvin  entgegengesetzten  Charakter 
der  Doppelbrechung  (bezüglich  der  Druckrichtung)  zeigt,  je  nachdem  sie  parallel 
einer  Würfel-  oder  DodekaSdemormale  gedrückt  wird,  hat  zuerst  R.  Brauns 
beobachtet  (N.  Jahrb.  f.  Miner.  1887,  1,  p.  63). 

2)  F.  Pockels,  1.  c.  p.  386  bezw.  p.  458—459. 

3)  F.  Pockels,  Wied.  Ann.  37  (1889),  p.  269  (Quarz).  Drudes  Ann.  11  (1903), 
p.  726  (Kalkspat). 


(26) 
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wo  0  und  e  die  ordentliche  und  aaBerordentliche  Hauptlichtgescliwin- 
digkeit  des  Kristalls  im  natürlichen  Znstande  bezeichnen. 

Die  Beobachtungen  beziehen  sich  wieder  sämtlich  auf  die  Ein- 
wirkung einseitigen  Druckes.  Ein  solcher  macht,  wenn  er  nicht 
gerade  parallel  der  Hauptachse  ist,  den  Kristall  optisch  zweiachsig  mit 
einem  Binormalen winkel,  der,  wie  schon  in  §  2  erörtert  wurde,  an- 
nähernd proportional  der  Quadratwurzel  aus  der  Größe  des  Druckes  P 
ist;  er  bewirkt  aber  zugleich  eine,  allerdings  verhältnismäßig  sehr 
kleine  Drehung  der  1.  Mittellinie  Z  aus  ihrer  ursprünglichen,  der  Haupt- 
achse parallelen  Lage,  welche  Drehung  sich  durch  die  beiden  ersten 
Formeln  (7')  bestimmt  und  somit  in  erster  Linie  von  den  Konstanten 
3r4i  und  n^  abhängt.  Ist  die  Druckrichtung  senkrecht  zur  Haupt- 
achse und  unter  dem  Winkel  q>  gegen  die  X®-Achse  (d.  i.  eine  der 
2-zähligen  Nebenachsen)  geneigt,  so  erfolgt  di^se  Drehung,  wie  aus 
den  Formeln  für  0^3  und  aj^  in  Verbindung  mit  (22)  hervorgeht, 
um  eine  mit  X®  den  Winkel  2  9  bildende  Achse,  und  ihre  Größe 
ist  (für  jedes  qi)  sehr  annähernd  durch 

gegeben.  Für  9?  =  0,  d.  h.  einen  normal  zu  einer  Symmetrieebene  ge- 
richteten Druck,  findet  die  Drehung  also  um  die  Druckrichtung  selbst, 
somit  in  jener  Symmetrieebene  statt.  Ebenso  hat  ein  irgendwie 
i  parallel  einer  Symmetrieebene  gerichteter  Druck  eine  Drehung  von  Z 
in  dieser  Ebene  zur  Folge.  Die  direkte  Messung  dieser  Drehungen 
war  beim  Quarz,  wo  sie  bei  den  praktisch  anwendbaren  Drucken  bis 
zu  ir  betrugen,  ausführbar  und  bestätigte  innerhalb  der  Fehler- 
grenzen die  Theorie.  Zur  Bestimmung  der  Konstanten  tc^^  und  %^ 
wäre  sie  aber  zu  ungenau  gewesen,  und  beim  Kalkspat,  wo  die 
Drehung  wegen  des  großen  Wertes  von  0*  — e^  viel  geringer  ausfällt, 
entzog  sie  sich  überhaupt  der  direkten  Wahrnehmung.  Sie  äußert 
sich  aber  indirekt  durch  ihren  Einfluß  auf  die  Gangunterschiede  in 
Richtungen,  die  in  der  Symmetrieebene  gegen  die  Hauptachse  unter 
ca.  45^  geneigt  sind,  und  durch  Messung  dieser  Gangunterschiede 
konnten  daher  n^^  und  n^  gefunden  werden. 

Zur  Ermittelung  von  n^^  mußte  eine  gegen  Z^  geneigte  Druck- 
richtung angewendet  werden,  damit  Y^  von  0  verschieden  war.  Die 
übrigen  piezooptischen  Konstanten  konnten  aus  Messungen  der  ab- 
soluten und  relativen  Verzögerungen  bei  Drucken  parallel  zu  den 
Achsen  X®,  F^,  Z^  abgeleitet  werden.  Li  welcher  Weise  beim  Quarz 
bei  den  Beobachtungen  in  der  Richtung  der  Hauptachse  dem  Drehungs- 

31* 
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yermögen  Redmnng  getragen  werden  mußte;  ist  bereits  früher  (S.  474^ 
476)  angedeutet.  —  Die  fCLr  die  %hk  gefundenen  Resultate  sind  fol- 
gende (gültig  für  Na -Licht  und  1  — ^  als  Druckeinheit). 


mm' 


10« 


«1,  .  10«  «1,  .  10« 


«14-10« 


«81  •  10«  «,a  .  10« 


10« 


10« 


Quarz 
Kalkspat 


+  10,9 
—    6,0 


+  24,6  ;  +  19,3 


+    9,0  i+ 24,8 


+  27,2 
+  10,6 


+  1,8 
+  4,4 


—  9,91 

+  84 


—  3,14 

+  6,6 


—  0,96 

—  10,9 

Nach  den  Gleichungen  (6),  welche  für  rhomboedrische  Kristalle 
die  Form  annehmen: 

P\l  =  ^11^11  +  ^IJ^ia  +  ^18^8  +  ^14^14  7 
P\l  =  ^i\C^2  +  ^la^ll  +.^18^18  ~"  ^14^14  7 
i>18  ==•  (^11  +  ^12)^18  +  ^18^^88? 
A4  ==  (^11  —  ^\%)<^14.  +  ^14^44; 
Al  =  ^1(^1  +  O  +  ^88^18? 
i>88  ^  2^31  Ci8  +  JrjjCjj, 

i>41   ==   Jf 41(^11  ^1,)   +  ^^C^^y 

P44  =  ^^4X<^U  +  ^44^44» 

folgen  daraus  nachstehende  Werte  der  pkk'- 


(28) 


Quarz 
Kalkspat 


i'ii 


0,138 
0,096 


r 


Pi% 

0,260 


JPi» 


0,269 


0,189  I  0,216 


Pl4 


Psi 


Pss 


T 


A4 


-  0,0686 

-  0,090 


P41 


—  0,042 
+  0,010 


—  0,029  i  0,268  '  0,098 

—  0,006  !  0,809  i  0,178 

Es  ist  hieraus  ersichtlich^  daß  die  Größenordnung  der  elastooptischen 
^Konstanten  beim  Quarz  und  Kalkspat  die  gleiche  ist;  und  daß  auch 
bei  beiden  Körpern  p^^  und  p^y^  sehr  klein  im  Verhältnis  zu  den  an- 
deren Konstanten,  namentlich  zu  p^^^y  Pi^  und  p^^  sind.  Femer  besteht 
Übereinstimmung  in  dem  negativen  Vorzeichen  von  jp^  —  p^^  oder 
^11  ~~  ^iS7  ^ios  hat  aber,  da  Quarz  positiven,  Kalkspat  negativen 
Charakter  der  Doppelbrechung  besitzt,  entgegengesetzte  Lage  der  Bi- 
normalenebene  bei  den  durch  einen  Druck  senkrecht  zur  Hauptachse 
zweiachsig  gemachten  Kristallen  zur  Folge,  und  zwar  ist  die  Binor- 
malenebene  beim  Quarz  parallel,  beim  Kalkspat  senkrecht  zur  Druck- 
richtung, wie  sich  durch  folgende  Betrachtung  ergibt. 

Nach  der  dritten  Gl.  (7')  in  Verbindung  mit  (22)  und  (26)  wird 
für  eine  Druckrichtung  in  der  X^F^-Ebene,  welche  den  Winkel  9 
mit  der  X®-Achse  bildet,  der  Winkel  O,  zwischen  der  X-Achse  und 
der  X®-Achse  bestimmt  durch 
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(29)  tg20,=  JAi« .,  ^     ^(^n  ^,Trr^  -  tg  2y, 

^       ^  6  '         «11— Ol,  («11  — «ij)(^i'-2l')  ^       ^' 

es  wird  also  0,  =  q),  d.  h.  Äie  Polarisati(mshaupt<ichse  X  fallt  stets  mit 
der  BrucTcricMwng  zusammen^).  Weiter  folgt  aus  den  Gl.  (32)  in  I, 
Kap.  II,  für  den  vorliegenden  Fall: 

(30)  a^  —  &^  =  (a^i  —  ttgg)  cos  2g)  +  2a^^  sin  2g)  >=  —  {n^^  —  ^i^P\ 

also  ist 

a>by    wenn    ^r^  —  jt^^  <  0, 

a<ih,     wenn    ^r^  —  :«:i2  >  ^  • 

Im  ersteren  Falle,  welcher  nach  Obigem  beim  Quarz  und  Kalkspat 
vorliegt,  ist  somit  a  die  größte  Hauptlichtgeschwindigkeit,  wenn 
c^  {'='  e)  <  0,  dagegen  die  mittlere,  wenn  6>o  ist;  d.  h.  die  Binor- 
mälenebene  ist  parallel  der  Druekrichtung  hei  einem  positiven,  senk- 
recht zu  ihr  hei  einem  negativen  Kristall,  wie  es  dem  beobachteten 
Verhalten  von  Quarz  und  Kalkspat  (und  auch  der  übrigen  bisher 
qualitativ  untersuchten  einachsigen  Kristalle)  tatsächlich  entspricht 
und  nach  Moigno  allgemein  gelten  sollte  (vergl.  S.  465).  Man  sieht 
aber  aus  vorstehenden  Formeln,  daß  bei  positivem  äu  —  7t^^  das 
umgekehrte  Verhalten  stattfinden,  also  die  Moignosche  Regel  nicht  zu- 
treffen würde;  und  es  ist  kein  Grund  einzusehen,  weshalb  nicht  auch 
positive  Werte  von  ^r^  —  Jt^^  vorkommen  sollten. 

Die  Größe  des  -Binormalenwinkels  2Q  bestimmt  sich  durch  die 
Gleichung: 

(31)  srnQ^Y'^^^f^, 

1)  Es  ist  hier  zu  bemerkeD,  daß  dieser  Satz  nur  für  die  einachsigen  Kristalle 
des  rhombogdrischen  und  hexagonalen,  nicht  für  die  des  tetragonalen  Systems 
gilt,  da  er  durch  die  Konstantenrelation  »jg  =  n^^  —  tt^j  bedingt  ist,  welche  bei 
tetragonalen  Kristallen  nicht  erfüllt  zu  sein  braucht.  Bei  solchen  würde  nur  für 
die  Druckrichtungen  g?  =  0,  90°  •  •  •  einerseits,  q>  =  4ö®,  136**  •  •  •  andererseits  die 
Koinzidenz  einer  Polarisationshauptachse  mit  der  Druckrichtung  eintreten,  dabei 
aber  in  den  ersteren  Fällen  (g>  =  0  usw.)  der  Binormalen winkel,  und  selbst  die 
Lage  der  Binormalenebene  zur  Druckrichtung,  verschieden  sein  können  von  der- 
jenigen in  den  letzteren  Fallen  (qp  =  46°  usw.). 

Obige  Formel  (30)  zeigt,  daß  bei  rhombo^drischen  Kristallen  auch  die 
Größe  der  optischen  Einwirkung  eines  zur  Hauptachse  senkrechten  Druckes  von 
der  Neigung  seiner  Richtung  gegen  die  Nebenachsen  unabhängig  sein  muß. 
R.  Dongier  (Thöses  Paris  1889,  Ser.  A,  No.  297,  p.  63—141)  glaubt  demgegen- 
über am  Quarz  einen  Einfluß  dieser  Neigung  auf  die  eraeugten  Gangunterschiede 
nachgewiesen  zu  haben;  doch  sind  die  fraglichen  Unterschiede  so  gering,  daß 
sie  wohl  durch  Fehler  der  Versuchsanordnung,  z.  B.  Ungleichförmigkeit  des 
Druckes,  zu  erklären  sein  dürften. 
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wo  Yom  Radikanden  der  absolute  Betrag  zu  nehmen  ist.    Man  findet 

hiemach  für  den  Druck  1  — ^, 

mm* 

bei  Quarz  2Q  =  5^b4:\     bei  Kalkspat  2Q  «  1^30'. 
Bei  Quarz  konnte  2Q  auch  direkt  gemessen  werden^)  und  ergab 
sich  in  guter  Übereinstimmung  mit  obiger  Berechnung^  nämlich: 

beobachtet       berechnet 


für    P==l,64 
2,46 


3<>43'  3<^44' 

4H0'  u.  4«28'    4^38' 


Auch  eine  Beobachtung  von  Beaulard*)  für  P=  1,95  stimmt  ziem- 
lich gut  hiermit  überein. 

Von  weiteren  Folgerungen  aus  den  obigen  Resultaten  für  Quarz 
und  Kalkspat  seien  noch  folgende  angeführt.  Einseitiger  Druck  paraUd 
der  Hcmptachse  verringert  sowohl  bei  Quarz,  als  bei  Kalkspat,  die  Ge- 
schwindigkeit der  ordentlichen  Welle  weit  stärker  als  die  der  außer- 
ordentlichen; er  vermindert  also  die  Doppelbrechung  beim  Quarz, 
verstärkt  sie  hingegen  beim  Kalkspat.  Gleiches  gilt  von  einer  Kon- 
traktion in  der  Richtung  der  Hauptachse  allein. 

Allseitig  gleicher  Druck  verringert  beide  Hauptlichtgeschwindig- 
keiten, und  zwar  beim  Quarz  beide  in  fast  gleichem  Maße,  beim 
Kalkspat  die  außerordentliche  stärker,  so  daß  dessen  Doppelbrechung 
dabei  abnimmt. 

Für  die  Änderung  der  Hauptbrechungsindizes  (o  und  s  durch  Dila- 
tationen, welche  den  durch  Temperaturerhöhung  erzeugten  gleich  sind, 
findet  man,  indem  man  für  x^  =  y^  und  z^  die  linearen  thermischen 
Ausdehnungskoeffizienten  a  und  y  senkrecht  und  parallel  zur  Haupt- 
achse einsetzt, 

(32)     (jg=-y{(l>n+l'i>+l'i,y},  g)=-T{2i,„a+i,3,>}. 

Die  hieraus  für  Quarz  und  Kalkspat  folgenden  Zahlwerte  sind  schon 
in  Kap.  I,  §  2  mitgeteilt  und  mit  den  beobachteten  Temperaturkoeffi- 
zienten von  CD  und  s  verglichen  worden. 

Als  Vertreter  des  hexagonalen  Kristallsystems  ist  der  Beryll  unter- 


1)  F.  Pockels,  Wied.  Ann.  37  (1889),  p.  297. 

2)  F.  Beaulard,  Th^se  Paris  No.  780  (1893),  p.  144.  Am  Schluß  dieser 
Arbeit  (p.  148 — 151)  gibt  Beaulard  auch  eine  Berechnung  der  absoluten  Ände- 
rungen der  Brechungsindizes  des  Quarzes,  welche  aber,  da  die  unberechtigte 
Annahme  n^^  =  n^^  gemacht,  und  eine  für  diesen  Zweck  unzulässige  Näherungs- 
formel benutzt  wird,  zu  ganz  unrichtigen  Resultaten  geführt  hat. 
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sucht  worden^),  jedoch  war  wegen  der  optischen  Inhomogenität  des 
betreffenden  Kristalls  eine  Messung  der  absoluten  Verzögerungen  nicht 
möglich.  Die  Untersuchung  beschränkte  sich  daher  auf  die  Bestim- 
mung derjenigen  Konstanten,  welche  für  die  Änderung  der  Dqppdr 
brechung  durch  solche  Einwirkungen  maßgebend  sind,  bei  denen  eine 
Hauptdruckachse  mit  der  kristallographischen  Hauptachse  zusammen- 
fällt. Dies  sind  zufolge  der  Form,  welche  die  Grundgleichungen  (5) 
nach  (18)  für  hexagonale  Kristalle  annehmen,  die  Differenzen: 

^11  ~~  ^81?       %»  ~  ^81  >       ^88         ^18? 

ihre  Werte  für  den  untersuchten  Beryll  sind: 

~  9,6. 10-«,    +0,06-10-«,    -10,6- 10-«. 

Die  durch  einen  senkrecht  zur  Hauptachse  wirkenden  einseitigen  Druck 
verursachte  Doppelbrechung  in  der  Richtung  der  Hauptachse,  und 
somit  der  dann  auftretende  BinormaienwinJcel,  hängt  in  derselben 
Weise,  wie  bei  rhomboedrischen  Kristallen,  von  7t ^^  —  n^^  ab;  nach 
Gl.  (31)  ergibt  sich«): 

sin  Q  ==  0,0564  .  yP,     20-6^«    für   P=l^^j. 
7  7       7  4  mm' 

Da  jTii  —  7t^^  <  0  und  die  Doppelbrechung  des  Berylls  negativ  ist,  so 
liegen  die  Binormalen  in  der  zur  Druckrichtung  senkrechten  Ebene. 
Die  Verbindungen  der  dastooptischen  Konstanten,  von  welchen 
die  Änderung  der  Doppelbrechung  eines  hexagonalen  Kristalls  allein 
abhängt,  sind  jPn  —  i>si,  Px^—Pz^  l^ss  — -Pi8  ^^^  Pu9  ^^^  hiervon 
kommen  bei  Deformationen,  bei  denen  eine  Hauptdilatationsachse  in 
die  Hauptachse  fällt,  nur  die  drei  ersten  in  Betracht;  ihre  Werte 
finden  sich  nach  (6)  mittels  der  von  Voigt  bestimmten  Elastizitäts- 
konstanten des  Berylls  wie  folgt: 

Pn  -Psi--  0,192,    i)i2  -Psi 0,021,    p^  -  p^^ 0,191. 

Sowohl  in  diesen  Werten,  als  in  den  oben  angeführten  der  piezoopti- 
schen  Konstanten  zeigt  sich  eine  erhebliche  Annäherung  des  Ver- 
haltens des  Berylls  an  dasjenige  eines  isotropen^  Körpers,  für  welchen 
gelten  müßte: 

^12  =  %i  =  ^18  >     ^n  =  ^385    Pii  =Äi  =Ä8>    Pn  ^Pss- 
Weiter  folgt  aus   obigen  Resultaten,  daß  diejenige  Deformation, 
welche  eine  Erwärmung  begleitet,  d.  i.  beim  Beryll  für  1®  die  Dilatation 

1)  F.  Pockelß,  N.  Jahrb.  f.  Miner.  Beil.-Bd.  8  (1891),  p.  266. 

2)  Eine  Vergleichung  dieser  Formel  mit  den  Beobachtungen  Ton  Bücking 
ist  1.  c.  p.  264  durchgeführt. 
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1,37  •  10"  *  senkrecht  zur  Hauptachse  und  die  KonirdkHon  1,06  •  10~  • 
parallel  der  letzteren,  eine  Zunahme  der  Dcfppdbrechung  vom  Betrage 


f^i^^J))» +  0,974.10-« 


zur  Folge  hat.  Tatsächlich  findet  eine  noch  größere  Zunahme 
(+2,46- 10-«  nach  Offret  i))  statt,  so  daß  auch  beim  Beryll  noch 
ein  reiner  Temperatureinfluß  vorhanden  zu  sein  scheint. 

8.  Optische  Anomalien.  Bei  vielen,  sowohl  in  der  Natur  vor- 
kommenden, als  künstlich  hergestellten  Kristallen  beobachtet  man 
Unregelmäßigkeiten  des  optischen  Verhaltens  imd  Widersprüche 
zwischen  diesem  und  der  kristallographischen  Symmetrie;  besonders 
auffällig  sind  diese  natürlich  bei  regulären  Kristallen,  welche  ihrer 
Symmetrie  nach  optisch  isotrop  sein  sollten,  in  Wirklichkeit  aber  häufig 
mehr  oder  weniger  stark  doppeltbrechende  Partien  aufweisen.  Diese 
Erscheinungen,  welche  als  optische  Anomalien  bezeichnet  werden  und 
die  Mineralogen  sehr  vielfach  beschäftigt  haben*),  mögen  an  dieser 
Stelle  eine  kurze  Besprechung  finden,  da  sie  zum  Teil  mit  den  darch 
elastische  Deformationen  bewirkten  temporären  Änderungen  des  opti- 
schen Verhaltens  Ähnlichkeit  zeigen  und  häufig  auch  zu  diesen  in 
Beziehung  gebracht  worden  sind.  Ihre  wirklichen  Ursachen  sind  noch 
keineswegs  in  allen  Fällen  klargestellt  und  können,  wie  es  scheint, 
sehr  verschiedenartige  sein. 

In  vielen  Fällen  ist  die  Anomalie  nur  eine  scheinbare,  insofern 
die  Struktur  des  Kristalls  tatsächlich  eine  niedrigere  Symmetrie  besitzt, 
als  seine  äußere  Form.  Dies  kann  entweder  daher  kommen,  daß  der 
Kristall  nach  seiner  Bildung  unter  (wenigstens  annähernder)  Erhaltung 
seiner  äußeren  Form  eine  Umwandlung  in  eine  dimorphe  Modifikation 
von  niederer  Kjristallsymmetrie  erlitten  hat  (z.  B.  Boracit,  Leucit), 
oder  daß  er  infolge  regelmäßiger  Zusammensetzung  aus  Teilen  (even- 
tuell Lamellen)  niederer  Symmetrie  äußerlich  eine  Form  darbietet,  die 
höhere  Symmetrie  besitzt,  als  das  optische  Verhalten  der  einzelnen  Teile 
(so  z.  B.  Ferrocyankalium,  Prehnit,  Pennin).  Auf  diese  beiden  Ursachen 
—  Polymorphismus  und  Pseudosymmetrie  —  können  aber  keineswegs, 
wie  dies  von  den  französischen  Kristallographen  nach  Mallards  Vor- 

1)  Offret,  Bull.  soc.  fran9.  min.  13  (1890),  p.  406. 

2)  Die  vollständigste  historisch-kritiBche  Darstellung  dieses  ganzen  Erschei- 
nungsgebietes hat  B.  Brauns  gegeben  (Die  optischen  Anomalien  der  Kristalle; 
Leipzig  1891),  der  auch  selbst  durch  zahlreiche  Beobachtungen  die  Kenntnis  von 
den  optischen  Anomalien,  besonders  bei  isomorphen  Mischkristallen,  wesentlich 
gefordert  hat. 
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gange  angestrebt  worden  ist,  aUe  Fälle  von  optischen  Anomalien  zu- 
rückgeführt werden.  So  können  in  manchen  regulären  Kristallen, 
z.  B.  Steinsalz,  Sjlvin,  Flußspat,  Zinkblende,  doppeltbrechende  Flecken 
und  Streifen,  wie  sie  oft  bereits  von  Natur  vorhanden  sind,  künstlich 
durch  starke  mechanische  Einwirkung  (Druck,  Schlag)  oder  Erhitzung 
erzeugt  werden^),  sie  rühren  also  offenbar  von  bleibenden  Deformationen 
her,  ähnlich  wie  die  bekannten  Doppelbrechungserscheinungen  schnell 
gekühlter  Gläser,  welche  F.  Neumann  in  einfachen  Fällen  sogar 
quantitativ  auf  Grund  dieser  Annahme  berechnet  hat'),  oder  die- 
jenigen eingetrockneter  Gelatinestücke,  wie  sie  F.  Elocke^)  herstellte. 
Analogen  Ursprungs  sind  höchstwahrscheinlich  die  nicht  selten  an 
solchen  Individuen  optisch  einachsiger  Kristalle  (z.  B.  von  Beryll  und 
Quarz),  welche  Sprünge  oder  Verbiegungen  aufweisen,  vorkommenden 
Störungen  der  normalen  Doppelbrechung. 

Ferner  gibt  es  eine  große  Zahl  optisch  anomaler  Kristalle,  bei 
denen  das  anomale  optische  Verhalten  in  gesetzmäßiger  Weise  von  der 
äußeren  Begrenzung  abhängt.  Am  auffälligsten  ist  dies  bei  regulären 
Kristallen,  die  dann  aus  so  vielen  optisch  verschiedenen  Teilen,  als 
verschiedene  äußere  Begrenzungsflächen  vorhanden  sind,  zusammen- 
gesetzt erscheinen,  und  deren  Durchschnitte  daher  im  polarisierten 
Lichte  eine  Felderteilung  zeigen.  Derartige  Erscheinungen  sind  z.  B. 
bei  Granat  und  Alaunen  schon  lange  bekannt  und  sind  besonders  an 
letzteren  und  an  den  Nitraten  von  Blei,  Baryum  und  Strontium  von 
R.  Brauns  eingehend  studiert  worden.  Von  optisch  einachsigen 
Kristallen  gehören  z.  B.  Turmalin,  Vesuvian  und  Apophyllit  hierher. 
In  allen  diesen  Fällen  handelt  es  sich  nach  R.  Brauns  um  Kristalle, 
welche  isomorphe  Beimischungen  enthalten;  es  scheint  also  durch  die 
Au&ahme  dieser  letzteren  während  des  Wachstums  des  Kristalls 
dessen  Struktur  gewisse,  von  seiner  augenblicklichen  äußeren  Form 
abhängige  Störungen  zu  erleiden,  welche  sich  in  der  anomalen  Doppel- 
brechung zu  erkennen  geben.  R.  Brauns  und  andere  denken  sich 
diese  Störungen  als  Spannungen,  welche  beim  Wachsen  des  Kristalls 
(etwa  infolge  des  abweichenden  Molekularvolums  der  von  ihm  auf- 
genommenen Beimischungen)  entstehen  und  im  fertigen  Kristall  noch 
fortbestehen  sollen;  diese  Hypothese  unterliegt  aber  dem  Einwand, 
daß  Spannungen  von  solcher  Größe,  wie  sie  zur  Hervorbringung  der 

1)  Vergl.  R.  Brauns  in  dem  oben  zitierten  Werke;  femer  P.  Gaubert, 
Bull.  80C.  min.  25  (1902),  p.  164. 

2)  F.  E.  Neumann,  Abb.  Berl.  Akad.  1841. 

3)  F.  Klocke,  N.  Jahrb.  f.  Miner.  1881,  2,  p.  249. 
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anomalen  Doppelbrechung  notwendig  wären  ^),  in  einem  ringsum  freien 
Kristall  schwerlich  existieren  könnten,  daß  sie  femer  mit  den  scharfen 
(irenzen  der  durch  ihre  anomale  Doppelbrechung  verschiedenen  Sek- 
toren nicht  vereinbar  wären,  und  daß  sich  die  Doppelbrechung  beim 
Zerschneiden  des  Kristalls  in  weit  auffälligerer  Weise,  als  es  wirklich 
geschieht,  yerändern  müßte. 

Auf  eine  andere  Möglichkeit ^  wie  die  anomale  Doppelbrechung 
regulärer  Mischkristalle  zustande  kommen  kann,  haben  F.  Braun') 
und  0.  Wiener'')  hingewiesen,  indem  sie  gezeigt  haben,  daß  ein  aus 
abwechselnden,  im  Verhältnis  zur  Lichtwellenlänge  sehr  dünnen  Schich- 
ten zweier  optisch  isotroper  Substanzen  von  verschiedenen  Brechungs- 
indizes (oder  Dielektrizitätskonstanten)  aufgebautes  Medium  Doppel- 
brechung besitzen  würde^).  Ein  solcher  schichtweiser  Aufbau  wäre 
nun  bei  regulären  Mischkristallen  an  sich  wohl  denkbar^)  und  könnte 
hiemach  also  die  Ursache  sein,  warum  gerade  die  isomorphe  Bei- 
mischung so  oft  von  anomaler  Doppelbrechung  begleitet  ist.  Indessen 
würde  sich  ein  derartig  lamellar  gebauter  Körper  immer  wie  ein 
negativ  einachsiger  Kristall  (mit  der  optischen  Achse  senkrecht  zu  den 
Schichtflächen)  verhalteu,  was  für  die  anomal  doppeltbrechenden  re- 
gulären Kristalle  keineswegs  allgemein  zutrifit.  —  Es  fehlt  also,  wenig- 
stens für  eine  beträchtliche  Anzahl  von  Fällen,  immer  noch  eine  ein- 
wandfreie Erklärung  für  das  Zustandekommen  der  optischen  Anomalien. 

9.  Erzeugung  von  Diohroismus  durch  mechanische  Einwirkung. 

Über  die  Änderung  der  Absorption  doppeltbrechender  Kristalle  durch 
Dmck  usw.  liegen  bisher  noch  keine  Beobachtungen  vor.  Bei  ge- 
färbten optisch  isotropen  Körpern  ist  anzunehmen,  daß  einseitiger 
Druck  oder  Zug  außer  Doppelbrechung  im  allgemeinen  auch  Didiroismus 
erzeugen  wird.  Da  jedoch  die  Unterschiede  der  Absorptionskoeffi- 
zienten, um   wahrnehmbar  zu  sein,  relativ  viel  größer   sein   müssen, 

1)  Diese  Größe  konnte  für  anomal  doppeltbrechonden  Ammoniumalaan  auf 
Grund  der  piezooptischen  Beobachtungen  berechnet  werden;  vergl.  F.  Pockels, 
N.  Jahrb.  f.  Miner.  Beil.-Bd.  8  (1Ö91),  p.  253. 

2)  F.  Braun,  Fhysikal.  Ztschr.  5  (1904),  p   199. 

3)  0.  Wiener,  Physikal.  Ztschr.  5  (1904\  p.  332. 

4)  Daß  lamellarer  Bau  die  Ursache  der  anomalen  Doppelbrechung  sei,  ist 
schon  1842  von  Biot  (M^m.  Acad.  r.  d.  sc.  de  Tinst.  de  France  18,  p.  639)  ver- 
mutet worden ;  doch  bewies  derselbe  nur,  daß  auf  diese  Weise,  analog  wie  durch 
einen  Glasplattensatz,  Polarisation  zustande  kommen  kann.  (Daher  die  Bezeich- 
nung „Lamellar-Polarisation",  welche  in  der  französischen  Literatur  für  die  Er- 
scheinungen der  anomalen  Doppelbrechung  vielfach  gebraucht  wurde.) 

6)  Vergleiche  jedoch  hierzu  die  Ausführungen  in  I,  Kap.  X,  §  6  (S.  287^. 
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als  diejenigen  der  Brechungsindizes,  so  wird  man  nnr  bei  sehr  großen 
Deformationen  merklichen  Dichroismus  zn  erwarten  haben.  In  der 
Tat  ist  solcher  bisher  nur  an  Kautschuk^),  der  sehr  große  elastische 
Dehnung  zuläßt,  sowie  bei  einseitiger  Kompression  der  plastischen  re- 
gulären Kristalle  der  Süberhaioide^)  beobachtet  worden,  wenn  man 
absieht  von  dem  zuerst  von  Brewster,  dann  auch  von  Haidinger 
und  von  v.  Seherr-Thoß^)  beschriebenen  Dichroismus,  der  beim 
Aufstreichen  gewisser  breiartiger  Farbstoffe  auf  Glas  entsteht  und 
möglicherweise  auf  eine  dabei  stattfindende  Parallelorientierung  ur- 
sprünglich regellos  gelagerter,  schon  an  sich  dichroitischer  Kriställchen 
zurückzufübren  ist.*)  Dagegen  ist  z.  B.  an  komprimierten  farbigen 
Gläsern  noch  kein  Dichroismus  gefunden  worden.  Ebenso  konnte 
an  stark  gedehnten  dünnen  Metallschichten  zwar  Doppelbrechung, 
aber  kein  Pleochrojsmus  nachgewiesen  werden.^) 

Erwähnt  seien  in  diesem  Zusammenhange  noch  die  Reflexions- 
beobachtungen von  Du  Bois®)  am  Pyrit,  aus  denen  das  Vorhanden- 
sein von  Pleochroismus  bei  diesem  metallisch  absorbierenden,  regulär 
kristallisierten  Mineral  hervorgeht.  Ob  es  sich  hier  um  eine  den  eigent- 
lichen optischen  Anomalien  durchsichtiger  regulärer  Kristalle  analoge 
Erscheinung  handelt  oder  um  einen  Fall  von  Pseudosytametrie  (d.  h. 
Aufbau  der  anscheinend  regulären  Kristalle  aus  Individuen  niederer 
Symmetrie),  ist  wohl  noch  zweifelhaft. 

Auf  die  Theorie  der  Änderungen  der  Absorption  durch  Defor- 
mationen einzugehen,  ist  bei  dieser  Sachlage  noch  kein  Anlaß  vor- 
handen. Doch  sei  bemerkt,  daß  dieselbe  für  nicht  zu  große,  elastische 
Deformationen  in  der  Weise  zu  entwickeln  wäre,  daß  man  für  die 
Absorptionskonstanten  b^k  in  ganz  analoger  Weise,  wie  es  in  §  3  für 
die  Polarisationskonstanten  durchgeführt  ist,  lineare  FimJdionen  der 
sechs  Deformationskomponenten  einzuführen  hätte.  ^) 

1)  A.  Kundt,  Pogg.  Ann.  151  (1874),  p.  126. 

2)  y.  Lasaulx,  Sitzungsber.  d.  schles.  Qes.  f.  vaterl.  Kultur.   1879,  p.  171. 

3)  V.  Seherr-Thoß,  Wied.  Ann.  6  (1879),  p.  270. 

4)  Auf  einem  solchen  Orientierungsvorgange  beruht  z.  B.  nach  Unter- 
suchungen von  Meslin  (C.  R.  186  [1903],  p.  880,  930,  1059,  1306,  1644)  der 
scheinbare  Dichroismus,  den  gewisse  Suspensionen  von  Kristallpulvem  in  Flüssig- 
keiten im  Magnetfelde  annehmen.  Vergl.  auch  J.  Kerr,  Brit.  Assoc.  Rep.  1901, 
p.  568  (Beobachtungen  an  Fe,  0^- Suspension).  Eine  Orientierung  mikroskopischer 
Kriställchen  durch  Ausstreichen  hat  übrigens  Cesäro  an  Wachs  und  Ozokerit 
direkt  nachgewiesen.     (G.  Cesaro,  Bull.  Belg.  1903,  p.  432.) 

6)  F.  Kämpf,  Dissert.  Leipzig  1904.     Drudes  Ann.  16  (1905),  p.  308. 

6)  E.  Du  Bois,  Wied.  Ann.  46  (1892),  p.  563. 

7)  Vergl.  F.  Pockels,  Dissertation  p.  18  (Wied.  Ann.  37,  p.  167)  1889 
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Drittes  Kapitel. 
Wirkungen  des  elektrischen  nnd  magnetischen  Feldes. 

1.  Wirknngen,  welche  sich  mit  der  Feldrichtang  nicht  um- 
kehren. Kerr^)  hat  zuerst  beobachtet,  daß  gewisse  nichtleitende 
Flüssigkeiten,  z.  B.  Schwefelkohlenstoff,  in  ein  starkes  dektrisches  Fdd^ 
etwa  zwischen  zwei  Eondensatorplatten  gebracht,  doppdtbrechend  wer- 
den in  der  Weise,  daß  die  Richtung  der  elektrischen  Kraftlinien  eine 
Achse  der  Isotropie  ist.  Das  Vorzeichen  dieser  „elektrischen  Doppel- 
brechung'' ist  bei  manchen  Flüssigkeiten  positiv,  bei  anderen  negativ, 
und  ihre  Starke  bei  derselben  Flüssigkeit  dem  Quadrat  der  elektrischen 
Feldstarke  proportional.  Kerr  imd  nach  ihm  Brongserma*)  haben 
auch  in  Glas  das  Auftreten  von  Doppelbrechung  zwischen  einander 
nahe  gegenüberstehenden,  entgegengesetzt  geladenen  Konduktioren  be- 
obachtet; doch  ist  es  fraglich,  ob  es  sich  dabei  nicht  um  eine  sekun- 
däre Wirkung  gehandelt  hat,  da  die  elektrische  Doppelbrechung  in 
Glas  bei  anderer  Versuchsanordnung,  wo  sie  eigentlich  hätte  deutlicher 
wahrnehmbar  sein  sollen,  nicht  wieder  gefunden  worden  ist.*) 

Bei  Kristallen  ist  eine  dem  vorstehend-  charakterisierten  Kerr- 
schen  Phänomen  analoge,  d.  h.  sich  mit  der  Feldrichtung  nicht  um- 
kehrende optische  Wirkung  eines  elektrischen  Feldes  bisher  nur  am 
Seignettesalz^)  beobachtet  worden  und  auch  hier  nur  für  eine  be- 
stimmte F^ldrichtung  (  ||  der  kristallographischen  o-Achse)  und  unter 
solchen  Umständen,  welche  es  als  möglich  erscheinen  lassen,  daß  es 
sich  um  einen  sekundären  Effekt  handelt.  Da  das  Seignettesalz  zu- 
gleich aber  die  für  piezoelektrische  Kristalle  charakteristischen  polaren 
(umkehrbaren)  elektrooptischen  Wirkungen  zeigt,  so  wird  die  fragliche 
Erscheinung  in  Zusammenhang  mit  diesen  (in  §  6)  noch  Erwähnung 
finden. 

Eine  dem  Kerrschen  elektrooptischen  Phänomen  analoge  Wir- 
kung des  ma^gnetischen  Feldes  ist  vor  kurzem  von  Kerr  und  Majo- 
rana an   gewissen   kolloidalen  Eisen-  und  Eisenoxyd -Lösungen  ent- 

1)  J.  Kerr,  Phil.  Mag.  (4)  60  (1876),  p.  337,  446;  (6)  8  (1879),  p.  185,  229; 
9  (1880),  p.  114.  Weitere  Untersuchungen  über  diese  Erscheinung  sind  von 
Quincke,  Röntgen  und  neuerdings  von  W.  Schmidt  (Dissertation,  GOttingen 
1901)  angestellt  worden. 

2)  Brongserma,  Wied.  Ann.  16  (1882),  p.  422. 

3)  J.  E.  Gordon,  Phil.  Mag.  (6)  2  (1876),  p.  203.  J.  J.  M  ackenzie,  Wied. 
Ann.  2  (1877),  p.  856.     G.  Quincke,   Wied.  Ann.  10  (1880),  p.  583. 

4)  F.  Pockels,  Abh.  Göttinger  Ges.  d.  Wiss.  39  (1894\  p.  169. 
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deckt  worden^);  dieselben  werden  im  magnetischen  Feld;  senkrecht 
zu  den  Kraftlinien  betrachtet,  doppdfbrechend  und  pUochraitisd^.  Da 
aber  diese  Flüssigkeiten  wohl  keine  homogenen  Lösungen,  sondern 
eher  Suspensionen  sind,  so  erscheint  es  noch  fraglich,  ob  die  er- 
wähnte Erscheinung  nicht  nur  durch  eine  Orientierung  suspendierter 
Teilchen  im  Magnetfelde  verursacht  wird*),  wie  es  in  Suspensionen 
Yon  Kristallpulyem  nach  Beobachtungen  yon  Meslin  tatsachlich  der 
Fall  ist  (siehe  S.  491,  Anm.  4). 

2.  Umkehrbare  elektrooptiBohe  Wirkungen.  (Erste  Beobach- 
tungen an  Quars.)  Bei  aeentrischen  Kristallen  sind  optische  Einwir- 
kungen eines  elektrischen  Feldes  möglich,  welche  sich  mit  der  Rich- 
tung der  Kraftlinien  umkehren  y  da  ja  hier  entgegengesetzte  Rich- 
tungen im  Kristall  im  allgemeinen  ungleichweirtig  sind.  Eine  derartige 
elektrooptische  Wirkung,  nämlich  eine  Änderung  der  Doppelbrechung 
infolge  eines  zur  Hauptachse  senkrechten  Feldes,  ist  nahe  gleich- 
zeitig von  Röntgen  und  Kundt  am  Qu4ju^z  entdeckt  worden.')  Die 
von  Kundt  angewandte  Versuchsanordnung,  durch  welche  die  Er- 
scheinung am  leichtesten  sichtbar  gemacht  werden  kann,  ist  folgende. 
Ein  rechtwinkliges  Parallelepiped,  welches  aus  einem  QuarzkristaU  so 
geschnitten  ist,  daß  seine  Endflächen  senkrecht  zu  dessen  Hauptachse, 
und  zwei  der  Seitenflächen  (a&,  cd,  Fig.  163)  senkrecht  zu  einer  der 
drei  zweizähligen  Nebenachsen  (X®)  des  Kri- 
stalls sind,  wird  auf  einem  Seitenflächenpaare 
mit  Metallbelegungen  (AB  und  CD,  bezw. 
AD  und  BC  in  Fig.  164)  yersehen  und  so 
in  einen  Polarisationsapparat  fär  konvergentes 
Licht  gebracht,  daß  man  die  Kreise  gleichen 
Oangunterschiedes  um  die  Spur  der  Haupt- 
achse beobachten  kann.  Werden  nun  die  beiden 
Belegungen  mit  den  Polen  einer  Elektrisier- 
maschine verbunden  und  auf  eine  hohe  Poten- 
tialdifferenz geladen,  so  erleiden  die  Kreise  gleichen  Oangunterschiedes 
eine  analoge  Deformation,  wie  sie  durch  einseitigen  Druck  senk- 
recht  zur    Hauptachse   bewirkt   werden   würde,   und   zwar   liegt   die 

1)  J.  Kerr,  Brit.  Assoc.  Rep.  1901,  p.  668.     Q.  Majorana,  Accad.  LiDcei 
Bend.  11  (1902),  p.  374.     Vergl.  dazu  W.  Voigt,  Drudes  Ann.  8  (1902),  p.  880. 

2)  Diese  Ansicht  vertritt  Kerr  (1.  c),    femer  z.  B.  A.  Schmauß,   Drudes 
Ann.  12  (1903),  p.  186. 

3)  W.  C.  Röntgen,  Wied.  Ann.  18  (1883),  p.  213,  534;    19  (1883),   p.  319. 
A.  Kundt,  Wied.  Ann.  18  (1883),  p.  228. 
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Richtung,  nach  welcher  sich  die  Ringe  am  meisten  verlängern  (und 
die  nach  S.  485  der  Druckrichtung  entspricht),  parallel  oder  senkrecht 
zu  den  elektrischen  Kraftlinien,  wenn  die  Flächen  ab  und  cd  im  einen 
oder  anderen  Sinne  geladen  werden,  dagegen  unter  ±  45^  gegen  die 
Kraftlinien  geneigt,  wenn  dies  mit  den  Seitenflächen  bc  und  ad  ge- 
schieht (siehe  Fig.  164,  wo  die  Deformation  einer  Kurve  gleichen 
ßangunterschiedes  schematisch  eingezeichnet  ist).     Dabei  besteht  ein 
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bestimmter  Zusammenhang  zwischen  dieser  Änderung  des  Ringsystems 
und  dem  piezoelektrischen  Verhalten  des  Quarzes.  Bekanntlich'  wird 
der  Quarz  durch  Druck  in  irgend  einer  zur  Hauptachse  senkrechten 
Richtung  elektrisch  polarisiert  und  zwar  derart,  daß  Druck  parallel 
einer  Nebenachse  (z.  B.  X^)  deren  Enden  in  bestimmtem  (in  Fig.  163 
angegebenem)  Sinne,  Druck  senkrecht  zu  derselben  Nebenachse  sie 
in  entgegengesetztem  Sinne  elektrisch  macht,  während  ein  unter  ±  45® 
gegen  X®  geneigter  Druck  Ladungen  auf  den  zu  X®  parallelen  Flächen 
ad  und  bc  erzeugt.  ^)  Es  zeigt  sich  nun,  daß  die  Ladung  eines  Flächen- 
paares immer  eine  Deformation  des  Ringsystems  in  demselben  Sinne 
hervorbringt,  wie  derjenige  Druck,  welcher  die  entgegengesetzte  Ladung 
jenes  Flächenpaares  zur  Folge  hätte.  Nun  läßt  sich,  wie  Lippmann ^) 
gezeigt  hat,  aus  den  Prinzipien  der  Thermodynamik  folgern,  daß  das  be- 
trachtete Quarzparallelepiped  infolge  der  seinen  Seitenflächen  von  außen 
erteilten  Ladungen  tatsächlich  Deformationen  erleiden  muß,  welche 
qualitativ  geeignet  wären,  die  beobachteten  optischen  Änderungen  zu 
erzeugen;  d.  h.  also,  der  Kristall  muß  sich  immer  gerade  in  derjenigen 
Richtung  dilatieren,  nach  welcher  sich  die  Ringe  zusammenziehen,  und  in 
derjenigen  kontrahieren,  in  welcher  die  größte  Achse  der  deformierten 
Ringe  liegt.  Hiemach  lag  die  Vermutung  nahe,  daß  die  optische 
Wirkung  eines  elektrischen  Feldes  beim  Quarz  nur  eine  indirekte  sei, 
'  d.  h.  von  den  durch    das  Feld  infolge    der   piezoelektrischen   Eigen- 

1)  Yergl.  z.  B.  W.  Voigt,  Kristallphysik,  p.  100,  oder  Winkelmanns  Handb. 
d.  Physik,  2.  Aufl.  (1905),  Bd.  IV«,  p.  780. 

•2)  Lippmann,  Ann.  chim.  phys.  (5)  24  (1881),  p.  146.  Die  allgemeine  Be- 
rechnung der  Deformationen  im  elektrischen  Feld  hat  zuerst  F.  Pocke Is  (N. 
Jahrb.  f.  Miner.  Beil.-Bd.  7  [1890],  p.  224)  durchgeführt. 
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Schäften  des  Quarzes  erzeugten  Deformattonen  herrühre.  Um  über 
die  Richtigkeit  dieser,  von  Kundt  und  Röntgen  gemachten  Annahme 
zu  entscheiden,  waren  indessen  gtmntitative  Versuche  notwendig.  Ehe 
wir  aber  auf  diese  Beobachtungen  eingehen  (siehe  §§  4,  5,  6),  soll 
gezeigt  werden,  wie  sich  die  Gesetze  der  umkehrbaren  elektrooptischen 
Wirkungen  allgemein  ohne  Zugrundelegung  irgend  einer  Annahme 
über  ihr  Zustandekommen  entwickeln  lassen. 

3.  Allgemeine  Theorie  der  sieh  mit  der  Feldriohtung  um- 
kehrenden elektrooptischen  Wirkungen.^)  In  analoger  Weise,  wie 
es  in  Kap.  11  für  die  elasto-  oder  piezooptischen  Wirkungen  geschehen 
ist,  kanh  man  die  in  Rede  stehenden  elektrooptischen  Erscheinungen 
mathematisch  beschreiben,  indem  man  die  Polarisationskonstanten  eines 
im  elektrischen  Felde  befindlichen  Kristalls  als  lineare  Funktionen 
der  Feldkomponenten  oder  auch  der  durch  das  Feld  induzierten  spezi- 
fischen elektrischen  Momente  ansetzt.  Bezeichnet  man  die  letzteren, 
also  die  Komponenten  des  auf  die  Volumeinheit  bezogenen  elektrischen 
Momentes^),  mit  -4,  -B,  C  und  wählt  als  Koordinatenachsen  die  ur- 
sprünglichen Polarisationshauptachsen  X®,  Y^,  Z®,  so  soll  demnach 
gesetzt  werden^): 


0) 


1)  F.  Pockels,  N.  Jahrh.  f.  Miner.  Beil.-Bd.  7  (1890),  p.  201.  Eine  zu  den 
gleichen  Resultaten  führende  Behandlung  der  elektrooptischen  Wirkungen  auf 
Grund  der  durch  die  Annahme  von  Elektronenschwingungen  erweiterten  Glei- 
chungen der  elektromagnetischen  Lichttheorie  hat  später  W.  Voigt  (Wied. 
Ann.  69  [1899],  p.  297)  gegeben. 

2)  Dieselben  werden  in  einem  beliebig  gestalteten,  in  ein  elektrisches  Feld 
gebrachten  Kristall  im  allgemeinen  von  Stelle  zu  Stelle  verschieden  sein;  wir 
setzen  hier  aber  voraus,  daß  sie  konstant,  d.  h.  das  Feld  im  Kristall  homogen 
sei,  was  immer  zulässig  ist,  wenn  man  der  Betrachtung  einen  hinreichend  kleinen 
Teil  des  Kristalls  unterzieht,  und  w^as  bei  den  Beobachtungen  durch  geeignete  Ver- 
suchsanordnung  auch  für  die  ganzen  Kristallpräparate  annähernd  realisiert  war. 

3)  Da  die  spezifischen  elektrischen  Momente  lineare  Funktionen  der  elek- 
trischen Feldkomponenten  im  Innern  des  Kristalls  sind  —  im  Falle,  daß  die 
Koordinatenachsen  zugleich  die  Symmetrieachsen  des  dielektrischen  Verhaltens 
sind,  unterscheiden  sich  Ä,  B,  C  von  den  entsprechenden  Feldkomponenten  nur 

durch  die  Faktoren  * ,  (ä  =  1 ,  2,  3) ,  wo  B^,  B^,  B^  die  Hauptdielektrizi- 
tätskonstanten bedeuten  — ,  so  könnte  man  ebensogut  einen  analogen  Ansatz 
machen,  in  welchem  an  Stelle  der  Momente  die  Feldkomponenten  ständen. 


«11  = 

t 
«0 

+  e,!^  +  eij5  4-e,j(7, 

«M  = 

feo* 

+  ^i^  +  e,j£  +  e,,C; 

«88  = 

d>' 

+  eji^  +  ejgB  +  ^gC, 

»»  = 

«41-^  +  ««-B  +  e«''', 

«31  = 

e^iA  +  e^^B  +  e^^C, 

««  = 

egi^  +  Cggif+CsjC, 
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wo  die  e^j^  für  den  betreffenden  Kristall  charakteristisclie  Konstanten 
sind,  die  wir  „deUrooptische  Konstanten"  nennen  wollen. 

In  vorstellender  aUgemeinster  Form  mit  18  verschiedenen  Kon- 
stanten ist  der  Ansatz  für  die  hemiedrische  Gruppe  des  triUinen 
Systems,  welche  gar  kein  Symmetrieelement  besitzt,  beizubehalten; 
lur^Ue  anderen  Gruppen  treten  dagegen  Vereinfachungen  ein  durch 
die' Bedingungen,  welchen  die  e^^^^  genügen  müssen,  damit  die  Aus- 
drücke für  die  a^^  beim  Übergang  von  dem  ursprünglichen  Koordi- 
natensystem zu  einem  ihm  kristallographisch  (und  zugleich  auch 
dielektrisch  und  optisch)  gleichwertigen  ihre  Form  nicht  ändern. 
Da  bei  Umkehrung  aller  Koordinatenrichtungen  die  elektrischen  Mo- 
mente ihre  Yo^^^hen  umkehren,  die  a^^^  aber  nicht,  so  folgt  zunächst, 
daß  für  alle  zentrisch  symmetrischen  Kristalle,  bei  denen  ja  entgegen- 
gesetzte Richtungen  gleichwertig  sind,  sämtliche  enk  verschwinden 
müssen,  so  daß  bei  ihnen  die  in  Rede  stehenden  elektrooptischen 
Phänomene  also  überhaupt  nicht  auftreten  können.  Aber  auch  bei 
einer  azentrischen  Gruppe:  der  enantiomorphen  Hemiedrie  des  regu- 
lären Systems,  verschwinden  alle  e**,  so  daß  noch  zwanzig  verschie- 
dene Gruppen  in  Betracht  kommen;  es  sind  dieselben,  welche  auch 
Piezodektrizität  zeigen  können.  Nachstehend  sind  die  speziellen  For- 
men der  Gleichungen  (1)  für  diese  Grjippen  zusammengestellt,  wobei 
der  Benennung  der  Gruppen  wieder  die  Symbole  der  für  sie  charakte- 
ristischen Symmetrieelemente  in  der  schon  S.  316  eingeführten  Be- 
zeichnungsweise beigefügt  sind. 

L   TriMines  System. 
Hemiedrie.     Allgemeiner  Ansatz  (1)  mit  18  Konstanten. 

IL   Monoklines  System. 
Hemiedrie:  E^.     (10  Konstanten.) 

a^^-a^^e^^B+Cif^C,  a^  —  b^'^^^^e^^B+e^f^C,  a^^—cf^^e^B+e^^C, 

^3  ^^^4a"~^^4S^f    ^81  '^  ^51  -^9    ^12  '^  ^61  ■^' 

Hemimorphie-^  AJ^^.     (8  Konstanten). 

ögg  =  e^i  J.,    «ai  =  e^^B  +  ^58 C,    tti,  =^  CßjjB  -f-  e^^C. 

in.   Ehombisches  System. 
Hemiedrie:  Ä^^^\  Äj^.     (3  Konstanten.) 


(2) 


(3) 


(4) 
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Hemimorphie:  J./*\  E^.     (5  Konstanten.) 

«23  "==".  ^42^7       «81  ="  ^1-^9       «12  ="  0. 

IV.   Täragonaies  System,    af^  ^b^  ^  o,  <P  ^  e. 
Tetartoedrie  mit  Spiegddchse:  /S/*\     (4  Konstanten.)  ^J,^.    . 

/gs  ^11-0^-^19^7       «22-0'«-^!.,^,       a83-e«  =  0,  ^ 

Hemiedrie  mit  Spiegdachse:  S}^\  A}^"^  =«  AJ^\     (2  Konstanten.)     ', 

/7^J  '  «11  ^  «22  =  O^J       «88  ^  ^^  '    3  ;    I     'r' 

«28=^^41^?       «81=^^41-S>       «12='^68C'- 

Hemimorphe  Tetartoedrie:  A}^\     (4  Konstanten.)  \   *  ^i 

«28  =  ^41^  +  ^42^>       «81  =  ^42^  ""  ^41^>       «12  =*  ^• 

Hemimorphe  Hemiedrie:  A^^],  E^,     (3  Konstanten.)  I  -^ 

(9)     Wie  (8),  aber  e^,  =  0.  ^  _  ^i  • 

Enantihnorphe  Hemiedrie:  ^/^\  J.j.(*).     (1  Konstante,)  |;   .;,.  j, 

/jQx  .  «11  =-  «22  =  o\    asg  =  e^ 

«28  =  ^41^,       «81=-^41^>       aj,  «0. 

V.   Bhomboedrisches  System,    a®  =  6^  =  o,  c®  =  c. 
Tetartoedrie:  A^^\     (6  Konstanten.) 

(11)  «ii-^'^^ii^-^«^+^i8^^  ««2-^' e^^A+e^^B+e^^C,  a^^-e'^e^^C, 

aj3  =  ^41^  +  e^jjB,    aji «  e^^-^  —  e^^B,    a,2  = e,2^  — e^B. 

Hemimorphe  Hemiedrie:  A^^\  E^.     (4  Konstanten.) 

(12)  «11 -^'  =  -^^2^ +  ^18^^    a,a-o2  =  ej,B+6i3C?,     a^-e^^e^^C, 

a^j  =  e^Jjy    ötji  ^  ^42 -«^>     ^18  ==*      ^i%A. 
Enantiomorphe  Hemiedrie:  A^^\  A^^l     (2  Konstanten.) 

(13)  «11  "-^'=^11^^       «22-0' ^u^,       «38  -^'==0,  ^^ 

«28  "^  ^41  ^7       «31  ^^  —  ^41  ^;       «12  "^  —  ^11  ^' 

VI.   Hexagonales  System,     a^  =>  b^  =^  o,  c®  =  e.- 
Tetartoedrie  mit  S-eahliger  Achse:  A^^\  E^.     (2  Konstanten.) 

«28  =  0,     031  =  0,    «18  «  —  e^^A  —  e^^B. 

Hemiedrie  mit  3-zälüiger  Achse:  A^^\  A}'^\  E^.     (1  Konstante.) 
(15)     Wie  vorige  Gruppe  mit  e^^  =  0. 

Pockels    Kristalloptik.  32 
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Hemimorphe  Tetartoedrie:  A^^^\     (4  Konstanten.) 

(16)  ^11  ""  ^    ^^IsC',       «22  ~~  ^    ==  ^18^?       «38""^    '^  ^8^; 

Hemimorphe  Hemiedrie:  Ä^^^\  E^,     (3  Konstanten.) 

(17)  Wie  (16),  aber  mit  e^  =  0. 

JEnantiomorphe  Hemiedrie:  A^^^\  AJ^^K     (1  Konstante.) 

(18)  Wie  (10). 

VII.   Beguläres  System,    a^^b^^  (P. 
Tetartoedrie:    A^^  ^  AJ^^^  =^  A^^^\    und    hemimorphe    Hemiedriei 
5f.(«)  «  S,(*)  «  Sy(*).     (1  Konstante.) 

%8  '^  ^41  -^;       «81  ^^  ^41  -^^       «11  ^*  ^41  ^• 

Man  sieht  aus  dieser  Zusammenstellung,  daß  die  Mannigfaltigkeit 
der  elektrooptisehen  Wirkungen  eine  sehr  große  ist.  Wir  wollen  uns 
weiterhin  aber  auf  die  Betrachtung  derjenigen  Typen  beschi^nken,  für 
welche  Beobachtungen  vorliegen:  es  sind  dies  die  Gruppen:  (13)  (ver- 
treten durch  Quarz),  (12)  (Turmalin),  (19)  (Natriumchlorat),  und 
(4)  (Seignettesalz). 

4.  Elektrooptisohes  Verhalten  von  Quarz  und  Turmalin.     Den 

Formeln  (13)  zufolge  hat  im  Quarz  die  der  Hauptachse  Z^  parallele 
Feldkomponente  gar  keine  optische  Wirkung,  was  auch  schon  durch 
Beobachtungen  Röntgens  nachgewiesen  worden  ist;  man  kann  also 
von  ihr  ganz  absehen  und  annehmen,  daß  die  elektrischen  Kraftlinien 
in  der  X^Y^- Ebene  liegen.  Da  alle  Richtungen  senkrecht  zur  Haupt- 
achse sich  hinsichtlich  der  dielektrischen  Induktion  gleich  verhalten^ 
so  fällt  dann  das  induzierte  elektrische  Moment  M  in  die  Richtung 
der  Kraftlinien,  und  es  ist,  wenn  letztere  den  Winkel  tp  mit  der  posi- 
tiven X^-Achse  bilden, 
(20)  J.  =  Jf  cos  9 ,    B  =  MBmtp, 

Dabei  gilt,  wenn  V  das  elektrische  Potential,  und  D^  die  Dielektrizitäts- 
konstante für  Richtungen  senkrecht  zur  Hauptachse  bezeichnet, 

/rtr.f\  Tir  I),—l\dV  ,    dV  \ 

(200  ^--  \„  h-i^^'p  +  rv^'''V- 

Vorstehende  Werte  von  A  und  B  sind  nun  in  die  Formel  (13)  ein- 
zusetzen, um  die  Polarisationskonstanten  zu  finden,  welche  das  optische 
Verhalten  des  Quarzes  im  elektrischen  Felde  bei  fehlender  Zirkular- 
Polarisation  charakterisieren  würden.     Nehmen  wir  nun,  entsprechend 
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den  vorliegenden  Erfahrungen,  an,  daß  das  Drehungsvermögen  nnge- 
ändert  bleibt,  so  ist  das  resultierende  optische  Verhalten  hieraus  ge- 
mäß den  Ausführungen  in  11,  Kap.  II,  §  2,  zu  berechnen. 

Für   die  Vergleichung   der  Theorie   mit   der  Beobachtung  nach 
dem  in  §  2  beschriebenen  Verfahren  kommt  zu- 
nächst die  Lage  der  Binormalenebene  des  durch 
das  elektrische  Feld  zweiachsig  gewordenen  Quarzes 
in  Betracht;  denn  dieselbe  ist  der  großen  Achse 
der    deformierten    Kurven    gleichen    Gangunter-    y^^ 
schiedes   parallel.     Zur   Berechnung   ihrer   Lage     y^ 
können  wir  die  Formeln  (7')  des  Kap.  II  anwen- 
den, denen  zufolge  die  Abweichung  der  1.  Mittel- 
linie (Z)  von  der  Hauptachse  sehr  klein  ist,  und  ^*^  ^^ 
der  Winkel  O,  welchen   die  beiden  anderen  Polarisationshauptachsen 
X,  Y  mit  der  X^-  bezw.  F®- Achse  bilden,  ini  vorliegenden  Falle  ge- 
geben ist  durch 

(21)     tg  24) ;J  ==  -  tg  9^   also    <D  «  -  1^    (vergl.  Fig.  165). 

Zugleich  wird  nach  Gl.  32,  S.  67, 

('>2)    .l^^=2(^ii  +  ^22)  +  ¥(ö^ii~Oco8  2<I)-f  ai2sin20-o»-f  ßii^f, 
I  fe*  =  j(aii  +  öjg)  —  IKi  —  0,2)  cos  24)  —  ai2  sin  24)  =  0*  —  e^^  M. 

Die  Stärke  der  Doppelbrechung  in  der  Richtung  der  Hauptachse,  und 
somit  auch  der  Binormalenwinkel  und  die  Änderung  der  Ringdurchmesser, 
ist  hiemach  bei  gleichem  induzierten  Moment  unabhängig  von  dessen 
IticfUung  und  wird  durch  die  eine  Konstante  e^^  bestimmt.  Wählt 
man  die  Richtung  der  +  X^-Achse  so,  daß  sie  nach  einer  durch  Druck 
positiv  elektrisch  werdenden  Prismenkante  hin  gerichtet  ist  —  was  bei 
einem  linken  Quarzkristall  dann  der  Fall  ist,  wenn  bei  der  gewöhn- 
lichen gegenseitigen  Lage  der  Koordinatenaxen  die  -f  Y^- Achse  aus 
einer  Fläche  des  positiven  Grundrhomboeders  austritt  — ,  so  folgt  aus 
der  S.  494  angeführten  Beobachtungstatsache,  daß  bei  negativer  La- 
dung der  zu  -|-  X^  senkrechten  Fläche,  also  positivem  Moment  J.  =  Jtf, 
b  die  mittlere  Hauptlichtgeschwindigkeit  und  somit,  da  beim  Quarz 
0  >  e,  die  Konstante  e^^  positiv  ist. 

Läßt  man  nim  die  Kraftlinien,  ausgehend  von  der  Ls^e,  wo  sie 
parallel  der  -j-  X^- Achse  sind,  sich  in  positivem  Sinne  drehen,  so 
wird  sich  der  Formel  (21)  zufolge  die  in  jener  Anfangslage  mit  ihnen 
zusammenfallende  kleine  Achse  der  Interferenzringe  in  entgegengesetztem 
Sinne  mit  halb  so  großer  Geschwindigkeit  drehen'^  sie  muß  also  bei- 

32* 
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spielsweise,  wenn  9  =  30*^,  also  die  Erafüinienrichtung  eine  der  — T^- 
Achse  äquivalente  ist,  mit  den  Kraftlinien  einen  Winkel  von  45®  bil- 
den, und  wenn  (p  «=  60®  ist,  d.  h.  die  Kraftlinien  eine  der  —  X^^-Achae 
äquivalente  Richtung  angenommen  haben,  auf  ihnen  senkrecht  stehen  — 
ganz  wie  es  die  in  §  2  beschriebenen  Versuche  von  Kundt  und 
Röntgen  zeigten.  Eine  weitere  Bestätigung  fand  das  vorstehende 
Gesetz  für  die  Drehung  der  X-  und  T- Achse  durch  Beobachtungen 
von  Czermak,  för  welche  dieser  selbst  aber  eine  andere,  unhaltbare 
Erklärung  gegeben  hatte  ^);  es  ergab  sich  dabei  z.  B.  für  9  =«  ca.  —  15** 
0-6^12',  während  die  Formel  (21)  den  Wert  7<>30'  liefert.  Zugleich 
wurde  durch  diese  Beobachtungen  die  oben  aus  (22)  gefolgerte  Un- 
abhängigkeit des  in  der  Richtung  Z^  erzeugten  Qangunterschiedes 
von  der  Kraftlinienrichtung  in  grofier  Annäherung  bestätigt. 

Messungen  dieses  Gangunterschiedes,  sowie  auch  desjenigen 
parallel  der  F^-Achse,  für  bestimmte  Feldstärken,  welche  die  Berech- 
nung der  Konstante  e^i  in  absolutem  Maß  gestatten,  wurden  von 
Pockels  ausgeführt^);  es  ergab  sich  als  Mittel  aus  zahlreichen  Be- 
stimmungen (unter  Voraussetzung  absoluten  elektrostatischen  Maßes) 

Die  Konstante  e^^  konnte  ermittelt  werden- durch  Messungen  des  Oang- 
unterschiedes,  der  in  Richtungen,  die  in  der  F^Z^-Ebene  Winkel  von 
+  45^  mit  der  Hauptachse  bilden,  durch  dielektrische  Polarisation 
parallel  X^  erzeugt  wird^);  denn  dieser  Gangunterschied  hängt  auch 
von  der  Größe  a^^  ab,  welche  nach  (13)  proportional  mit  e^^Ä  ist. 
Es  wurde  so  gefunden 

^«-v— +  0,59.10-«. 

Setzt  man  den  Wert  4,6  für  die  Dielektrizitätskonstante  D^  in  Rich- 
tungen senkrecht  zur  Hauptachse  ein,  so  wird 

e^^  =  0,49 .  10- »,      e^,  ==  0,20  •  10"  «. 

Auf  Grund  dieser  Resultate  konnte  nun  für  den  Quarz   die  am 

Schluß  von  §  2  erwähnte  Frage  entschieden  werden.    Die  Änderungen 

der  optischen  Polarisationskonstanten,  welche  durch  die  Deformation 

des  Quarzes  im  elektrischen  Felde  bedingt  werden,  sind  ebenfalls  durch 

1)  P.  Czermak,  Wiener  Sitzungsber.  97  (2)  (1888),  p.  301.  Vergl.  dazu 
F.  Pockele,  N.  Jahrb.  f.  Miner.  Beil.-Bd.  7  (1890),  p.  218. 

2)  F.  Pockels,  Einfluß  d.  elektrostat.  Feldes  auf  d.  opt.  Verhalten  pi&zo- 
elektr.  Kristalle.     Abh.  Göttinger  Ges.  d.  Wiss.  39  (1894),  p.  99,  117. 

3)  1.  c.  p.  127. 
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Formeln  von  der  Form  (13)  darstellbar^  worin  aber  an  Stelle  von  e^^ 
und  e^i  zwei  Konstanten  en,  eit  treten,  die  sich  aus  den  piSzoelek- 
trischen  Eonstanten  8^^  und  8^^^)  und  den  elastooptischen  Eonstanten 
Phk  wie  folgt  berechnen  lassen: 

Mit  Benutzung  der  an  demselben  Eristall  bestimmten  Werte  von 
*ii;  ^14*)  ergab  sich  hiemach: 

en  «  0,235 .  10- «,    e^i  =  0,157  •  lO"». 

Diese  Werte  sind  beträchtlich  kleiner  als  die  beobachteten  e^,  e^^; 
es  findet  somit  außer  der  indirekten,  durch  die  Deformation  vermit- 
telten Wirkung  auch  eine  direkte  Eintvirkung  der  dielektrischen  In- 
duktion auf  das  optische  Verhalten  des  Quarzes  statt,  — 

Für  Eristalle  der  hemimorphen  Gruppe  des  rhomboedrischen 
Systems,  welcher  der  Turmalin  angehört,  unterscheidet  sich  nach  den 
Formeln  (12)  die  optische  Wirkung  eines  zur  Hauptachse  senkrechten 
elektrischen  Feldes,  wenn  man  von  der  sehr  kleinen  Drehung  der 
Z-Achse  absieht,  von  der  vorstehend  diskutierten  nur  dadurch,  daß 
die  !P- Achse,  welche  in  einer  der  drei  durch  die  Hauptachse  hindurch- 
gehenden Symmetrieebenen  liegt,  dieselbe  Rolle  spielt,  wie  beim  Quarz 
die  S.  493  definierte  X^- Achse.  Es  muß  also  insbesondere  das  durch 
die  Gleichung  (21)  ausgedrückte  Gesetz  für  die  Lage  der  Polarisations- 
hauptachsen X,  Y  gegen  die  Feldrichtung  auch  hier  Geltung  besitzen. 
Da  der  Turmalin  kein  Drehungsvermögen  besitzt,  so  sind  dieselben 
die  Schwingungsrichtungen  der  sich  parallel  der  Hauptachse  fortpflan- 
zenden Wellen,  also  als  die  Auslöschungsrichtungen  einer  durch  die 
Wirkung  des  elektrischen  Feldes  aufgehellten,  zur  Hauptachse  senk- 
rechten Platte  zwischen  gekreuzten  Nicols  direkt  beobachtbar  (sofern 
nicht,  wie    allerdings  bei  den  meisten  Turmalinen  der  Fall,  infolge 


1)  Dieselben  bestimmen  die  dnrch  elastische  Drucke  eräugten  spezifischen 
elektrischen  Momente  gemäß  den  Beziehungen:  A=^  —  du (X^  —  Yy)  —  ^u ^^ , 
5  =  ^i^Zp  +  2dii-Xy,  und  die  mit  der  dielektrischen  Induktion  verknüpften 
Deformationen  zufolge  den  Formeln: 

^x  =  — 2/y  =  *ii2)  ~i^    ^z=^y 

y=^^^  i)~-  V  '^=^^ ^'*  A  - 1 '   "^^^  =  -  ^^*»  /v-  i  ■ 

2)  1.  c.  p.  131. 
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optischer  Anomalien  schon  ursprünglich  Doppelbrechung  in  der  Haupt- 
achsenrichtung  vorhanden  ist).  Es  gelang,  an  einem  blauen  Turmaline 
diese  Wirkung  zu  beobachten  und  die  Gültigkeit  des  Gesetzes  (21) 
zu  bestätigen.^)  Im  Gegensatz  zum  Quarz  muß  der  Turmalin  zufolge 
der  Formeln  (12)  aber  auch  durch  ein  der  Hauptachse  paraUdes  elek- 
trisches Feld  eine  Änderung  der  Doppelbrechung  erleiden  (wobei  er 
aber  natürlich  einachsig  bleibt).  Auch  dieser  Effekt  konnte  an  jenem 
blauen  Turmalin  nachgewiesen  werden,  und  zwar  ergab  sich  aus  der 
Veränderung,  welche  die  im  konvergenten  homogenen  Lichte  bei  Be- 
obachtung senkrecht  zur  Hauptachse  sichtbaren  Hyperbeln  gleichen 
Gangunterschiedes  im  elektrischen  Felde  erlitten,  daß  die  Doppelbre- 
chung verstärkt  wird  durch  ein  dielektrisches  Moment  von  entgegen- 
gesetzter Richtung  wie  dasjenige,  welches  durch  einen  der  Hauptachse 
parallelen  Druck  erzeugt  wird.*) 

5.  Natriumohlorat.  Als  Repräsentant  piezoelektrischer  regulärer 
Kristalle  wurde  das  der  tetartoedrischen  Gruppe  angehörende  Natrium- 
chlorat  untersucht.^)  Da  dasselbe  nicht  unbeträchtliches  natürliches 
Drehungsvermögen  besitzt  (siehe  S.  300),  so  müssen  die  im  elektri- 
schen Felde  zu  erwartenden  optischen  Veränderungen  wieder  aus 
der  Annahme  der  Superposition  des  Drehungsvermögens  und  der 
durch  die  Gleichungen  (19)  bestimmten  Doppelbrechung  gemäß  den 
in  H,  Kap.  I,  §  2  entwickelten  Formeln  berechnet  werden.  Was  die 
durch  das  elektrische  Feld  erzeugte  Doppelbrechung  betrifft,  wie  sie 
bei  Abwesenheit  des  Drehungsvermögens  auftreten  würde,  so  folgen 
aus  den  allgemeinen  Formeln  (31),  I,  Kap.  II,  §  19,  durch  Einsetzen 
der  Ausdrücke  (19),  S.  498,  für  die  Richtungskosinus  «i  •  •  •  y^  der 
Polarisationshauptachsen  gegen  die  Würfelnormalen  X®,  Y^,  Z^  die 
drei  Gleichungen: 

^(ftys  +  ßzY,)  +  S{ß,y,  +  ß,n)  +  C{ß,y,  +  ß,y,)  =  0, 

(24)  Ä{y,a,  +  y,a,)  +  B(y,a,  +  y,a,)  +  C{y,a,  +  y.a,)  =  0, 
M^ßs  +  ^M  +  B{a^ß,  +  a,ß,)  +  Cia,ß,  +  a,ft)  =  0, 

und  für  die  Hauptlichtgeschwindigkeiten  die  Ausdrücke: 
a« «  «0«  ^  2e^^{Äa^a^  +  Ba^a^  +  Ca^a^) , 

(25)  h^  =  aP'  +  2e,,{Aß,ß,  +  Bß,ß,  +  CßJ,) , 
c«  =  a''  +  2e,,{Ay,y,  +  ^YzVi  +  Cy,y,) . 


1)  F.  Pockels,  1.  c.  p.  162. 

2)  1.  c.  p.  169.  —  3)  1.  c.  p.  29flF. 
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Diese  Gleichungen  lassen  zunächst  allgemein  erkennen ,  daß  die  Lage 
der  Polarisationshauptachsen  und  Binormalen  eines  durch  ein  elek- 
trisches Feld  doppelthrechend  gemachten  regulären  Kristalls  nur  von 
der  Richhmg  des  elektrischen  Momentes  (oder  der  Kraftlinien,  mit 
denen  die  Richtung  des  Momentes  hei  regulären  Ej*i8tallen  stets  zu- 
sammenfällt) abhängt,  analog  wie  nach  Kap.  11,  §  6  die  Lage  der  Bi- 
normalen in  regulären  Kristallen  unter  Einwirkimg  einseitigen  Dnuikes 
durch  dessen  Richtung  allein  schon  bestimmt  ist.  Bei  der  Diskussion 
dieser  Abhängigkeit  wollen  wir  uns  auf  die  Fälle  beschränken,  daß  die 
elektrischen  Kraftlinien  entweder  einer  Würfelfläche  (der  X®  T^-Ebene) 
oder  einer  Rhombendodekaederfläche  (der  Halbierungsebene  des  posi- 
tiven Quadranten  zwischen  der  Z^X^-  und  Z^Y^-Ebene)  parallel  sind. 
a)  Erafäinien  in  der  X^  Y^-Ebene,  mit  X®  den  Winkel  tp  bildend. 
Es  ist  A  -^  M coB  ip,  B  =  Msmq),  (7  =  0,  und  man  erhält  aus  (24): 
cCj^  =  cos  g> ,     «2  =  —  sin  9 ,     «3  =  0, 

ßi  =  n  =-  VI  sin  g>,  ft  -  ^8  ==  Vj  cos  9,  -ß^^y^  =  j^', 
was  besagt,  daß  die  X-Achse  ebenfalls  in  der  X^]P-Ebene  liegt  und 
den  Winkel  0  =  —  9  mit  X®  bildet  (so  daß  sie  zu  M  symmetrisch 
in  bezug  auf  X^  liegt),  während  die  Y- 
und  Z- Achse  symmetrisch  beiderseits  von 
der  X^T^-Ebene  (also  unter  45®  gegen 
diese  geneigt)  liegen.  (Siehe  Fig.  166.) 
Femer  folgt  aus  den  Gleichungen  (25): 
a^^a'^',  h^^a^''  -  e^^M,  (^  =^  a^  +  e^,M, 
Demnach  wiM  der  Kristall,  wenn  die  elek- 
trische Momentrieb tung  in  der  X®  F®- Ebene 
liegt,  immer  optisch  zweiachsig  mit  zur  X®r®- 
Ebene  senkrechter  Tünormalenebene  und  dem 
Binormalenwinkd  90®,  wobei  eine  Binormale 
in  die  unveränderliche  Richtung  der  Z®- 
Achse,  die  andere  in  die  Schnittgerade  der  X®r®-  und  FZ-Ebene 
fällt.  (Siehe  Fig.  166,  wo  Ä^  (oder  A^')  und  A^  die  Binormalen  be- 
zeichnen.) Die  Stärke  der  Doppelbrechung  ist  dabei  ebenfalls  von  9 
unabhängig. 

Sind  speziell  die  Kraftlinien  parallel  einer  Wiirfdnormale,  so  sind 
die  Binormalen  parallel  den  beiden  anderen  Würfelnormalen,  und  der 
größte  Gangunterschied  findet  in  der  Richtung  der  Kraftlinien  statt. 

Sind  die  Kraftlinien  parallel  einer  Rhombendodekaedernormale  {ist 
also   (f  =  45®),  so  ist  eine  Binorniale  ihnen  parallel ,  und  der  größte 
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Fig.  167. 


für 
ist 


Gangunterschied  entspricht  de7'  Bichfung  der  zu  ihnen  senkrechten  Dode- 

Icaedernormale. 

b)  Kraftlinien  parallel  einer  Ehombendodekaeder fläche ,  unter  dem 

Winkel  d'  gegen  Z^  geneigt. 

Aus  den  Gleichungen  (24),  in  denen  jetzt  ^  «  5  =  Jlf  )/|  sin  ^, 
C  =  M  cos  d-  zu  setzen  ist,  folgt,  daß  zwei 
Polarisationshanptachsen,  etwa  Y  und  Z, 
in  derselben  Dodekaederfläche,  wie  My 
liegen,  und  dabei  der  Winkel  %  =»  {Z,  Z^) 
bestimmt  ist  durch  tg  2^;  =  —  2  tg  d-. 
Setzt  man  fest,  daß  die  Werte  ^  ==  0 
(wofür  MWZ^  ist)  und  x^^  einander 
entsprechen,  so  ist  die  gegenseitige  Lage 
von  M  und  Z  folgende  (siehe  auch  Fig.  167, 
wo  die  Pfeile  die  Beweguugsrichtungen 
von  M  und  Z  andeuten): 

0<'&<54044'<^<90<» 
90«  >  ;t  >  54^44'  >%>  45«. 
Für  die  Hauptlichtgeschwindigkeiten  folgt  aus  (25): 
a^  ^  a^  —  ^41 M  cos  d; 

6^  =  a^  +  e^,  M  (cos  d^  cos*  ;i;  —  sin  -ö-  sin  2x) , 
c*  =  a®  +  C41  Jf  (cos  'ö'  sin*  ;i;  +  sin  0*  sin  2x)- 

Der  Kristall  wird  also  ebenfalls  optisch  zweiachsig,  aber  mit  einem 
von  der  Richtung  von  M  abhängigen  Binormalenwinkel;  für  '^<  54*^44' 
ist  die  Binormalenebene  senkrecht  zur  Ebene  Z®  J/,  für  d"  >  54^44' 
parallel  derselben.  Nur  wenn  die  Kraftlinien  gerade  der  durch 
^«54044'  gegebenen  Oktaedernormale  parallel  sind,  wird  der  Kristall 
einachsig;  denn  es  wird  dann 

'^  y3  )/3 

Die  Kristalle  von  NaClOj  werden  hiemach  im  elektrischen  Felde 
im  allgemeinen  in  optisch  zweiachsige  Kristalle  mit  Drehungsvermögen 
verwandelt,  wobei  die  Lage  der  Binormalen  und  ihr  Winkel  je  nach 
der  Richtung  der  Kraftlinien  sehr  verschieden  sein  können.  Es  muß 
also  hier  die  in  11,  Kap.  II,  §  2,  entwickelte  Theorie  der  Lichtfort- 
pfianzung  in  solchen  Kristallen  herangezogen  werden,  um  die  be- 
obachtbaren Erscheinungen  aus  den  vorstehenden  Gesetzen  der  reinen 
Doppelbrechung  abzuleiten. 
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Da  die  durcli  das  elektrische  Feld  erzeugbare  Doppelbrechung 
nur  schwach  ist,  so  kommen  für  die  Bestimmung  der  Gangunter- 
schiede bei  regulären  Kristallen  Beobachtungen  von  Interferenzkurven 
in  konvergentem  Licht  nicht  in  Betracht^  sondern  nur  Kompensator- 
beobachtungen.  Diese  liefern  aber  bei  gleichzeitigem  Vorhandensein 
von  Drehungsvermögen  auch  nicht  direkt,  sondern  erst  mit  Hilfe 
einer  ziemlich. komplizierten  Beziehung  die  durch  das  elektrische  Feld 
hervorgerufenen  Gangunterschiede. 

Gegenstand  der  Beobachtung  waren  femer  die  Hauptachsenrich- 
tungen der  Schwingungsellipsen  der  sich  in  verschiedenen  Richtungen 
fortpflanzenden  Wellen,  welche  nach  H,  Kap.  H,  S.  311,  die  Schwin- 
gungsrichtungen bei  fehlendem  Drehungsvermögen  sein  würden  und 
also  theoretisch  aus  dem  durch  a^^  ' "  ^12  bestimmten  Ovaloid  als 
Hauptachsen  seiner  Diametralschnitte  ableitbar  sind.  'Experimentell 
können  diese  Richtungen  in  der  Weise  gefunden  werden,  daß  man 
die  zu  untersuchende  Eristallplatte  zwischen  zwei  drehbaren  Nicols 
aufstellt  und  diejenigen  Stellungen  der  letzteren  aufsucht,  bei  denen 
die  Platte  ursprünglich  in  homogenem  Licht  dunkel  erscheint  und  bei 
Erregung  des  elektrischen  Feldes  am  schwächsten  aufgehellt  wird^); 
dann  halbieren  nämlich  die  Achsen  der  Schwingungsellipsen  im  Kristall 
die  Winkel  zwischen  der  Schwingungsrichtung  des  Polarisators  und 
der  Normalen  zu  derjenigen  des  Analysators.  Durch  diese  Beobach- 
tungsmethode können  auch  die  Richtungen  der  Binormalen  festgestellt 
werden  als  diejenigen  Beobachtungsrichtungen,  für  welche  bei  keiner 
Stellung  der  Nicols  eine  Intensitäts-  bezvf.  Farbenänderung  des  Ge- 
sichtsfeldes bei  Erregung  des  elektrischen  Feldes  eintritt. 

Die  Beobachtungen  wurden  bei  solcher  Orientierung  der  Kristall- 
plätten im  elektrischen  Felde  ausgeführt,  daß  die  Kraftlinien  parallel 
einer  Würfel-,  Dodekaeder-  oder  Oktaedernormale  waren*),  imd  be- 
stätigten durchweg  die  oben  diskutierten  Voraussagungen  der  Theorie. 
Die  Kompensatorsmessungen  ergaben  für  die  elektrooptische  Konstante 
(für  Na-Licht )  den  Wert 

p      _  1   IQ.  10-8.  -A^. 

das  Vorzeichen   ist   positiv,    wenn   das   von   den  Würfelnormalen   ge- 
bildete Koordinatensystem    so    gewählt    wird,    daß    eine    der    an    den 

1)  Statt  dessen  kann  man  auch  in  weißem  Licht  auf  die  empfindliche  Fär- 
bung und  geringste  Änderung  derselben  einstellen. 

2)  Um  dabei  auch  in  der  Richtung  der  Kraftlinien  beobachten  zu  können, 
wurde  das  elektrische  Feld  zwischen  durchsichtigen  Flüssigkeitsbelegungen  her- 
gestellt. 
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Kristallen  ausgebildeten  TetraederSächen  im  ersten  Oktanten  liegt. 
Zur  Berechnung  von  e^^  selbst  fehlt  die  genaue  Kenntnis  der  Dielek- 
trizitätskonstante des  Natriumchlorats;  doch  kommt  es  für  die  Ent- 
scheidung der  Frage,  inwieweit  die  elektrooptische  Wirkung  von  der 
Deformation  im  elektrischen  Felde  herrührt,  auch  nur  auf  das  Produkt 

^41  — —  an.  Außerdem  mußte  aber  zu  diesem  Zwecke  das  piezo- 
elektrische Verhalten  und  das  piezoop tische  zum  Teil  (soweit  es 
von  p^  abhängt)  untersucht  werden.  Das  erstere  ist  bei  azentrischen 
regulären  Kristallen  durch  eine  Konstante  d^^  charakterisiert,  und 
zwar  sind  die  elektrischen  Momente  gegeben  durch 

daraus  folgt  für  die  Deformation  im  elektrisöhen  Felde  ^): 

und  für  die  Konstante  eA ,  welche  die  durch  die  Deformation  bedingte^ 
„indirekte"  elektrooptische  Wirkung  bestimmt: 

(26)  ^ii-  itIi^uPai' 

Aus  den  experimentell  bestimmten  Werten  d^^  «  —  4,84- lO"®  und 
^44  =  —  0,0197  ergibt  sich  hiemach 

eVi  =  0,096.  10-«.  ^^^^, 

also  ein  Wert,  der  viel  kleiner  ist,  als  der  oben  angegebene  von  e^^ 
der  das  wirkliche  elektrooptische  Verhalten  mißt.  Folglich  ist  auch 
iyn  Natriumchlarat  eine  direkte  Einwirkung  des  elektrischen  Feldes  auf 
die  Lichtfortpflanzung  vorhanden, 

6«  Seignettesalz  (r.- weinsaures  Kalium -Natrium).  Zufolge  den 
Formeln  (4)  für  die  hemiedrische  Gruppe  des  rhombischen  Systems 
sind  für  die  elektrooptische  Wirkimg  drei  Konstanten  maßgebend  und 
zwar  in  der  Weise,  daß  durch  je  eine  von  ihnen  die  optische  Wir- 
kung der  zu  einer  der  drei  Symmetrieachsen  parallelen  Feldkompo- 
nente, unabhängig  von  den  zwei  anderen,  bestimmt  wird.  Die  drei 
Konstanten  lassen  sich  daher  getrennt  ermitteln  durch  Beobachtung 
an  drei  Platten,  die  zu  den  Symmetrieachsen  X®,  Y®,  Z^  senkrecht 
geschliffen  sind  und  auf  ihren  Breitseiten  mit  Metallbelegungen  ver- 
sehen werden.  Da  in  diesen  Fällen  nur  je  eine  der  Größen  «„,  Ogi,  a^, 
von  0  verschieden  ist,  so  findet  dann  nur  eine  Drelmng  (4)^.  bezw.  0^,  O^) 

1)  F.  Pockels,  1.  c.  p.  7,  32. 
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der  PölaHsci;ti<ynshmf{ptachsm  um  die  Richtung  der  Kraftlinien  statt, 
und  zwar  ist  diese  Drehoug  bei  der  starken  Doppelbrechung  des 
Seignettesalzes  mit  genügender  Genauigkeit  durch  die  Näherungsfor- 
meln (7')  des  vorigen  Kapitels  (S.  469)  gegeben.  Da  äu,  o^g,  a^  un- 
geändert  bleiben,  so  folgt  femer  aus  den  allgemeinen  Formeln  (32) 
in  I,  Kap.  II,  §  19,  daß  (bis  auf  kleine  Größen  2.  Ordnung  in  den 
^2s;  ^8n  ^s)  ^^^  die  Hauptlichtgeschwindigkeiten  ungeändert  bleiben, 
und  also  jene  Drehungen  die  einzige  Änderung  des  optischen  Verhaltens 
im  elektrischen  Fdde  <msmachen.  Gemessen  können  dieselben  werden 
durch  Beobachtung  der  Änderungen  des  Gangunterschiedes  parallel  den 
Halbierungslinien  der  Winkel  zwischen  denjenigen  beiden  (zu  den 
Kraftlinien  senkrechten)  Symmetrieachsen,  in  deren  Ebene  die  Drehung 
stattfindet. 

Die  auf  diese  Weise  (mit  Benutzung  der  von  Borel  [Dissertation 
Geneve  1893]  bestimmten  Werte  der  Dielektrizitätskonstanten)  ge- 
fundenen Resultate  sind  bei  Voraussetzung  eines  Koordinatensystems, 
dessen  X%  T\  Z®- Achse  bezw.  mit  der  kristallographischen  o-,  6-,  c- 
Achse  zusammenfallen, 

65,  =  ~  10,8. 10-«,     ee3  =  + 2,1.10-«. 

Die  Konstante  e^  konnte  nicht  sicher  bestimmt  werden,  weil  sich  bei 
dielektrischer  Polarisation  parallel  der  a-Achse  (der  1.  Mittellinie) 
starke  elektrische  Rückstandsbildung  in  den  Kristallplatten  zeigte; 
doch  war  festzustellen,  daß  e^  negativ  und  von  gleicher  Größenord- 
nung wie  %2  is^;  wahrscheinlich  sogar  noch  beträchtlich  größer.  Obige 
Werte  zeigen,  verglichen  mit  denen  der  Konstanten  für  Quarz  und 
NaClOj,  daß  der  umkehrbare  elektrooptische  Effekt  beim  Seignette- 
salz noch  erheblich  stärker  ist,  als  beim  Quarz  und  Natrium chlorat. 
Eine  sichere  Entscheidung  der  Frage,  welcher  Anteil  desselben  von 
der  Deformation  herrührt,  war  hier  in  Ermangelung  der  Kenntnis 
der  Elastizitätskonstanten,  welche  zur  Berechnung  der  elastooptischen 
Konstanten  jp^^,  7^55,  p^^  nötig  gewesen  wäre,  nicht  herbeizuführen. 
Für  den  Fall  der  dielektrischen  Polarisation  parallel  der  Z^-Achse  ließ 
sich  jedoch  nachweisen,  daß  e^^  und  die  entsprechende,  die  optische 
Wirkung  der  Deformation  allein  bestimmende  Konstante  e^^  entgegen- 
gesetztes Vorzeichen  haben,  und  daß  somit  jedenfalls  eine  direkte  elektro- 
optische Wirkung  existieren  muß.  —  Bemerkenswert  ist  noch,  daß 
ein  zu/r  X^-Achse  paralleles  Feld  auch  noch  eine  sich  mit  der  Fdd- 
richtiing  nicht  uml'ehrende  optische  Änderung  (nämlich  eine  Zunahme 
der  Doppelbrechung  in  den  Richtungen   Y^  und  Z^)  zur  Folge  Jmt, 
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die  also  dem  in  §  1  besprochenen  Eerrschen  Phänomen  analog  ist 
nnd;  soweit  die  vorliegenden  Beobachtungen  Schlüsse  zulassen  ^  eben- 
falls nicht  als  indirekte  (durch  Deformation  oder  Temperaturänderung 
erzeugte)  Wirkung  gedeutet  werden  kann.  Doch  scheint  es  möglich^ 
dafi  sie,  wie  die  bei  dieser  Feldrichtung  auftretenden  Rückstands- 
erscheinungen, mit  einer  relativ  großen  inneren  elektrischen  LeUfähig- 
Jceit  des  Seignettesalzes  in  jener  Richtung  zusammenhängt. 

7.  Drehiingsvennögen  im  magnetisohen  Felde.  Von  Faradaj 
wurde  zuerst  beobachtet,  daß  gewisse  einfach  brechende  Körper, 
z.  B.  Bleiglas,  in  einem  starken  Magnetfelde  in  der  Richtung  der 
magnetischen  Kraftlinien  die  Polarisationsebene  drehen.  Der  Sinn  der 
Drehung  kehrt  sich  mit  der  Richtung  des  Feldes  um,  und  ihr  Betrag 
pro  Längeneinheit  wächst  mit  der  Feldstärke,  und  zwar  bei  schwach 
magnetischen  Substanzen  dieser  proportional,  dagegen  bei  den  stark 
magnetischen  Metallen  (bei  denen  die  Drehung  natürlich  nur  in  äußerst 
dünnen  Schichten  direkt  beobachtet  werden  kann)  nach  Kundt  pro- 
portional  dem  spezifischen  magnetischem  Moment  Dieses  „magnetische 
Drehungsvermögen"  unterscheidet  sich  von  dem  natürlichen  wesent- 
lich dadurch,  daß  hei  UmJcehrung  der  Fortpflanzungsrichtung  der  Drehungs- 
sinn  in  hezug  auf  letztere  sich  ebenfalls  umkehrt,  absolut  genommen  also 
unverändert  bleibt  Während  also  z.  B.  im  natürlich  drehenden  Quarz 
für  einen  sich  in  der  Richtung  der  Hauptachse  fortpflanzenden  Strahl, 
wenn  er  durch  senkrechte  Reflexion  auf  demselben  Wege  zurückkehrt, 
die  gesamte  Drehung  Nuü  ist,  würde  man  bei  der  analogen  Versuchs- 
anordnung in  einem  magnetisch  drehenden  Körper  die  doppelte  Drehung 
erhalten.  Daß  das  durch  ein  Magnetfeld  hervorgerufene  Drehungs- 
vermögen dieses  Verhalten  zeigen  muß,  folgt  von  vornherein  aus  der 
axialen  Natur  des  ein  magnetisches  Feld  charakterisierenden  Vektors 
(siehe  Anm.  2,  S.  334). 

Die  Gesetze  der  Fortpflanzung  ebener  Wellen  in  einem  isotropen, 
durch  ein  Magnetfeld  optisch  drehend  gemachten  Medium  erhält  man, 
wenigstens  in  großer  Annäherung,  in  Übereinstimmung  mit  der  Er- 
fahrung durch  die  Annahme,  daß  an  Stelle  der  in  natürlich  drehenden 
isotropen  Medien  konstanten  Differenz  der  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten ^1  —  gj  eine  solche  tritt,  die  der  Projektion  des  spezifischen 
magnetischen  Momentes  m  auf  die  Fo)ipflanzungsrichtung  proportional 
ist;  da  diese  Differenz  gegen  q^  oder  q^  selbst  sehr  klein  ist,  so 
besteht  dann  die  Normalenfläche  (und  ebenso  die  Strahlenfläche)  an- 
nähernd aus  ztvei  Kugeln,  deren  Mittelpunkte  0,  0'  in  der  Richtung 
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der  magnetischen  Achse  {MM',  Pig.  168)  ein  wenig  gegeneinander 
verschoben  sind.^) 

Ebenso  wird  man  die  Gesetze  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 
und  Schwingungsform  für  KristaUe,  die  durch  ein  magnetisches  Feld 
Drehungsvermögen  erhalten  haben^  aus 
den  in  U,  Kap.  n,  §  2  und  3,  entwickel- 
ten Gesetzen  für  Kristalle  mit  natürlkheni 
Drehungsvermögen  einfach   dadurch  ge- 
winnen, daß  man  für  das  Drehungs ver- 
mögen p,  welches  dort  als  eine  quadra- 
tische   Funktion    der    Richtungskosinus  ^**"  ^^ 
(^1?  ^2;  ^s)   d®^  Wellennormale    betrachtet   wurde,    hier   die    lineare 
Punktion 

(27)  Q  =  (im  cos  (w,  q)  «  ii^v^ß^  +  v^ß^  +  v^ß^)m 

setzt,  wo  ff.  eine  dem  Kristall  individuelle  (positive  oder  negative) 
Konstante  ist,  und  ß^^  ß^,  ß^  die  Richtungskosinus  des  Momentes  m 
bezeichnen  (dessen  Richtung  in  Kristallen  im  allgemeinen  nicht  mit 
derjenigen  der  Kraftlinien  zusammenfällt).  Dies  ist  auch  im  wesent- 
lichen das  Resultat  der  auf  DifTerentialgleichungen  gegründeten  Theo- 
rien, nur  daß  diese  auch  eine  bestimmte  Abhängigkeit  des  /t  von  der 
Schwingungsdauer  ergeben.*) 

Beobachtet  ist  das  magnetische  Drehungsvermögen  an  Kristallen 
zuerst  von  E.  BecquereP),  und  zwar  an  Quarz,  Beryll  und  Turmalin 
in  der  Richtung  der  optischen  Achse.  Am  Kalkspat  ist  von  Chauvin*) 
eine  eingehende  Untersuchung  der  optischen  Einwirkung  eines  zur 
Hauptachse  parallelen  magnetischen  Feldes  ausgeführt  worden,  indem 
er  homogenes,  im  Hauptschnitt  polarisiertes  Licht  unter  verschie- 
denen Neigungen  gegen  die  optische  Achse  (die  zugleich  die  Platten- 
normale war)  durch  eine  Kalkspatplatte  hindurchgehen  ließ  und  die 
austretende,  schwach  elliptische  Schwingung  nach  einer  ähnlichen 
Methode  analysierte,  wie  sie  von  Jamin  und  Beaulard  zur  Untersuchung 
des  Verhaltens  von  Quarz  in  gegen  die  Hauptachse  geneigten  Rich- 
tungen angewandt  wurde  (vergl.  S.  343,  346).  Es  ergab  sich  unter  Vor- 
aussetzung der  Gouyschen  Formeln  (Gl.  (1)  und  (2),  S.  311),  daß  sich 


1)  Vergl.  z.  B.  W.  Voigt,  Kompendium  d.  theoret.  Physik,  Teil  V,  Kap.  ü, 
§  18,  wo  die  Eigenschaften  magnetisch  drehender  Medien  aus  passenden  Zusatz- 
gliedem  der  Differentialgleichungen  hergeleitet  werden. 

2)  Vergl.  W.  Voigt,  Kompendium,  Teil  V,  Kap.  II,  §  18. 
8)  E.  Becquerel,  Ann.  chim.  phys.  17  (1846),  p.  445. 

4)  Chauvin,  Joum.  de  phys.  (2)  9  (1890),  p.  5. 
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das  in  einem  bestimmten  Magnetfeld  beobachtete  Verhalten  diirch  ein 
der  gewöhnlichen  Doppelbrechung  superponiertes  Ivnstantes  Drehungs- 
vermögen  vollständig  erklären  läßt.  Dieses  Resultat  ist  nach  den 
vorausgeschickten  theoretischen  Betrachtungen  auch  zu  erwarten^  da 
die  größte  Neigung  der  Beobachtungsrichtungen  gegen  die  optische 
Achse  nur  1|®  betrug,  und  somit  cos  (ni,q)  in  Formel  (27)  merklich 
konstant  gleich  1  war.  Für  größere  Neigungswinkel  ist  die  EUiptizitat 
der  Schwingungen  im  Kalkspat  kaum  mehr  meßbar,  da  sein  magne- 
tisches Drehungsvermögen  sehr  schwach  (0,019'  für  die  W^länge 
1  cm  parallel  der  Hauptachse  in  einem  Magnetfeld  von  der  Starke  1 
C.  G.  S.)  und  seine  natürliche  Doppelbrechung  sehr  stark  ist. 

Die  Dispersion  des  magnetischen  Drehnngsvermögens  ist  von 
Joubin^)  am  Steinsalz  und  von  Borel')  am  Quarz  parallel  der 
Hauptachse  untersucht  worden.  Das  magnetische  Drehungsvermögen 
fand  sich,  ähnlich  wie  das  natürliche,  annähernd  umgekehrt  propor- 
tional dem  Quadrat  der  Wellenlänge. 

Es  sei  schließlich  hier  nochmals  auf  die  schon  in  der  Anmer- 
kung 3,  S.  313,  erwähnte  Möglichkeit  hingewiesen,  daß  ein  analoges 
optisches  Verhalten,  wie  es  durch  ein  Magnetfeld  künstlich  hervor- 
gerufen werden  kann,  denjenigen  Kristallgruppen,  deren  Symmetrie- 
elemente mit  der  Existenz  einer  ausgezeichneten  Richtung  vom  Cha- 
rakter eines  axialen  Vektors  vereinbar  sind,  von  Natur  zukommen 
könnte.')  Diesen  Symmetriecharakter  finden  wir  zunächst  bei  den 
paramorph'  (oder  pyramidal-)  hemiedrischen  Gruppen  des  tetragonalen, 
rhomboedrischen  und  hexagonalen  Systems,  sowie  bei  denjenigen 
tetartoedrischen  Gruppen,  die  durch  Hinzunahme  eines  Symmetrie- 
zentrums mit  jenen  identisch  werden;  denn  hier  hat  die  Hauptachse 
für  das  optische  Verhalten  offenbar  den  Charakter  eines  axialen 
Vektors.  Außerdem  könnten  alle  monoklinen  und  triklinen  Kristalle 
das  fragliche  Verhalten  zeigen.*)  In  diesen  Kristallen  würde  q  eine 
lineare  Funktion  von  v^,  v^,  v^  sein,  deren  Koeffizienten  als  die  Kom- 
ponenten eines  im  Kristall  festen,  seinen  Symmetrieeigenschaften  ent- 
sprechend orientierten  Vektors  gedeutet  werden  können.  Beobachtet 
ist  ein  derartiges,  dem  magnetischen  analoges,  natürliches  Drehungs- 
vermögen jedoch  noch  in  keinem  Falle. 

1)  Joubin,  Joum.  de  phya.  8  (1889),  p.  53. 

2)  Borel,  Arch.  de  Genöve  16  (1903),  p.  24  und  157. 

3)  W.  Voigt,  Kompendium,  II,  p.  571. 

4)  Es  wurden  also  alle  in  Kap.  II,  §  4  unter  I,  11,  IVb,  Yb,  VIb  zusammen- 
gefaßten Gruppen  hier  in  Betracht  kommen. 
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S.  10,  Zeile  6  lies  1/7  statt  qp. 

S.  48,  68,  68,  168  (in  den  Tabellen)  lies  Aragonit  statt  Arragonit. 

Zu  S.  60.  I.  Die  bei  der  Behandlung  der  inneren  konischen  HefraktUm 
gemachte  Voraussetzung,  daß  auf  die  Platte  ein  Bündel  ?on  streng  parallelen 
Strahlen  einfalle,  ist  in  Wirklichkeit  nie  erfüllt,  was  sich  z.  B.  darin  zu  erkennen 
gibt,  daß  man,  wenn  die  Platte  der  richtigen  Lage  genähert  wird,  eine  attmah- 
liehe  Ausbreitung  der  austretenden  Strahlen  zum  Hohlzylinder  statt  der  von  der 
Theorie  geforderten  unstetigen  wahrnimmt.  Hiermit  hängt  eine  zuerst  von 
Poggendorff  [Pogg.  Ann.  48  (1839),  p.  461],  dann  auch  von  Haidinger  [Pogg. 
Ann.  86  (1853),  p.  486]  erwähnte  Erscheinung  zusammen,  daß  nämlich  bei  An- 
wendung eines  sehr  feinen  Strahlenbündels  der  helle  Lichtring  durch  eine  dunkle 
Kreislinie  in  einen  inneren  und  äußeren  hellen  King  getrennt  wird.  Die  Erklä- 
rung hierfür  ist  erst  neuestens  von  Voigt  gegeben  worden  [Phys.  Zeitschr.  6  (1906), 
p.  673,  818.  Drudes  Ann.  18  (1905),  p.  687].  Derselbe  hat  die  Strahlenrichtungen 
untersucht,  welche  zu  den  einer  Binormale  sehr  benachbarten  Wellennormalen  ge- 
hören, und  dabei  folgendes  einfache  Resultat  gefunden.  Umkreist  die  Wellen- 
normalenrichtung  die  Binormale  A^  in  einem  kleinen  Winkelabstand  T,  so  be- 
schreiben die  zugehörigen  beiden  Strahlen  zwei  Kegel,  die  mit  dem  theoretischen 
Strahlenkegel  der  inneren  konischen  Refraktion  koaxial  sind  und  jenen  schmalen 
WeQennormalenkegel  von  außen  bezw.  innen  berühren,  und  deren  Durchschnitt 
mit  einer  zu  A^  senkrechten  Ebene  also  aus  zwei  konzentrischen  Kreisen  besteht, 
die  von  dem  Durchschnittskreis  des  Kegels  der  konischen  Refraktion  nahe  gleich- 
weit abstehen.  Alle  einfallenden  Wellen,  deren  Normalen  den  Raum  zwischen 
zwei  Kegeln  von  den  Öffnungen  U  und  U-\-  dU  erfüllen,  liefern  demnach  zwei 
konzentrische  schmale  Lichtringe.  Die  gesamte  Lichtenergie,  welche  sich  auf 
diese  verteilt,  ist  aber  um  so  kleiner,  je  kleiner  bei  gleichem  d  U  der  Winkel  ü 
selbst  ist,  und  wird  unendlich  klein  für  denjenigen  Ring,  welcher  aus  dem  die 
Binormale  selbst  enthaltenden  unendlich  schmalen  Wellennormalenkegel  hervor- 
geht. Der  Kreis,  welcher  dem  theoretischen  Kegel  der  konischen  Refraktion  ent- 
spricht, muß  also  dunkel  erscheinen:  dies  ist  der  Poggendorffsche  dunkle  Ring. 
Die  wahrgenommenen  Lichtringe,  deren  Breite  übrigens  von  der  Winkelöffhung 
des  gesamten  einfallenden  Strahlenbündels  abhängt,  rühren  somit  eigentlich  gar 
nicht  vofi  der  konischefi  Befrdktion  her,  da  sie  aus  Wellennormalen  hervorgehen, 
die  nicht  genau  parallel  der  Binormale  sind.  Wie  sich  die  Erscheinung  dadurch 
modifiziert,  daß  nicht  nur  die  Divergenz  des  einfallenden  Strahlenbündels,  son- 
dern auch  die  Ausdehnung  der  Lichtquelle  (beleuchteten  Öffnung),  von  der  es 
ausgeht,  endlich  ist,  braucht  nach  dem  S.  60  Gesagten  nicht  näher  erläutert  zu 
werden;  es  ist  danach  leicht  einzusehen,  daß  bei  wachsendem  Querschnitt  der 
Öffnung  der  Poggendorffsche  dunkle  Kreis  von  den  Lichtringen  überdeckt  wird. 

Bei  der  äußeren  konischen  Refraktion  ist  kein  Anlaß  zum  Auftreten  eines 
analogen  dunklen  Kreises  in  dem  beobachteten  Lichtring  vorhanden,  da  die  In- 
tensitäts Verteilung  in  dem  austretenden  Strahlenkegel  im  wesentlichen  wieder 
dieselbe  ist,  wie  im  einfallenden.  Aber  auch  hier  rührt  der  beobachtete  Licht- 
ring ganz  überwiegend  von  Strahlen  her,  die  nicht  wirklich  die  konische  Re- 
fraktion erlitten  haben,  d.  h.  sich  im  ICristall  nicht  genau  parallel  zur  Strahlen- 
achse, sondern  in  allen  möglichen  derselben  sehr  benachbarten  Richtungen  fort- 
gepflanzt haben.  — 

n.  In  einer  zweiten,  zur  Zeit  für  Drudes  Ann.  d.  Phys.  18  in  Druck  befind- 
lichen Arbeit  weist  Voigt  nach,  daß  man  bezüglich  der  konischen  Refraktion  zu 
ganz  anderen  Resultaten  gelangt,  wenn  man  statt  der  üblichen  geometrischen 
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Definition  des  Strahls  die  physikalische  benutzt,  wonach  die  Richtung  des  Strahls 
diejenige  des  Energiestroms  ist,  welche  sich  durch  den  Poyntingschen  Satz  als 
die  Normale  zu  den  Richtungen  des  elektrischen  und  magnetischen  Feldes  be- 
stimmt. Diese  zweite  Bestimmung  der  Strahlenrichtungen  stimmt  nur  dann  mit 
der  früheren  überein,  wenn  man  den  wahrnehmbaren  Energiestrom  in  die  beiden 
Ströme  zerlegen  kann,  die  den  im  Kristall  sich  fortpflanzenden  Einzelwellen  ent- 
sprechen. Die  Möglichkeit  dieser  Zerlegung  hört  aber  auf,  wenn  die  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeiten der  beiden  "Wellen  identisch  werden,  wie  es  der  Fall 
ist,  wenn  die  Wellennormale  in  eine  Binormale  fällt.  (Siehe  auch  Phys.  Zeitschr. 
6,  p.  820.)  Die  Resultate,  zu  denen  die  Untersuchung  des  Gesamtenergiestroms 
in  diesem  Falle  fahrt,  sind  nan  kurz  folgende. 

Ist  die  sich  parallel  der  Binormale  fortpflanzende  Welle  linear  polarisiert, 
so  besitzt  der  Energiestrom  konstante  Richtung,  es  existiert  also  ein  bestimmter 
Strahl,  und  zwar  f&Ut  derselbe  in  diejenige  Erzeugende  des  Kegels  der  inneren 
konischen  Refraktion,  welche  im  betrachteten  Falle  nach  der  alten  Theorie  die 
größte  Intensität  besäße,  —  d.  i.  in  die  Richtung  desjenigen  Strahls,  welcher  zu 
einer  der  Binormale  unendlich  benachbarten  Wellennormale  von  der  gegebenen 
Schwingungsrichtung  gehören  wurde.  Die  unstetige  Änderung  der  Strahlen, 
welche  nach  der  alten  Theorie  beim  Hereinrücken  der  Wellennormale  in  die 
Binormale  eintreten  sollte,  verschwindet  also  hier.  Wechselt  die  Schwingungs- 
richtung schnell  in  unregelmäßiger  Weise,  so  nimmt  der  resultierende  Strahl  in 
schneller  Aufeinanderfolge  alle  möglichen  Lagen  auf  dem  Kegel  der  konischen 
Refraktion  an,  und  es  entsteht  für  die  Wahrnehmung  der  Ring  der  konischen 
Refraktion. 

Ist  die  Welle  2«rAt*Zarpolarisiert,  so  wechselt  die  Richtung  des  Energie- 
stroms periodisch  in  der  Weise,  daß  sie  den  Kegel  der  konischen  Refraktion  mit 
gleichmäßiger  Geschwindigkeit  durchläuft;  der  Strahl  selbst  ist  dementsprechend 
eine  Schraubenlinie  von  der  Ganghöhe  X  und  noch  viel  kleinerem  Windungs- 
durchmesser, die  praktisch  nicht  von  einer  Geraden  parallel  zur  Binormale  zu 
unterscheiden  wäre.  Hier  würde  also  der  Strahl  merklich  mit  der  Wellennormale 
zusammenfallen,  während  zufolge  der  alten  Theorie  der  ganze  Strahlenkegel  der 
konischen  Refraktion  mit  gleichmäßiger  Helligkeit  auftreten  sollte. 

Im  Falle  elliptisch  polarisierten  einfallenden  Lichtes  ergibt  sich  als  physi- 
kalischer „Strahl"  ebenfalls  eine  Schraubenlinie,  deren  durchschnittliche  Rich- 
tung je  nach  dem  Achsenverhältnis  der  Ellipse  mehr  oder  weniger  von  der  Bi- 
normale abweicht,  aber  immer  innerhalb  des  Kegels  der  konischen  Reftaktiou 
liegt.  Fällt  nun  natürliches  Licht  ein,  welches  ja  als  regellos  seine  Schwingungs- 
form wechselndes  elliptisch  polarisiertes  aufgefaßt  werden  kann,  so  wird  hiemach 
die  zu  der  parallel  der  Binormale  fortschreitenden  Welle  gehörige  Strahlen- 
richtung in  schneller,  regelloser  Aufeinanderfolge  alle  möglichen  Richtungen 
innerhalb  des  Kegels  der  konischen  Refraktion  annehmen,  so  daß  der  Eindruck 
entsteht,  als  ob  dieser  letztere  von  den  zur  Binormale  gehörigen  Strahlen  räum- 
lich erfüllt  würde.  Wirklich  beobachtbar  ist  nun  freilich  dieser  volle  Strahlen- 
kegel ebensowenig  wie  der  von  der  geometrischen  Theorie  geforderte  Kegel- 
mantel, da  die  Energie  der  streng  parallel  der  Binormale  einfallenden  Strahlen 
nach  ihrer  Ausbreitung  zu  gering  ist.  Für  die  beobachtbaren  Erscheinungen 
behält  daher  die  vorstehend  unter  I  wiedergegebene  Darlegung  ihre  Gültigkeit. 

S.  78  u.  ff  sind  die  Größen  X,  D,  8  —  um  das  Wort  „Polarisation"  in 
dieser  Bedeutung  zu  vermeiden  —  als  Komponenten  der  elektrischen  Verschie- 
bung bezeichnet.    Dies  weicht  von  der  sonst  üblichen  Maxwellschen  Bezeichnungs- 

weise  insofern  ab,  als  nach  letzterer  die  Größen  - — S,  -     %  tÜ  <ü6  elektri- 

sehen  Verschiebungskomponenten  wären.    Da  es  sich  aber  bei  den  in  Worten 
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formulierten  Sätzen  nur  um  die  Bichtung  dieses  Vektors  handelt,  so  ist  die  er- 
wähnte Abweichung  belanglos. 

S.  79,  10.  Zeile  von  unten  lies  Induktion  oder  Verschiebung  statt  Induktion 
der  Verschiebung. 

S.  9ö,  Zeile  16  lies  Kap.  VII,  §  10  satt  Kap.  VH,  §  9. 

Zu  S.  249  ff.  Mit  den  Jsogyren  beschäftigt  sich  eine  während  des  Druckes 
erschienene  Abhandlung  von  Fr.  Pearce  (Zeitschr.  f.  Krist.  41  [1906J,  p.  113). 
Es  wird  darin  zunächst  eine  andere,  jedoch  weniger  einfache  Ableitung  der 
Isogjrenfläche  gegeben  und  sodann  die  Gestalt  der  Hauptisogyren  (für  gekreuzte 
und  parallele  Polarisatoren)  speziell  für  Platten  zweiachsiger  Kristalle  senkrecht 
zu  einer  Polarisationshauptachse ,  sowie  für  solchf  einachsiger  Kristalle  parallel 
zur  optischen  Achse  diskutiert.  Bei  zweiachsigen  Platten  normal  zur  1.  Mittel- 
linie wird  nicht  die  beschränkende  Voraussetzung  eines  kleinen  Binormalen- 
winkels  eingeführt,  und  es  ergeben  sich  daher  Isogyrenhyperbeln,  die  nicht  gleich- 
seitig sind,  und  deren  Gestalt  vom  Binormalenwinkel  abhängt.  Für  eine  achsen- 
parallele  optisch  einachsige  Platte  ergeben  sich,  wenn  man  sich  nicht  auf  schwach 
konvergentes  Licht  beschränkt,  als  Hauptisogyren  ebenfalls  ungleichseitige  Hypei'- 
beln.  Die  bei  gekreuzten  Polarisatoren  und  geringer  Drehung  der  Platte  aus 
der  Normalstellung  sichtbaren  (im  mittleren  Teil  des  Gesichtsfeldes  allerdings 
sehr  verschwommenen)  dunklen  Hyperbeläste  liegen  dabei  stets  in  den  beiden 
von  der  optischen  Achse  durchschnittenen  Quadranten  des  Gesichtsfeldes,  —  eine 
Regel,  welche  zur  Erkennung  der  Lage  der  optischen  Achse  in  solchen  Platten 
und  dadurch  (in  Verbindung  etwa  mit  der  Anwendung  eines  Quarzkeiles  gemäß 
dem  S.  225  Gesagten)  ztir  Ermittelung  des  Charakters  der  Doppelbrechung  dien- 
lich sein  kann. 

Zu  S.  831  unt«n.  Die  Folgerung  aus  der  Theorie,  daß  die  innere  konische 
Refraktion  durch  das  Drehungsvermögen  aufgehoben  werde,  findet  sich  durch 
die  Beobachtung  anscheinend  nicht  bestätigt;  denn  z.  B.  Zucker  zeigt  bei  der 
gewöhnlichen  Beobachtungsart  die  Erscheinungen  der  konischen  Refraktionen 
wie  nichtdrehende  zweiachsige  Kristalle.  Dieser  anscheinende  Widerspruch  be- 
ruht, wie  Voigt  neuerdings  (Phys.  Zeitschr.  6  [1906J,  p.  787)  dargelegt  hat,  auf 
dem  Umstände,  daß  der  beobachtbare  Lichtring  gar  nicht  von  Strahlen  herrührt, 
die  wirklich  die  innere  konische  Refraktion  erlitten  haben,  sondern  von  solchen, 
deren  "W  ellennormalen  im  Kristall  der  Binormale  nur  sehr  benachbart  sind  (siehe 
den  obigen  Nachtrag  zu  S.  60);  für  solche  Wellennormalen  müssen  aber  die 
Strahlen,  wie  sich  aus  der  Gestalt  der  Normalen-  und  Strahlenfläche  schließen 
läßt,  in  drehenden  Kristallen  im  wesentlichen  das  gleiche  Verhalten  zeigen,  wie 
in  nicht<lrehenden.  Eine  abweichende  Erscheinung  tritt  aber  bei  drehenden 
Kristallen  auf,  wenn  man  den  Lichtring  der  inneren  konischen  Refraktion  durch 
einen  Analysator  beobachtet.  Dann  sind  nämlich  die  Stellen,  an  welchen  der 
äußere  und  der  (von  ihm  durch  den  Poggendorffschen  dunklen  Kreis  getrennte) 
innere  Ring  ausgelöscht  werden,  etwas  gegeneinander  verschoben.  Diese  neue 
Erscheinung  hat  Voigt  zunächst  aus  der  Theorie  abgeleitet  und  sodann  auch 
durch  Beobachtungen  an  Rohrzucker  und  Weinsäure  bestätigt  gefunden.  (Drudes 
Ann,  18,  p.  677,  692;  Phys.  Zeitschr.  6,  p.  819). 

Zu  S.  332,  1.  Absatz.  Die  von  Pocklington  (ohne  Begründung)  angegebene 
Gestalt  der  Strahlenfläche  in  der  Nähe  der  Binonnalen  findet  auch  Voigt  (Phys. 
Zeitschr.  6  [1906],  p.  789)  bestätigt,  indem  er  den  Schnitt  der  Strahlenfläche  mit 
der  Binormalenebene  aus  demjenigen  der  Normalenfläche  —  den  die  Theorie 
direkt  gibt  —  graphisch  ableitet.  Er  findet,  daß  das  Flächenstück,  welches  den 
kegelartigen  Anhang  der  inneren  Schale  schließt,  nach  außen  sehr  schwach  konkav, 
und  das  ihm  gegenüberliegende  Stück  der  äußeren  Schale  nach  außen  sehr 
schwach  konvex  ist.  — 
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236 
Fluoreszenz  444. 
— ,  dichroi tische  445. 
— ,  polarisierte  445 — 446. 
Flußspat  451,  480,  481. 
Fokallinien  169—174. 
Fresnelsches  Ellipsoid  25,  41. 

—  Gesetz  32—84. 

Gips  43,  72,  73,  260,  457,  458. 
Glauberit  72,  458. 
Glimmer  43. 

—  kompensator  227. 

—  Säule  nach  Reusch  291. 
Grenzbedingungen  für  den  Lichtvektor 

174—177. 
Grenzkegel  einfacher  Reflexion  96,  206. 
Grenzlinien  der  Totalreflexion  115,  122, 

127. 
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Sachregister. 


GieDZBtrahlenkegel  der  Totalreflexion 
107,  110,  112—114,  120—128. 

GreDzwinkel  der  totalen  Reflexion  106, 
108. 

Guanidinkaxbonat  800. 

Gyrationefläche  314,  817. 

>- konstanten  818. 

Hanptazimut  481. 

—  brechnngsindizes  24,  43. 

(Bestimmung  derselben)  111,  112, 

146,  148—161. 
Hanptdielektrizitätskonstanten  80,  374. 

—  dilatationen  461,  462. 

—  drucke  464. 

—  einfalls Winkel  481. 

—  isogyren  250,  261. 

—  leitf ähigkeitsacbsen  878. 

—  lichtgeschwindigkeiten  24,  48. 
Herapatbit  868. 

Hornblende  421. 

Huygensscbes  Gesetz  der  Doppelbrechung 
20. 

—  Prinzip  8. 

Tdiophane  Interferenzringe  481,  424, 426. 
Indexellipsoid  26,  38,  62—64,  63,  66. 
Indexfiäche  62,  68,  94,  332,  401,  402. 
Indikatrix  64. 
Induktion,  elektrische  und  magnetische 

78,  79. 
Intensität  des  Lichts  6. 
Interferenzfarben  17,  216—219,  222,228. 
Interferenz  polarisierten  Lichtes  18,  14, 

212  ff. 
Isochromatische  Kurven  281. 
Isogyren  247—265,  613. 

—  fläche  249. 

Isomorphe  Mischkristalle  283—289. 
Isopolarisationsfläche  288. 
Jodsilber  491. 

Ealiumalaun  461,  480. 

—  lithiumsulfat  800. 

—  nitrat  268. 

Kalkspat  18,  24,  114,  164,  267,  410,  446, 

448,  462,  482—486,  609. 
Kampher  300,  802. 
Kathodolumineszenz  447. 
Kegel  gleicher  Absorption  386,  398. 

—  Konstanter  Normalengeschw.  39. 

—  der  konischen  Refraktion  66 — 61. 
Kobaltbläte  421. 

—  kaliumsulfat  413,  414. 

—  kupfersulfat  418. 
Kompensator  von  Babinet  226. 

—  von  Biot  227. 

—  von  Michel-Lövy  226. 

—  von  Senarmont  228. 

Konische  Refraktion   55—61,  511—618. 
Kristallolumineszenz  448. 


Kurven  gleichen  GaDgunterschiedes  287 
—247. 

—  gleicher  Intensii&t  266—266. 
— ,  isochromatische  231,  237. 

LameUarpolarisation  490. 
Lamellensysteme  280—292. 
Laurineenkampher  800. 
Lichtemission  448. 
Lichtintensität  6. 
Lichtvektor  81—84. 
Lumineszenz  446—448. 

Magnesiumsulfat  802. 

Matikokampher  800,  803. 

Metalle  439. 

Metallglanz  366,  440—441. 

Metallische  Absorption  488—440. 

Mikrophotometer  406—406. 

Minimalablenkung  durch  Prismen   138, 

143,  148—161. 
Muskovit  421,  424. 

Nabelpunkte  der  Strahlenfläche  166, 168. 
Natriumbrom at  800. 

—  chlorat  800,  602—506. 

—  nitrat  23,  24,  164. 

—  perjodat  300. 

—  phosphat  802. 

—  sulfantimoniat  800. 
Nicoisches  Prisma  80. 
Normaleufläche  8. 

—  einachsiger  Kristalle  21. 

—  zweiachsiger  Kristalle  34,  68,  88. 

—  opt.  drehender  Kristalle  312, 324, 830. 

—  absorbierender  Kristalle  878,  892. 

Oberfläche   gleichen  Gangunterschiedes 

232—286. 
Oberflächenfarben  366. 

—  schichten  181. 

—  Schiller  441. 
Oligoklas  459 
Orthoklas  458. 
Ovaloid  21,  26. 

Parameter,  optische  66 

— ,  — ,  Bestimmungsmethoden  129 — 184, 

139,  141  ff. 
Pennin  366,  368,  411. 
Phase  7. 
Phasenverzögerung    bei    Metallreflexion 

430,  488. 

—  bei  Totalreflexion  210. 
Phosgenit  446—448. 
Plagioklase  287. 
Platincyanüre  441—442. 
Pleochroismus  866. 

— ,  Änderung  mit  der  Temperatur  460. 
— ,  mechanische  Erzeugung  491. 
Polarebene  188. 


SaohregiBtei. 
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Polarisation  des  Lichts  6,  7. 

— ,  elliptische  im  Qnarz  342—848. 

— ,  —  in  absorbierenden  Krist.  876,  896. 

— ,  —  durch  B.eflexion  430. 

—  der  Grenzstrahlen  der  totalen  Re- 
flexion 116—118. 

Polarisationsazimute  der  gebrochenen 
Strahlen  181,  200. 

—  der  reflektierten  Strahlen  184, 191, 198. 
Polarisationsebene  6. 

—  ebenen  in  zweiachsigen  Krist.  89,  44. 

—  hauptachsen  88,  65,  68. 

—  konstanten  66,  76. 

—  ovaioid  26,  88,  68,  66. 

—  prismen  28 — 81. 

—  richtungen  6,  7,  26,  76. 

—  Winkel  189,  197. 
Polarisatoren  28 — 81. 
Polariskop  275. 
Polaristrobometer  296. 
Potiersche  Relation  66. 

Prisma,  Foncaultsches,  Glansches,  Nicoi- 
sches, Thompsonsches  80. 

— ,  Wollastonsches  29. 

Prismen,  allgemeine  Sätze  über  die 
Brechung  durch  —  136 — 187. 

—  einachsiger  Kristalle  138 — 141. 

—  zweiachsiger  Kristalle  141  ff. 
Pyrit  491. 

Quarz  164,  297,  806,  808,  842—348,  849— 
855,  361,  468,  466,  482—486,  493,  498 
—501,  509,  510. 

Quarzkeilkompensator  226. 

Rauchquarz  410. 
Reflexion,  totale  95,  105. 
— ,  innere  96. 

—  an  Zwillingsflächen  208. 

—  an  absorbierenden  Körpern  428  ff. 
Reflexionsgesetz  der  Wellennormalen  93. 

—  vermögen  der  Metalle  489. 
Refraktion,  konische  69—61,  511—513. 
Refraktometer  109. 

Rhamnose  802. 
Rohrzucker  801,  447,  613. 
Rotationspolarisation  293. 
Rubidiumsulfat  455. 
Rutil  411. 

Sacharin  70,  455. 
Sanidin  72,  458. 
Scheelit  447. 

Schwefel  43,  51,  58,  68,  168. 
Schwingungsform  des  Lichtes  11 — 13. 
Schwingun^srichtungen  26,  84,  81,  82. 
Seignettesalz  301 ,  302, 456, 492, 506—508. 
Spektralanalyse    der    Interferenzfarben 
220,  296. 


Spektrophotometer  408,  404. 
Spiralen,  Airysche  358. 
Steinsalz  451,  480,  481,  610. 
Strahlen achsen  42. 

—  brechung,  singulare  102—106. 

—  fläche  2. 

einachsiger  Kristalle  20. 

zweiachsiger  Kristalle  41,  44,  68. 

opt.  drehender  Krist.  832,  613. 

—  gesch windigkeit  2. 
Strontiumnitrat  414. 

—  hypOBulfat  257. 
Strychninsulfat  300. 
Sylvin  480,  481. 

Temperaturkoef&zienten  der  Brechungs- 
indizes  450—853,  456—458. 

Titanit  421. 

Topas  43,  51,  58,  168,  446—448,  466. 

Totalreflektometer  109. 

Totalreflexion,  allgemeine  Bedingungen 
105—107. 

— ,  Beobachtungsmethoden  108 — 110. 

—  an  einachsigen  Kristallen  111 — 116. 

—  an  zweiachsigen  Kristallen  118 — 128, 
129—134. 

— ,  eindringendes  Licht  208. 
Transmissionskoefflzient  382. 
Tribolumineszenz  448. 
Trichroismus  366. 

Turmalin  24,  87,  366,  :{68,  408,  409,  417, 
443,  444,  447,  460,  501,  509. 

üniradiale  Azimute  186—186,  195—196. 
Unterschwefelsaures  Blei,  Calcium,  Ka- 
lium, Strontium  299. 
üranylnatriumacetat  800. 


Vesuvian  446- 
Vivianit  421. 


-448. 


Weinsäure  43,  51,  58,  123,  302,  613.. 
Weinsaures  Antimonoxyd- Cinchonin  800. 

—  Caesium  und  Rubidium  300. 

—  Kalinatron  301,  302,  456,  492. 
Wellenfläche  1,  20,  41. 

—  normale  2. 
Windungsachsen  892,  399,  400,  422. 

—  punkte  392. 
Wulfenit  447. 

Zinnober  299. 
Zirkon  24,  447. 

Zirkulare  Schwingungen  12,  303  ff. 
Zirkularpolarisation  304. 
Zwillingsflächen  (Reflexion  an  — )  203— 
208. 

—  platten  (im  konverg.  Licht)  271—273. 


Erklärung  der  Tafeln. 

Tafel  I. 

Fig.  1.  Ealkspatplatte  senkrecht  zur  optischen  Achse  im  weißen  Licht;  Haapt- 
schnitte  der  Nicols  unter  67^^  gegeneinander  geneigt. 

Fig.  2.  Ealkspatplatte  (^  mm  dick)  senkrecht  zur  optischen  Achse  im  Natrium- 
licht zwischen  gekreuzten  Nicols.  * 

Fig.  S.  Ealkspatplatte,  unter  45^  gegen  die  optische  Achse  geneigt,  im  Na-Licht 
zwischen  gekreuzten  Nicols;  Normalstellung  (d.  h.  Plattenhauptschnitt 
parallel  einem  Nicolhauptschnitt). 

Fig.  4.  Ealkspatplatte,  unter  35|^  gegen  die  optische  Ache  geneigt,  im  Na-Licht 
zwischen  gekreuzten  Nicols;  Diagonalstellung  (Plattenhauptschnitt  halbiert 
den  Winkel  zwischen  den  Nicolhauptschnitten). 

Tafel  n. 

Fig.  1.  Ealkspatplatte  unter  10^  gegen  die  opt.  Achse  geneigt;  in  Diagonalstellung- 

Fig.  2.    Ealkspatplatte  parallel  zur  optischen  Achse;  in  Diagonalstellung. 

Fig.  3.     Ealkspatzwillingsplatte  imter  80^  gegen  die  optischen  Achsen  geneigt; 

in  Normalstellung. 
Fig.  4.    Dieselbe  in  Diagonalstellung. 

Sämtlich  im  Na-Licht  zwischen  gekreuzten  Nicols. 

Tafel  in. 

Fig.  1.    Ealkspatzwillingsplatte  unter  45^  gegen  die  optischen  Achsen  geneigt; 
Fig.  2.    Dieselbe  in  Diagonalstellung.  [in  Normalstellung. 

Fig.  8.    Ealkspatzwillingsplatte  unter  35]®  gegen  die  optischen  Achsen  geneigt; 

in  Normalstellung. 
Fig.  4.    Ealkspatzwillingsplatte  unter  22^^  gegen  die  optischen  Achsen  geneigt; 

in  Diagonalstellung. 

Sämtlich  im  Na-Licht  zwischen  gekreuzten  Nicols. 

Tafel  IT. 

Fig.  1.     Cerussit;  Platte  senkrecht  zur  1.  Mittellinie  in  Normalstellung. 
Fig.  2.    Dieselbe  in  Diagonalstellung. 

Fig.  3.    Titanit;  Platte  senkrecht  zur  1.  Mittellinie,  um  22^^  aus  der  Normal- 
stellung gedreht. 
Fig.  4.    Topas;  Platte  senkrecht  zur  1.  Mittellinie  in  Diagonalstellung. 
Sämtlich  im  Na-Licht  zwischen  gekreuzten  Nicols. 

Tafel  V. 

Fig.  1.  Topas;  Platte  senkrecht  zu  einer  Binormale  in  Diagonalstellung,  im 
Na-Licht  zwischen  gekreuzten  Nicola. 

Fig.  2.  Euklas;  Platte  parallel  der  Binormalenebene  in  Diagonalstellung,  im 
Na-Licht  zwischen  gekreuzten  Nicols. 

Fig.  3.  Epidot;  Platte  nahezu  senkrecht  zu  einer  Binormale  im  unpolarisierten 
Licht;  Ebene  der  Binormalen  von  links  nach  rechts  gerichtet. 

Fig.  4.  Glimmer;  Platte  senkrecht  zur  1.  Mittellinie  mit  Polarisator;  Polarisa- 
tionsebene des  einfallenden  Lichts  von  oben  nach  unten  gerichtet. 

Tafel  YI. 

Fig.  1.     (juarzplatte  (7  mm  dick)  senkrecht  zur  Hauptachse  im  Na-Licht  zwischen 

gekreuzten  Nicols. 
Fig.  2.     Zwei   gleichdicke   Platten   aus   Links-  und  Rechtsquarz  senkrecht  zur 

Achse  übereinander,  im  Na-Licht  zwischen  gekreuzten  Nicols. 
Fig.  3.    Rechtsquarzplatte  (3  mm  dick)  senkrecht  zur  Achse  mit  superponiertem 
— -Glimmerblättchen  (in  Diagonalstellung)  im  Na-Licht  zwischen  gekreuzten 
Fig.  4.    Linksquarzplatte  ebenso.  [Nicols. 
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